C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Vorlesungen Uber Zahlentheorie

Autor: Dirichlet, Peter

Verlag: Vieweg

Ort: Braunschweig

Jahr: 1871

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Goéttingen
Werk Id: PPN30976923X

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN30976923X

OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=30976923X

LOG Id: LOG_0127
LOG Titel: Il. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe.
LOG Typ: chapter

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

II. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe.

-

§ 117.

Lehrsatz: Sind a und b zwei positive Constanten, so convergirt
die unendliche Reihe
1 1 1 1
S=metromtorom Tosgm T
fiir jeden positiven Werth von ¢, und bei unbegrenzter Abnahme

dieser positiven Zahl @ nihert sich das Product ¢ S dem Grenz-
werthe a1,

Beweis. Construiren wir fiir einen bestimmten positiven
Werth von ¢ die Curve, deren Gleichung in Bezug auf ein recht-
winkliges Coordinatensystem

Yy = x_—1+9

ist, so hat die Fliche, welche zwischen ihr und der unendlichen
positiven Abscissenaxe licgt, von # — b an gerechnet, den end-

lichen Werth
4o )
fydw = m .

Die Ordinaten der Curve, welche den Abscissen
b, b+ a, b+2a, b+3a...
entsprechen, sind
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1 1 1 1
bive’ Brayre’ @F 200+’ (G +saite

ihre Fusspuncte sind #quidistant und zerlegen die Abscissenaxe
in unendlich viele Stiicke von der Grosse a. Construirt man iiber
jedem dieser Stiicke als Grundlinie ein Rechteck, dessen Hohe
gleich der letzten Ordinate in diesem Stiick ist, so haben diese
Rechtecke der Reihe nach den Flicheninhalt

a a a

@ Fay+e’ b+ 2ap+e’ G F3ayte

Da nun die Ordinate y der Curve mit stetig wachsendem z stetig
abnimmt, so ist jedes dieser Rechtecke kleiner als der iiber dem-
selben Abscissenstiick liegende, bis zur Curve ausgedehnte Flichen-
streifen, und folglich ist die Summe von noch so vielen jener
Rechtecke stets kleiner als die gesammte, oben von der Curve be-
grenzte Fliche; d. h. es ist

a a a 1

Gxare T Grzae t Grsare T <ok’

oder es ist, wenn auf beiden Seiten ad—'—¢ addirt wird,

1 a

alS < Z)—b—é + pive’ ~

woraus folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende

Reihe S wirklich fiir jeden positiven Werth von ¢ convergirt.
Construirt man nun iiber jedem der obigen Abscissenstiicke

als Grundlinie ein zweites Rechteck, dessen Hohe gleich der ersten

Ordinate in diesem Stiick ist, so sind diese Rechtecke, deren Fliachen-

inhalt gleich

_a_ @ L :
bre’ b+ aypte’ B+ 2ayte 7’

nothwendig grosser als die iiber denselben Stiicken liegenden, bis
zur Curve fortgesetzten Flichenstreifen, aus dem schon oben an-
gefiilhrten Grunde, weil mit wachsendem z die Ordinate-y stetig
abnimmt. Die Summe aller dieser Rechtecke ist daher grosser
als die gesammte, oben von der Curve begrenzte Fliche, d. h.
es ist

1
aS>63‘5'
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Auf diese Weise ist der Werth der unendlichen Reihe S und folg-
lich auch der des Productes ¢ S in zwei Grenzen eingeschlossen;
es ist nimlich

1

abe<"s<

_!_

ab" bHe

Wenn nun der positive Werth ¢ unendlich klein wird, so nihert
sich sowohl

1 1 0
abe’ als auch abe + bite
einem und demselben Grenzwerth ¢—'; mithin muss auch das Pro-
duct @8 sich demselben Grenzwerth a~—! nihern, was zu bewei-
sen war.

§. 118.

Der so eben bewiesene Satz bildet nur einen speciellen Fall
des folgenden, welcher seiner zahlreichen Anwendungen wegen von
der grossten Wichtigkeit ist:

Es sei K ein System von positiven Zahlwerthen k, und T
diejenige unstetige Function von einer positiven stetigen Verinder-
lichen t, welche angiebt, wie viele der in K enthaltenen Zahlwerthe
k den Werth t nicht Wbertreffen; wenn nun mit unendlich wachsen-
dem t der Quotient T' : ¢ sich einem bestimmtien endlichen Grenz-
werthe o ndhert, so convergirt die Reihe

§= 2 k1+e
fm‘ jeden positiven Werth von o, und das Product ¢ S néhert sich
mif unendlich abnehmendeni ¢ demselben Grenzwerthe .

Es wird gut sein, dem Beweise dieses allgemeinen Princips *)
einige erlduternde Bemerkungen voranzuschicken. Zufolge der
Bedeutung von 7' entspricht jedem endlichen Werthe von ¢ auch

*) Dirichlet: Recherches ete. §. 1. — Dirvichlet: Sur un théoréme re-
latif aux séries, Crelle’s Journal Bd. LIIL
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ein endlicher Werth von 7; denn wiiren in K unendlich viele
Zahlen k enthalten, welche den endlichen Werth ¢ nicht iibertreffen,
so wiirde auch jedem grossern Werthe von ¢ eine unendliche An-
zahl T entsprechen; es wiirde daher das Verhiltniss I': ¢ fort-
withrend unendlich gross sein; dies widerspricht aber der Annahme,
dass 7T:t sich einem endlichen Grenzwerth o mit wachsendem
¢t nihert. Es leuchtet ferner ein, dass die ganze Zahl T nur
dann ihren Werth #ndert, wenn ¢ einen Werth erreicht, welcher
einer oder mehreren einander gleichen in K enthaltenen Zahlen
k gleich ist, und zwar wird 7' dann plotzlich um ebenso viele
Einheiten zunehmen, als es Zahlen k giebt, welche diesem Werth
t gleich sind. .

‘ In dem einfachsten Falle, wenn K nur aus einer endlichen
Anzahl von Zahlwerthen % bestcht, leuchtet die Richtigkeit des
obigen Satzes unmittelbar ein; denn sobald ¢ dem grissten dieser
Werthe & gleich geworden ist, bleibt T bei weiter wachsendem
¢t unveridndert; es ist folglich @ = 0; und da andererseits die
Summe

g1
“k
einen éndlichen Werth hat, so wird auch das Product ¢S mit un-
endlich kleinem ¢ ebenfalls unendlich klein werden.
~ Ebenso bestiitigt sich der allgemeine Satz in dem speciellen
Falle, welcher in dem vorigen Paragraphen behandelt ist. Das
System K besteht dort aus den simmtlichen Zahlen von der Form
b+na, die den simmtlichen Werthen 0, 1, 2, 3... von »
entsprechen; wenn nun 't =0b 4+ na oder >b + na, aber
< b+ (n+ 1)a ist, so ist entsprechend T'= n + 1, und folglich
nahert sich der Quotient 7': ¢ mit unendlich wachsendem ¢, also
auch mit unendlich wachsendem n dem Grenzwerth

1
und in der That haben wir gefunden, dass dieser Werth auch zu-
gleich der Grenzwerth des Productes ¢ S ist, wenn die positive

Grosse @ unendlich klein wird.
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§ 119.

Wir gehen nun zu dem Beweise des allgemeinen Satzes iiber
und beginnen damit, die in K enthaltenen Zahlwerthe % ihrer
Grosse nach zu ordnen und mit Indices zu versehen, in der Weise,
dass

h=h =h=k=k..
wird; dies ist offenbar moglich, da unterhalb eines beliebigen end-
lichen positiven Werthes ¢{ immer nur eine endliche Anzahl von
Zahlwerthen % vorhanden ist; sind mehrere Zahlen % gleich gross,
so muss jede einzelne ihren besondern Index erhalten, so dass dann
mehreren auf einander folgenden Indices gleich grosse Zahlwerthe
k entsprechen.

Sehen wir ab von dem interesselosen Falle, in welchem nur
eine endliche Anzahl von Werthen % vorhanden ist, so lisst sich
zuniichst zeigen, dass mit unbegrenzt wachsendem = auch der

Quotient
n
h,‘ = 70;

sich demselben Grenzwerth @ nihert, und durch diese Bemerkung
wird dann der allgemeine Satz auf den vorher (§.117) behandelten
speciellen Fall zuriickgefiihrt.

In der That, wenn d eine beliebig kleine positive gegebene
Grosse bedeutet, so kann man entsprechend einen positiven Werth =
immer so gross wihlen, dass fiir alle Werthe ¢ = = die Bedingung

m—6<%<m+a

erfiillt ist. Es sei ferner v derjenige Werth von 7, welcher t — =
entspricht, also k, = 7 < ky41, und # irgend eine der positiven
ganzen Zahlen » 4+ 1, v 42, v 4 3 . . .; dann ist jedenfalls ,>r,
und wenn mehrere auf einander folgende Grossen % denselben
Werth wie %, besitzen, so sei k,4, die erste, k. die letzte von ihnen,
also »n eine der Zahlen m + 1, m 4+ 2...r,. Nihert sich nun ¢ von
k,, ab wachsend dem Werthe %, immer mehr an, so bleibt 7' = m,
und der Quotient 7':¢ ndhert sich abnehmend unbegrenzt dem
Werthe m:k,, und da m < » ist, so folgt, dass
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% < Iy,
ist, sobald ¢ sehr nahe unterhalb %, liegt; fir ¢ — k, wird aber
T = r = n, und folglich
T
t
Da nun bei diesem Wachsen von ¢ < k, bis ¢t = %, > = der Quo-
tient 7':¢ stets zwischen @ — & und ® 4 9 liegt, und zugleich, wie
eben gezeigt ist, von Werthen, die < A, sind, auf einen Werth
springt, der = A, ist, so muss auch @ —d <h, <@ 4+ & sein. Wie
klein also auch 0 sein mag, so kann » stets so gross gewilhlt wer-
den, dass h, definitiv. um weniger als & von & verschieden wird,
d. h. h, niahert sich mit unbegrenzt wachsendem » demselben
Grenzwerth w.
Mit Hiilfe dieses Resultates ldsst sich der Beweis des allge-
meinen Satzes leicht filhren. Da némlich
1 hite  hlte  hlte
fire = Dre T aire Tawe T

= hy.

S=232

ist, wo h, mit unendlich wachsendem % sich dem Grenzwerthe o
nithert und folglich endlich, d. h. kleiner als eine angebbare Con-
stante H bleibt, so ist die Summe S’ der ersten » Glieder der
Reihe S kleiner als das Product aus H'+¢ und der Summe &' der
ersten n Glieder der folgenden Reihe

1 1 1

C=gmtaetam o

da nun die letztere (nach §. 117) fiir jeden positiven Werth von
@ convergirt, so coni*ergirt auch die Reihe S. Setzt man nun
S=58 48" 6 =6 +&" so wird §" = h'+¢&", wo h einen
(jedenfalls positiven) Mittelwerth {aus den Werthen A,yy, Apys . . .
bedeutet. Ist daher 0 eine beliebig kleine positive gegebene Grosse,
und » so gross gewihlt (was stets moglich ist), dass alle diese
Werthe zwischen @ — d und @ 4+ & liegen, so wird auch &, und fiir
hinreichend kleine Werthe von ¢ auch A'+¢ zwischen denselben
Grenzen liegen. Da ferner (nach § 117) das Product ¢ &" mit
unbegrenzt abnehmendem positiven g sich der Einheit unendlich
annihert, so wird fiir hinreichend kleine Werthe von ¢ auch das
Product ¢ 8" =h!+e.9&" zwischen den Grenzen @ — & und o + &
liegen. Daendlich ¢S’ gleichzeitig unendlich klein wird, weil S’ nur
Dirichlet, Zahlentheorie. .20
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eine endliche Anzahl von Gliedern enthilt, so wird fiir sehr kleine
Werthe von ¢ auch ¢ S=9¢ S’ + ¢S” zwischen denselben Grenzen
©w—0 und ® - § liegen. Hiermit ist also auch bewiesen, dass
mit unbegrenzt abnehmendem ¢ das Product ¢ S sich dem Grenz-
werthe & unendlich anndhert*).

*) Es verdient bemerkt zu werden, dass man den obigen allgemeinen
Satz nicht umkehren darf. Besteht z. B. das System K aus einer Zahl k=1,
aus (0 —1) Zahlen k = 0, aus (92— 6) Zahlen k — 62, aus (63— 6% Zahlen
k=06% u. 5. f., wo 0 eine positive ganze Zahl > 1 bedeutet, so ist fiir jeden
positiven Werth von ¢ 01

§=14 goe—1
und das Product ¢S néhert sich mit unendlich abnehmendem ¢ dem Grenz-

werthe
6—1

0 log6’

wihrend der Quotient 7' : ¢ bei unendlich wachsendem ¢ fortwihrend von
dem Werth 1 abnehmend durch w hindurch geht bis zu dem Werth 1 : 0,
dann aber sogleich wieder zu dem Werth 1 zuriickspringt, um von Neuem
denselben Verinderungsprocess zu erleiden (vergl. §. 144),

w =




