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III. Ueber einen geometrischen Satz.

§. 120.

In einer Ebene sei eine vollstindig begrenzte Figur F' von
allenthalben endlichen Dimensionen construirt, deren Flacheninhalt
wir mit 4 bezeichnen wollen. Sind ferner X und Y zwei auf ein-
ander senkrechte Axen, und construirt man parallel mit ihnen zwei
Systeme dquidistanter Parallelen, welche ein iiber die ganze Ebene
ausgebreitetes Gitter bilden, so wird, wenn & der Abstand je zweier
benachbarter Parallelen, und 7' die Anzahl der Gitterpuncte ist,
welche innerhalb F liegen, das Product 7'0? mit unendlich ab-
nehmendem @ sich dem Grenzwerthe A4 nihern*).

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das System der
mit Y parallelen Geraden und nehmen der Einfachheit halber an,
dass jede derselben die Begrenzung der Figur nur zweimal schnei-
det; bezeichnen wir mit % die Liinge des innerhalb F' liegenden
Stiickes irgend einer solchen Parallelen, so ist hd nahezu der
Flicheninhalt des zwischen dieser und der folgenden Parallelen ent-
haltenen Theiles der Fliche F, und es wird in der Lehre von der
Quadratur bewiesen, dass die Summe aller dieser Rechtecke k&
sich mit unendlich abnehmendem 0 dem wahren Flicheninhalt 4
der Figur unbegrenzt nihert. Bezeichnen wir nun mit » die An-
zahl der auf & liegenden Gitterpuncte (wobei es gleichgiiltig ist,
ob ein zufillig auf der Begrenzung von F liegender Gitterpunct
mitgezihlt oder ausgeschlossen wird), so besteht A aus (n—1)
Stiicken = 0 und aus einem Rest, welcher hochstens — 20 ist,

*) Dyrichlet: Recherches etc. §. 1.
20*
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so dass wir h=mn0 4 &0 setzen konnen, wo & einen positiven oder
negativen echten Bruch bedeutet. s ist daher

ShO =3 (00?4 £0%) = Tor+ 8 3 £6;

es ist ferner, da & absolut genommen hichstens =1 ist, die Summe
Y &0 hiochstens gleich der endlichen Ausdehnung der Figur Fin
der Richtung der Axe X, und es wird daher § X ¢d mit 0 gleich-
zeitig unendlich klein. Folglich nihert sich das Product 7'9?
demselben Grenzwerthe A, welchem sich ¥ % d néhert; was zu be-
weisen war.

Es leuchtet iibrigens ein, dass dieser Satz nicht an die Be-
schrinkung gebunden ist, nach welcher die Parallelen mit der
Axe Y nur einmal in die Figur F ein- und nur einmal aus ihr aus-
treten. Man kann immer die Figur F' als ein Aggregat von po-
sitiven und negativen Flichentheilen ansehen, welche einzeln der
angegebenen Bedingung geniigen; und wendet man auf jeden ein-
zelnen Theil den Satz an, so ergiebt sich daraus sofort die Richtig-
keit desselben fiir die ganze Figur F.




