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316 Supplement 1V.

(§- 60), so ergiebt sich, dass der Total-Charakter einer jeden Form
80 beschaffen ist, dass stets
e =+1

und niemals 11 0’ = —1 wird. Da nun unter den simmtlichen
2% Zeichencombinationen, welche man erhilt, wenn man jedem der
A Charaktere C sowohl den Werth + 1 wie den Werth — 1 bei-
legt, offenbar die Hilfte so beschaffen ist, dass IT ¢’ = — 1 wird,
so folgt, dass diesen Zeichencombinationen oder Total-Charakteren
keine wirklich existirenden Formen entsprechen konnen. Mithin
ist die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter hichstens
= 9241,

Im Folgenden soll nun bewiesen werden, dass allen denjenigen
Total-Charakteren, welche in Uebereinstimmung mit der oben an-
gegebenen Relation sind, wirklich existirende Formen entsprechen,
dass also die Anzahl der wirklich vorhandenen Geschlechter =— 241
ist, und ausserdem, dass jedes Geschlecht eine gleiche Anzahl von
Formen-Classen enthiilt.

§ 124.

Wir wollen wieder (wie in §. 89) mit » alle positiven ganzen
Zahlen bezeichnen, die relative Primzahlen zu 2D sind, ferner
mit m alle diejenigen Zahlen », von welchen D quadratischer Rest
ist, und wit p die er von einander verschiedenen in m auf-
gehenden Primzahl sei ferner ¢ (n) eine der Bedingung
v) vy = v niigende Function, so ist stets

S w00 S 2vm=3 v = () v,

vorausgesetzt, dass die hier vorkommenden unendlichen Reihen be-
stimmte von der Anordnung der Glieder unabhiingige Werthe
haben. Offenbar geht diese Gleichung durch die Specialisirung
¢ (n) = n—* in die Endgleichung des §. 89 iiber, und sie konnte
auch genau auf dieselbe Art wie diese bewiesen werden. Wir
ziehen hier folgende Verification vor.

Verfiihrt man, wie in §. 91, so erhdlt man durch Ausfiihrung
der Multiplication der beiden unendlichen Reihen auf der rechten
Seite
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2 T, (n),

_—

ist, und 0 alle Divisoren der Zahl n durchlaufen muss. Denkt
man sich nun die Zahl n dargestellt als Product von Primzahl-
potenzen A, B ... und bezeichnet man mit a alle Divisoren von
A, mit b alle Divisoren von B u. s. w., so leuchtet ein, dass z, das
Product aus den Summen

5 (@) 5()--

ist. Wenn nun z. B. 4 = ¢%, und ¢ eine Primzahl ist, so wird

s(2)=ct1,

a

wo

wenn D quadratischer Rest von ¢ ist; ist dagegen D Nichtrest von

q, so wird
by (2) =1 oder =0,

a
je nachdem e gerade oder ungerade, d. h. je nachdem A ein Qua-
drat oder kein Quadrat ist. Bezcichnet man daher mit % alle die-
jenigen Zahlen », in welchen nur solche Primfactoren aufgehen,
von denen D Nichtrest ist, so folgt hieraus, dass jede Zahl n, fir
welche 7, von Null verschieden ausfillt, von der Form mk? ist;
und zwar ist dann z, gleich der Anzahl z,, aller Divisoren von m.
Da ferner ¥ (mk?) =1 (m) ¢ (k2) ist, so wi je rechte Seite unserer
Gleichung gleich

2 T (mk?) = Sy #?) . ¥ (m).
Wir wenden uns nun zur linken Seite; da jede Zall % von der
Form km ist, so ergiebt sich zunichst
2P =2 ¢ #) . X p(m?),
und folglich braucht nur noch gezeigt zu werden, dass
Y P(m?) X 2649 (m) = t,p(m)
ist*). Fiithren wir links die Multiplication aus, indem wir alle Glie-

der desProductes, welche denselben Factor ¢ (m) enthalten, in ein
einziges zusammenfassen, so erhalten wir ein Resultat von der Form

Y thr(m),

*) Der gemeinschaftliche Werth beider Seiten ist das Quadrat von X y(m).
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wo der Coefficient
t;nz > 2

aus ebenso vielen Gliedern besteht, als die Zahl m quadratische
Divisoren 87 besitzt, und wo die Zahl v fiir jede Zerlegung von
der Form m — &0? angiebt, wie viele verschiedene Primzahlen in
¢ aufgehen. Es braucht daher jetzt nur noch nachgewiesen zu
werden, dass 7;, = 7, ist, d. h. es muss folgender Satz hewiesen
werden:

Zerlegt man eine ganze positive Zahl m auf alle mogliche Arten
in zwei Factoren, von denen der eine ein Quadrat 02 ist, und be-
zeichnet man mit v jedesmal die Anzahl der in dem andern Factor
¢ aufgehenden von einander verschiedenen Primzahlen, so ist X 2%
gleich der Anzahl z,, aller Divisoren der Zahl m.

Von der Richtigkeit dieses Satzes iiberzeugt man sich aber
leicht auf folgende Weise. Ist

m = a“bbcy ...,

wo a, b, ¢ . .. von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, so
ist jeder Divisor & von der Form
e=ABC.. .,

wo A, B, C ... resp. irgend welche Glieder aus den Reihen

aa’ aa—-2, a®—4
bB, BBz, b ...
_ ® c?’% ey, vt ...

u. s. w. bedeuten, w so weit fortzusetzen sind, als die Ex-
ponenten nicht ne erden. Lésst man nun jedem Factor
4, B, C . .gresp.einen Factor 4', B', C’. .. entsprechen, welcher
= 2 oder =1 ist, je nachdem der entsprechende Exponent > 0
oder = 0 ist, so wird

2»v=A'BC ...,
und folglich

S2r=3Y4.3B.XYC...
da aber, wie unmittelbar einleuchtet
434 =cat+1l, SB=pF+1, SC=p+1...

ist, so findet man

S0 =(@+D@+)@F+1)... =1,

was zu beweisen war.



