C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Vorlesungen Uber Zahlentheorie

Autor: Dirichlet, Peter

Verlag: Vieweg

Ort: Braunschweig

Jahr: 1871

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Goéttingen
Werk Id: PPN30976923X

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN30976923X

OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=30976923X

LOG Id: LOG_0140
LOG Titel: V. Theorie der Potenzreste fur zusammengesetzte Moduli.
LOG Typ: chapter

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

V. Theorie der Potenzreste fiir zusammengesetzie
Moduli.

§. 127.

Es ist in §. 28 gezeigt, dass wenn die Zahl @ relative Prim-
zahl gegen den Modul % ist, stets positive ganze Exponenten
von der Beschaffenheit existiren, dass a® = 1 (mod. k) ist; diese
Exponenten n sind die séimmtlichen Vielfachen des kleinsten unter
ihnen; bezeichnet man diesen mit d, so sagt man, die Zahl a gehore
zum Exponenten 0; und die § Zahlen

1, a, a®...a91 (4)
sind simmtlich incongruent. Mit Hiilfe des verallgemeinerten
Fermat’schen Satzes ist dort ebenfalls gezeigt, dass 6 immer ein
Divisor von ¢ (k) ist; dies Resultat ldsst sich aber auch ohne Hiilfe des
Fermat’schen Satzes ableiten durch eine eigenthiimliche Methode,
welche sehr hdufig zum Nachweise der Theilbarkeit einer Zahl
durch eine andere gebraucht werden kann. In unserm Falle ge-
staltet dieselbe sich folgendermaassen.

Ist o' irgend eine relative Primzahl zu %, so sind (nach §. 18)
die & Zahlen

a,da aat...aa’? 4"
sammtlich incongruent; dasselbe gilt von den d Zahlen
a', d'a, d'a. .. a" a1 4"

sobald a" ebenfalls relative Primzahl zu % ist. Jeder solche Com-
plex, wie A4’ oder A", enthilt 8 unter einander incongruente Zah-
len, die simmtlich relative Primzahlen gegen & sind und also als
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Reprisentanten von 0 Zahl-Classen in Bezug auf den Modul % an-
gesehen werden konnen. Gesetzt nun, es findet sich eine und die-
selbe Zahlclasse in jedem der beiden Complexe A’ und A" ver-
treten, so giebt es zwei Exponenten g/, u” von der Beschaffen-
heit, dass

a. o = a'. a%" (mod. k)

ist; nehmen wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, dass
w' = @, so erhédlt man durch Division mit a#' die Congruenz

'=ad" . a¥" ' (mod. k);

und hieraus folgt sogleich, dass jede in A’ enthaltene Zahl o' . a™
auch einer Zahl von der Form «”. a*, d. h. einer in 4" enthal-
tenen Zahl congruent ist. Wir konnen hieraus schliessen, dass
entweder zwei solche Complexe A’', A" dieselben & Zahlclassen
enthalten, oder dass keine einzige Classe in beiden gleichzeitig
vertreten ist.

Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus & Zahlclassen
bestehenden Complexe von der Form A', 4" ..., und zwar nur
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich jede
der ¢ (k) Zahlclassen, welche relative Primzahlen zu % enthalten,
in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, vertreten sein;
ist daher & die Anzahl dieser von einander verschiedenen Complexe,
so muss ¢ (k) = &9, also @ (k) theilbar durch § sein, was zu be-
weisen war.

Hieraus ergiebt sich nun der Fermat’sche Satz als Folgerung;
denn erhebt man die Congruenz

ad =1 (mod. k)
zur &ten Potenz, so erhédlt man
. a¥® = 1 (mod. k).
§. 128.

Fiir den Fall, dass der Modul k eine Primzahl p ist, wurde
ferner in §.29 bewiesen, dass zu jedem Divisor 6 von ¢(p)=p—1
genau ¢ (0) Zahlen gehoren, die nach dem Modul p incongruent
sind; und in §. 30 sind die Eigenschaften der sogenannten primi-
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tiven Wurzeln von p betrachtet, d. h. derjenigen ¢ (p—1) incon-
gruenten Zahlen g, welche zum Exponenten p — 1 selbst gehoren.
Wir wollen nun untersuchen, ob #hnliche Gesetze auch fiir zu-
sammengesetzte Moduln gelten.

Zunichst beschrinken wir uns auf den Fall, in welchem der
Modul % eine Potenz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir
werden der Analogie nach unter einer primitiven Wurzel von k
jede Zahl g verstehen, welche zum Exponenten ¢ (k) gehort. Dem
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln schicken
wir folgenden Hiilfssatz voraus:

Ist b irgend eine ganze Zahl und m = 1 eine positive ganze
Zahl, so ist stets

1+ Rkp™r =14 hp™t! (mod. p7+2).
Man iiberzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung der

linken Seite nach dem binomischen Satze; man findet némlich zu-
nichst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschriinkt,

(L+hp)r =14 hp™' + 3 (p—1) B2p**+1 (mod. p*7),

und hieraus ergiebt sich die obige Congruenz, wenn man bedenkt,
dass p ungerade, also }(p —1) eine ganze Zahl, und ferner, dass
sowohl p?7+1! als auch p>* durch p7+2 theilbar ist.

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an unsere Unter-
suchung und nehmen zundchst einmal an, es existire fiir den Mo-
dul p7+1) wo = = 1 ist, wirklich eine primitive Wurzel g; dann
liegt es nahezu fragen: zu welchem Exponenten gehort eine solche

Zahl g in Bezug auf den Modul p*? Es sei § dieser Exponent,
also

gJ =1+ hp~,
so erhilt man mit Hiilfe des soeben bewiesenen Satzes
g%? = 1 (mod. p7+Y);
da nun g primitive Wurzel von p7+! ist, so muss dp durch
@ (p*+1) = (p — 1) p”, und folglich & durch (p —1) p7-1 theil-
bar sein; andererseits muss aber, da g zum Exponenten 0 in Bezug
auf den Modul p* gehort, nothwendig ¢ (p7) = (p—1) p=-1
durch 0 theilbar sein; mithin ist 0 == ¢ (p™), d. h. g ist auch

primitive Wurzel von p7. Zugleich leuchtet ein, dass die in der
Gleichung

1

g =1 4 by
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vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar sein kann; denn
sonst wire

ge=2"" = 1 (mod. pr+1),
also g keine primitive Wurzel von p7+1.

Setzt man diese Schliisse weiter fort, so erhilt man zunichst
das Resultat:

Jede primitive Wurzel g von einer hihern Potenz einer un-
geraden Primzahl p ist nothwendig eine primitive Wurzel der Zahl
p selbst, und zwar von der Beschaffenheit, dass gr—! —1 nicht
durch p? theilbar ist.

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei g eine primitive

Wurzel von p7, und zwar von der Beschaffenheit, dass die in der
Gleichung

grr" = 14 hpm
vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar ist; und wir fragen
jetzt: zu welchem Exponenten gehért diese Zahl g in Bezug auf
den Modul p7+1? Ist 6 dieser Exponent, also

g% = 1 (mod. pm+1),
so ist auch

g% =1 (mod. p7),

und folglich o theilbar durch ¢(p7); da aber andererseits & ein
Divisor von ¢(p™t!) = pe(p*) sein muss, so ist & entweder
= ¢ (p"), oder = ¢ (p7+!); das Erstere ist aber nicht der Fall,
weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl % nicht durch p theil-
bar ist; also ist 0 = ¢ (p7+1), d. h. die Zahl g ist primitive Wur-
zel von p7+1,  Zugleich leuchtet aus der Congruenz

9o = (14 hp™y = 1+ hp™+* (mod. pr+?)
ein, dass die in der Gleichung
g = 1 4 B/ pr+L

vorkommende Zahl %' nicht durch p theilbar ist.
Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das zweite

Resultat:
Jede primitive Wurzel g einer ungeraden Primzahl p, fiir

welche die Differens gr— — 1 nicht darch p* theilbar ist, ist auch
eine primitive Wurzel aller hoheren Potenzen von p.
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Um also die Existenz von primitiven Wurzeln g fiir hdhere
Potenzen von p nachzuweisen, und um alle diese Zahlen ¢ zu fin-
den, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive
Wurzeln g von p existiren, fiir welche gr—1—1, oder, was dasselbe
sagt, fiir welche gr — g nicht durch p? theilbar ist. Dies geschieht
leicht auf folgende Weise. Ist f irgend eine primitive Wurzel von
P, 8o sind alle in der Form

g=r+pz
enthaltenen Zahlen g ebenfalls primitive Wurzeln von p; dann 1st
nach dem binomischen Satze
4 g = fr (mod. p?);
setzen wir daher
JP=f+fp (mod. p),
50 wird
g —g =p(f'—2) (mod. p?),

und folglich ist g = f 4 pz jedesmal eine primitive Wurzel aller
Potenzen von p, ausgenommen, wenn z = f’ (mod. p), also

g =7 (mod. p)
ist. Da nun ¢ (p—1) nach dem Modul p incongruente Zahlen f
existiren, und aus jeder Zahl f genau (p — 1) in Bezug auf den
Modul p? incongruente Zahlen g = f + pa von der Beschaffenheit

abgeleitet werden konnen, dass gr—'—1 nicht durch p? theilbar
wird, so erhalten wir das Resultat

Die sdmmilichen primitiven Wurzeln von hoheren Potenzen
einer ungeraden Primzahl p sind die simmtlichen Individuen von
(p—1) ¢ (p — 1) verschiedenen Zahlclassen in Bezug auf den
Modul p2.

Beispiel: Simmtliche primitive Wurzeln der Primzahl p = 7
sind in den beiden Reihen 7z 4 8, 7« -4 5 enthalten; da nun
37=31, 57= 19 (mod. 49)
ist, so sind alle in den arithmetischen Reihen 724+ 3, T2+ 5
enthaltenen Zahlen, mit Ausnahme derer, welche = 31 oder =19

(mod. 49) sind, auch primitive Wurzeln von allen hoheren Po-
tenzen von 7.
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§. 129.

Nachdem im Vorhergehenden die Existenz von primitiven
Wurzeln g fiir jeden Modul p* nachgewiesen ist, der eine Potenz
einer ungeraden Primzahl p ist, kann man leicht die iibrigen ele-
mentaren Fragen iiber die Potenzreste beantworten. Setzt man
zur Abkijrzung

P (p™) = ¢,
so sind die Potenzen
9% 9% 9* - - - 9o (mod. p)
~ simmtlich incongruent, und bilden daher ein vollstindiges System
incongruenter Zahlen, mit * Ausschluss der durch p theilbaren
Zahlen. Ist daher n irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so
existiren stets unendlich viele Exponenten y, die aber nach dem
Modul ¢ séimmtlich einander congruent sind, von der Beschaffen-
heit, dass
n = ¢¥ (mod. p7);
man nennt dann yp den Index der Zahl w fiir die DBasis g, und
driickt dies in Zeichen so aus

Ind. » = » (mod. ¢);

durchlduft y ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul
¢, so durchlduft » ein vollstindiges System von Zahlen, die relative
Primzahlen zu »* und unter einander nach dem Modul 7 incon-
gruent sind. Fiir die Rechnung mit diesen Indices gelten dieselben
Gesetze, wie die (in §. 30 angegebenen) fiir den Fall z = 1. Wir
heben hier besonders hervor, dass

Ind. (1) = 0, Ind. (— 1) = ¢ (mod. ¢),

und ferner, dass » quadratischer Rest oder Nichtrest von p™ ist,
je nachdem Ind. n gerade oder ungerade ist.

Aus dem Index einer Zahl » ldsst sich leicht der Exponent ¢
bestimmen, zu welchem n in Bezug auf den Modul p” gehort; aus

n = gwd» (mod. p™)
folgt namlich
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nt = gtlnd.n (mod. pn),
soll also »! = 1 sein, so muss ¢ Ind. » durch ¢ theilbar, und
folglich ¢ ein Multiplum von ¢ : & sein, wo 0 den gréssten gemein-
schaftlichen Divisor von ¢ und Ind. »- bedeutet; die kleinste aller
dieser Zahlen ¢, d. h. der Exponent, zu welchem #» gehort, ist daher
=c:0.

Hieraus folgt, dass » stets und nur dann eine primitive Wurzel
von p7 ist, wenn Ind. » relative Primzahl zu ¢ ist; die Anzahl aller
nach dem Modul p™ incongruenten primitiven Wurzeln von p7 ist .
daher gleich der Anzahl derjem'gep der Zahlen

0,1,2...c—1,
welche relative Primzahlen zu ¢ sind, also gleich ¢ (¢) = @ ¢ (p7).

Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare Folge aus dem
Schlusssatze des vorigen Paragraphen.

§. 130.

Die Primzahl 2 verhilt sich anders als die ungeraden Prim-
zahlen, welche bisher ausschliesslich betrachtet wurden.

Fiir den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive Wurzel
angesehen werden.

Fiir den Modul 22 = 4 ist 3 = — 1 eine primitive Wurzel;
zu jeder ungeraden Zahl » giebt es einen entsprechenden Expo-
nenten o von der Beschaffenheit, dass

n = (—1)* (mod. 4)
ist; und zwar ist @ = 0 (mod. 2) oder = 1 (mod. 2), je nachdem
n = 1 oder = 3 (mod. 4) ist.
Bis hierher findet also noch véllige Analogie mit den unge-
raden Primzahlen Statt; sobald aber ein Modul 2* betrachtet wird,
in welchem der Exponent 4 = 3 ist, hort dieselbe auf. Es lisst

sich némlich zeigen, dass, wenn » irgend eine ungerade Zahl be-
deutet, immer schon

A A—2
w%P0) = nt" =1 (mod. 2%

ist. In der That ist dieser Satz richtig fir A — 3; denn das
Quadrat jeder ungeraden Zahl n ist = 1 (mod. 8). Nehmen wir
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ferner an, der Satz sei fiir einen beliebigen Exponenten 1 = 3
schon bewiesen, es sei also
=1 + b2,
so folgt hieraus durch Quadriren
w1 poM 4 2223 = 1 (mod. 24+Y),
d. h. der Satz gilt auch fiir den niichstfolgenden Exponenten 4 4 1.
Er gilt mithin allgemein, da er fiir A = 3 gilt.

Es fragt sich nun, ob es in diesen Fillen wenigstens Zahlen
giebt, die zu dem Exponenten 1 ¢ (2}) = 24—2 gehoren; man iiber-
zeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft fiir jeden Modul
94 > 8 besitzt. Es ist ndmlich

5 =1+ 4 (mod.8)
52= 1+ 8 (mod. 16)
5¢= 14 16 (mod. 32)
58= 1 4 32 (mod. 64)
allgemein
5278 =1 1 241 (mod. 2%),
also
5#~* niemals = 1 (mod. 2%),

woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die Zahl
5 nach dem Modul 2* gehért, kein Divisor von 243 sein kann,
und also,- da er doch Divisor von 242 sein- muss, nothwendig
= 242 igt,
Hieraus ergiebt sich nun, wenn man zur Abkiirzung

o) =2 =1
setzt, dass die b Zahlen

59, BL B2 ., Be—1

simmtlich nach dem Modul 2% incongruent smd dasselbe gilt von
den Zahlen

—B0, — Bl — 52, — B

da ferner die erstern simmtlich = 1 (mod. 4), die letztern simmt-
lich = 3 (mod. 4) sind, so bilden sie zusammengenommen ein
System von ¢ (2%) nach dem Modul 2* incongruenten ungeraden
Zahlen. Ist daher » irgend eine ungerade Zahl, so kann man
stets
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n = (—1)«58 (mod. 2%

setzen, wo o nach dem Modul 2, und 8 nach -dem Modul & voll-
stindig bestimmt ist. Durchlduft « ein vollstindiges Restsystem
in Bezug auf den Modul 2, und 8 unabhéngig von e ein vollstén-
diges Restsystem in Bezug auf den Modul &, so durchlduft » ein
vollstiindiges System von Zahlen, die in Bezug auf den Modul 2%
incongruent und relative Primzahlen zu 23, d. h. ungerade sind.
Diese beiden Zahlen « und § kann man die Indices der Zahl »
nennen; sie befolgen ganz #hnliche Gesetze, wie die Indices fiir
die frither betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her-
vor, dass » = &+ 1 oder = + 3 (mod. 8) ist, je nachdem f§ gerade
oder ungerade. -

Es verdient bemerkt zu werden, dass die vorstehende Form,
in welche jede ungerade Zahl n gebracht werden kann, auch noch
fiir den Fall 2 = 2 gilt; die Anzahl & der Werthe von g reducirt
sich némlich auf 1, und da 5 = 1 fmod. 4), so geht die obige
Form in die frithere » = (— 1)® (mod. 4) iiber. Fiir eine spitere
Untersuchung ist es sogar zweckmissig, dieselbe Form der Dar-
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Form
9% auf die Fille A = 0 und 2 = 1 auszudehnen; da in denselben
nur eine einzige Zahlclasse darzustellen ist, so wird man « und
auch nur einen einzigen Werth beizulegen haben; setzen wir daher
a =0>b=1,wenn 4 = 0 oder A = 1 ist, in allen anderen Fiillen
(A = 2) aber @ = 2, b = } ¢ (2}), so konnen wir sagen, dass der
Ausdruck

n = (— 1)@ 58 (mod. 2%)
alle incongruenten relativen Primzahlen zum Modul durchliuft,

wenn « und f resp. vollstindige Restsysteme in Bezug auf @ und
b durchlaufen.

§. 151.

Es sei nun der Modul eine beliebige zusammengesetzte Zahl
k= 24pnp'n . .,

wo p, p' von einander verschiedene ungerade Primzahlen, und

A, m, o' ... ganze positive Exponenten bedeuten, deren erster, 4,
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auch = O sein kann. Ist » irgend eine relative Primzahl zu %, so
kann man stets

n = (— 1)¢58 (mod. 2%
n = g¥ (mod. p™)
n = ¢'? (mod. p'™)

setzen, wo g, ¢’ . .. primitive Wurzeln resp. von p2, p’?... be-
deuten. Geben wir den Zahlen @, b die im vorigen Paragraphen
festgesetzte Bedeutung und setzen wir zur Abkiirzung

‘ p(pm) =¢, @™ =¢ ...,
so sind die Exponenten oder Indices

/

By v V.
vollstindig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli
a, b, ¢, ¢ ...,

und umgekehrt entspricht jedem solchen Systeme von Indices
(nach §. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen'n nach dem Mo-
dul %, die relative Primzahlen zu k sind. Durchlaufen die Indices

o, B, 7, ¥ ... unabhingig von einander ihre a, b, ¢, ¢’ . . . Werthe,
80 durchlduft » simmtliche
abec ... = o@(k)

Zahlclassen-in Bezug auf den Modul %, welche relative Primzahlen
zu k enthalten.

Sind die Indices e, 8, 9, ' . .. einer Zahl n bekannt, so ist
es leicht, den Exponenten 0 zu bestimmen, zu welchem die Zahl
n gehort; denn offenbar ist § das kleinste gemeinschaftliche Mul-
tiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl » in Be-
zug auf die einzelnen Moduli 24, p7, p'#?' ... gehort. Dieser Ex-
ponent 9 ist daher immer ein Divisor von dem kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen w der Zahlen a, b, ¢, ¢ ... Es kionnen
daher primitive Wurzeln von k, d. h. Zahlen, die zum Exponenten
@ (k) gehoren, nur dann existiren, wenn g = ¢ (k) ist; man iiber-
zeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, wenn der Modul
k=1, oder =— 2, oder — 4, oder eine Potenz einer ungeraden
Primzahl, oder das Doppelte einer solchen Potenz ist; und umge-
kehrt leuchtet ein, dass in diesen Fillen immer primitive Wurzeln
existiren.
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Da ferner die Moglichkeit einer binomischen Congruenz von

der Form
2™ = n (mod. k)

und die Anzahl ihrer Wurzeln nur von der Moglichkeit derselben
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Moduli 2%, p7, p'# ... ab-
hiingt (nach §. 37), so iiberzeugt man sich leicht, dass zur Beur-
theilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der Con-
gruenz die Kenntniss der Indices der Zahl »n vollstindig ausreicht.
Die wirkliche Ausfiithrung dieser Untersuchung unterdriicken wir
hier, weil sie sich ganz ebenso gestaltet wie in §. 31. Der Fall
m = 2 wiirde auf diese Weise behandelt auf das in § 37 ge-
wonnene Resultat zuriickfiilhren. Ebenso leicht ist es, den ver-
allgemeinerten Wilson’schen Satz (§. 38) von Neuem zu beweisen.

Dirichlet, Zahlentheorie. 29



