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328 Supplement V.

Reprisentanten von 0 Zahl-Classen in Bezug auf den Modul % an-
gesehen werden konnen. Gesetzt nun, es findet sich eine und die-
selbe Zahlclasse in jedem der beiden Complexe A’ und A" ver-
treten, so giebt es zwei Exponenten g/, u” von der Beschaffen-
heit, dass

a. o = a'. a%" (mod. k)

ist; nehmen wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, dass
w' = @, so erhédlt man durch Division mit a#' die Congruenz

'=ad" . a¥" ' (mod. k);

und hieraus folgt sogleich, dass jede in A’ enthaltene Zahl o' . a™
auch einer Zahl von der Form «”. a*, d. h. einer in 4" enthal-
tenen Zahl congruent ist. Wir konnen hieraus schliessen, dass
entweder zwei solche Complexe A’', A" dieselben & Zahlclassen
enthalten, oder dass keine einzige Classe in beiden gleichzeitig
vertreten ist.

Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus & Zahlclassen
bestehenden Complexe von der Form A', 4" ..., und zwar nur
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich jede
der ¢ (k) Zahlclassen, welche relative Primzahlen zu % enthalten,
in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, vertreten sein;
ist daher & die Anzahl dieser von einander verschiedenen Complexe,
so muss ¢ (k) = &9, also @ (k) theilbar durch § sein, was zu be-
weisen war.

Hieraus ergiebt sich nun der Fermat’sche Satz als Folgerung;
denn erhebt man die Congruenz

ad =1 (mod. k)
zur &ten Potenz, so erhédlt man
. a¥® = 1 (mod. k).
§. 128.

Fiir den Fall, dass der Modul k eine Primzahl p ist, wurde
ferner in §.29 bewiesen, dass zu jedem Divisor 6 von ¢(p)=p—1
genau ¢ (0) Zahlen gehoren, die nach dem Modul p incongruent
sind; und in §. 30 sind die Eigenschaften der sogenannten primi-
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tiven Wurzeln von p betrachtet, d. h. derjenigen ¢ (p—1) incon-
gruenten Zahlen g, welche zum Exponenten p — 1 selbst gehoren.
Wir wollen nun untersuchen, ob #hnliche Gesetze auch fiir zu-
sammengesetzte Moduln gelten.

Zunichst beschrinken wir uns auf den Fall, in welchem der
Modul % eine Potenz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir
werden der Analogie nach unter einer primitiven Wurzel von k
jede Zahl g verstehen, welche zum Exponenten ¢ (k) gehort. Dem
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln schicken
wir folgenden Hiilfssatz voraus:

Ist b irgend eine ganze Zahl und m = 1 eine positive ganze
Zahl, so ist stets

1+ Rkp™r =14 hp™t! (mod. p7+2).
Man iiberzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung der

linken Seite nach dem binomischen Satze; man findet némlich zu-
nichst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschriinkt,

(L+hp)r =14 hp™' + 3 (p—1) B2p**+1 (mod. p*7),

und hieraus ergiebt sich die obige Congruenz, wenn man bedenkt,
dass p ungerade, also }(p —1) eine ganze Zahl, und ferner, dass
sowohl p?7+1! als auch p>* durch p7+2 theilbar ist.

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an unsere Unter-
suchung und nehmen zundchst einmal an, es existire fiir den Mo-
dul p7+1) wo = = 1 ist, wirklich eine primitive Wurzel g; dann
liegt es nahezu fragen: zu welchem Exponenten gehort eine solche

Zahl g in Bezug auf den Modul p*? Es sei § dieser Exponent,
also

gJ =1+ hp~,
so erhilt man mit Hiilfe des soeben bewiesenen Satzes
g%? = 1 (mod. p7+Y);
da nun g primitive Wurzel von p7+! ist, so muss dp durch
@ (p*+1) = (p — 1) p”, und folglich & durch (p —1) p7-1 theil-
bar sein; andererseits muss aber, da g zum Exponenten 0 in Bezug
auf den Modul p* gehort, nothwendig ¢ (p7) = (p—1) p=-1
durch 0 theilbar sein; mithin ist 0 == ¢ (p™), d. h. g ist auch

primitive Wurzel von p7. Zugleich leuchtet ein, dass die in der
Gleichung

1

g =1 4 by
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vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar sein kann; denn
sonst wire

ge=2"" = 1 (mod. pr+1),
also g keine primitive Wurzel von p7+1.

Setzt man diese Schliisse weiter fort, so erhilt man zunichst
das Resultat:

Jede primitive Wurzel g von einer hihern Potenz einer un-
geraden Primzahl p ist nothwendig eine primitive Wurzel der Zahl
p selbst, und zwar von der Beschaffenheit, dass gr—! —1 nicht
durch p? theilbar ist.

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei g eine primitive

Wurzel von p7, und zwar von der Beschaffenheit, dass die in der
Gleichung

grr" = 14 hpm
vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar ist; und wir fragen
jetzt: zu welchem Exponenten gehért diese Zahl g in Bezug auf
den Modul p7+1? Ist 6 dieser Exponent, also

g% = 1 (mod. pm+1),
so ist auch

g% =1 (mod. p7),

und folglich o theilbar durch ¢(p7); da aber andererseits & ein
Divisor von ¢(p™t!) = pe(p*) sein muss, so ist & entweder
= ¢ (p"), oder = ¢ (p7+!); das Erstere ist aber nicht der Fall,
weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl % nicht durch p theil-
bar ist; also ist 0 = ¢ (p7+1), d. h. die Zahl g ist primitive Wur-
zel von p7+1,  Zugleich leuchtet aus der Congruenz

9o = (14 hp™y = 1+ hp™+* (mod. pr+?)
ein, dass die in der Gleichung
g = 1 4 B/ pr+L

vorkommende Zahl %' nicht durch p theilbar ist.
Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das zweite

Resultat:
Jede primitive Wurzel g einer ungeraden Primzahl p, fiir

welche die Differens gr— — 1 nicht darch p* theilbar ist, ist auch
eine primitive Wurzel aller hoheren Potenzen von p.
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Um also die Existenz von primitiven Wurzeln g fiir hdhere
Potenzen von p nachzuweisen, und um alle diese Zahlen ¢ zu fin-
den, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive
Wurzeln g von p existiren, fiir welche gr—1—1, oder, was dasselbe
sagt, fiir welche gr — g nicht durch p? theilbar ist. Dies geschieht
leicht auf folgende Weise. Ist f irgend eine primitive Wurzel von
P, 8o sind alle in der Form

g=r+pz
enthaltenen Zahlen g ebenfalls primitive Wurzeln von p; dann 1st
nach dem binomischen Satze
4 g = fr (mod. p?);
setzen wir daher
JP=f+fp (mod. p),
50 wird
g —g =p(f'—2) (mod. p?),

und folglich ist g = f 4 pz jedesmal eine primitive Wurzel aller
Potenzen von p, ausgenommen, wenn z = f’ (mod. p), also

g =7 (mod. p)
ist. Da nun ¢ (p—1) nach dem Modul p incongruente Zahlen f
existiren, und aus jeder Zahl f genau (p — 1) in Bezug auf den
Modul p? incongruente Zahlen g = f + pa von der Beschaffenheit

abgeleitet werden konnen, dass gr—'—1 nicht durch p? theilbar
wird, so erhalten wir das Resultat

Die sdmmilichen primitiven Wurzeln von hoheren Potenzen
einer ungeraden Primzahl p sind die simmtlichen Individuen von
(p—1) ¢ (p — 1) verschiedenen Zahlclassen in Bezug auf den
Modul p2.

Beispiel: Simmtliche primitive Wurzeln der Primzahl p = 7
sind in den beiden Reihen 7z 4 8, 7« -4 5 enthalten; da nun
37=31, 57= 19 (mod. 49)
ist, so sind alle in den arithmetischen Reihen 724+ 3, T2+ 5
enthaltenen Zahlen, mit Ausnahme derer, welche = 31 oder =19

(mod. 49) sind, auch primitive Wurzeln von allen hoheren Po-
tenzen von 7.



