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Potenzreste. 333

nt = gtlnd.n (mod. pn),
soll also »! = 1 sein, so muss ¢ Ind. » durch ¢ theilbar, und
folglich ¢ ein Multiplum von ¢ : & sein, wo 0 den gréssten gemein-
schaftlichen Divisor von ¢ und Ind. »- bedeutet; die kleinste aller
dieser Zahlen ¢, d. h. der Exponent, zu welchem #» gehort, ist daher
=c:0.

Hieraus folgt, dass » stets und nur dann eine primitive Wurzel
von p7 ist, wenn Ind. » relative Primzahl zu ¢ ist; die Anzahl aller
nach dem Modul p™ incongruenten primitiven Wurzeln von p7 ist .
daher gleich der Anzahl derjem'gep der Zahlen

0,1,2...c—1,
welche relative Primzahlen zu ¢ sind, also gleich ¢ (¢) = @ ¢ (p7).

Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare Folge aus dem
Schlusssatze des vorigen Paragraphen.

§. 130.

Die Primzahl 2 verhilt sich anders als die ungeraden Prim-
zahlen, welche bisher ausschliesslich betrachtet wurden.

Fiir den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive Wurzel
angesehen werden.

Fiir den Modul 22 = 4 ist 3 = — 1 eine primitive Wurzel;
zu jeder ungeraden Zahl » giebt es einen entsprechenden Expo-
nenten o von der Beschaffenheit, dass

n = (—1)* (mod. 4)
ist; und zwar ist @ = 0 (mod. 2) oder = 1 (mod. 2), je nachdem
n = 1 oder = 3 (mod. 4) ist.
Bis hierher findet also noch véllige Analogie mit den unge-
raden Primzahlen Statt; sobald aber ein Modul 2* betrachtet wird,
in welchem der Exponent 4 = 3 ist, hort dieselbe auf. Es lisst

sich némlich zeigen, dass, wenn » irgend eine ungerade Zahl be-
deutet, immer schon

A A—2
w%P0) = nt" =1 (mod. 2%

ist. In der That ist dieser Satz richtig fir A — 3; denn das
Quadrat jeder ungeraden Zahl n ist = 1 (mod. 8). Nehmen wir
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ferner an, der Satz sei fiir einen beliebigen Exponenten 1 = 3
schon bewiesen, es sei also
=1 + b2,
so folgt hieraus durch Quadriren
w1 poM 4 2223 = 1 (mod. 24+Y),
d. h. der Satz gilt auch fiir den niichstfolgenden Exponenten 4 4 1.
Er gilt mithin allgemein, da er fiir A = 3 gilt.

Es fragt sich nun, ob es in diesen Fillen wenigstens Zahlen
giebt, die zu dem Exponenten 1 ¢ (2}) = 24—2 gehoren; man iiber-
zeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft fiir jeden Modul
94 > 8 besitzt. Es ist ndmlich

5 =1+ 4 (mod.8)
52= 1+ 8 (mod. 16)
5¢= 14 16 (mod. 32)
58= 1 4 32 (mod. 64)
allgemein
5278 =1 1 241 (mod. 2%),
also
5#~* niemals = 1 (mod. 2%),

woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die Zahl
5 nach dem Modul 2* gehért, kein Divisor von 243 sein kann,
und also,- da er doch Divisor von 242 sein- muss, nothwendig
= 242 igt,
Hieraus ergiebt sich nun, wenn man zur Abkiirzung

o) =2 =1
setzt, dass die b Zahlen

59, BL B2 ., Be—1

simmtlich nach dem Modul 2% incongruent smd dasselbe gilt von
den Zahlen

—B0, — Bl — 52, — B

da ferner die erstern simmtlich = 1 (mod. 4), die letztern simmt-
lich = 3 (mod. 4) sind, so bilden sie zusammengenommen ein
System von ¢ (2%) nach dem Modul 2* incongruenten ungeraden
Zahlen. Ist daher » irgend eine ungerade Zahl, so kann man
stets



