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Potenzreste. 335
n = (—1)«58 (mod. 2%

setzen, wo o nach dem Modul 2, und 8 nach -dem Modul & voll-
stindig bestimmt ist. Durchlduft « ein vollstindiges Restsystem
in Bezug auf den Modul 2, und 8 unabhéngig von e ein vollstén-
diges Restsystem in Bezug auf den Modul &, so durchlduft » ein
vollstiindiges System von Zahlen, die in Bezug auf den Modul 2%
incongruent und relative Primzahlen zu 23, d. h. ungerade sind.
Diese beiden Zahlen « und § kann man die Indices der Zahl »
nennen; sie befolgen ganz #hnliche Gesetze, wie die Indices fiir
die frither betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her-
vor, dass » = &+ 1 oder = + 3 (mod. 8) ist, je nachdem f§ gerade
oder ungerade. -

Es verdient bemerkt zu werden, dass die vorstehende Form,
in welche jede ungerade Zahl n gebracht werden kann, auch noch
fiir den Fall 2 = 2 gilt; die Anzahl & der Werthe von g reducirt
sich némlich auf 1, und da 5 = 1 fmod. 4), so geht die obige
Form in die frithere » = (— 1)® (mod. 4) iiber. Fiir eine spitere
Untersuchung ist es sogar zweckmissig, dieselbe Form der Dar-
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Form
9% auf die Fille A = 0 und 2 = 1 auszudehnen; da in denselben
nur eine einzige Zahlclasse darzustellen ist, so wird man « und
auch nur einen einzigen Werth beizulegen haben; setzen wir daher
a =0>b=1,wenn 4 = 0 oder A = 1 ist, in allen anderen Fiillen
(A = 2) aber @ = 2, b = } ¢ (2}), so konnen wir sagen, dass der
Ausdruck

n = (— 1)@ 58 (mod. 2%)
alle incongruenten relativen Primzahlen zum Modul durchliuft,

wenn « und f resp. vollstindige Restsysteme in Bezug auf @ und
b durchlaufen.

§. 151.

Es sei nun der Modul eine beliebige zusammengesetzte Zahl
k= 24pnp'n . .,

wo p, p' von einander verschiedene ungerade Primzahlen, und

A, m, o' ... ganze positive Exponenten bedeuten, deren erster, 4,
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auch = O sein kann. Ist » irgend eine relative Primzahl zu %, so
kann man stets

n = (— 1)¢58 (mod. 2%
n = g¥ (mod. p™)
n = ¢'? (mod. p'™)

setzen, wo g, ¢’ . .. primitive Wurzeln resp. von p2, p’?... be-
deuten. Geben wir den Zahlen @, b die im vorigen Paragraphen
festgesetzte Bedeutung und setzen wir zur Abkiirzung

‘ p(pm) =¢, @™ =¢ ...,
so sind die Exponenten oder Indices

/

By v V.
vollstindig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli
a, b, ¢, ¢ ...,

und umgekehrt entspricht jedem solchen Systeme von Indices
(nach §. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen'n nach dem Mo-
dul %, die relative Primzahlen zu k sind. Durchlaufen die Indices

o, B, 7, ¥ ... unabhingig von einander ihre a, b, ¢, ¢’ . . . Werthe,
80 durchlduft » simmtliche
abec ... = o@(k)

Zahlclassen-in Bezug auf den Modul %, welche relative Primzahlen
zu k enthalten.

Sind die Indices e, 8, 9, ' . .. einer Zahl n bekannt, so ist
es leicht, den Exponenten 0 zu bestimmen, zu welchem die Zahl
n gehort; denn offenbar ist § das kleinste gemeinschaftliche Mul-
tiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl » in Be-
zug auf die einzelnen Moduli 24, p7, p'#?' ... gehort. Dieser Ex-
ponent 9 ist daher immer ein Divisor von dem kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen w der Zahlen a, b, ¢, ¢ ... Es kionnen
daher primitive Wurzeln von k, d. h. Zahlen, die zum Exponenten
@ (k) gehoren, nur dann existiren, wenn g = ¢ (k) ist; man iiber-
zeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, wenn der Modul
k=1, oder =— 2, oder — 4, oder eine Potenz einer ungeraden
Primzahl, oder das Doppelte einer solchen Potenz ist; und umge-
kehrt leuchtet ein, dass in diesen Fillen immer primitive Wurzeln
existiren.
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Da ferner die Moglichkeit einer binomischen Congruenz von

der Form
2™ = n (mod. k)

und die Anzahl ihrer Wurzeln nur von der Moglichkeit derselben
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Moduli 2%, p7, p'# ... ab-
hiingt (nach §. 37), so iiberzeugt man sich leicht, dass zur Beur-
theilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der Con-
gruenz die Kenntniss der Indices der Zahl »n vollstindig ausreicht.
Die wirkliche Ausfiithrung dieser Untersuchung unterdriicken wir
hier, weil sie sich ganz ebenso gestaltet wie in §. 31. Der Fall
m = 2 wiirde auf diese Weise behandelt auf das in § 37 ge-
wonnene Resultat zuriickfiilhren. Ebenso leicht ist es, den ver-
allgemeinerten Wilson’schen Satz (§. 38) von Neuem zu beweisen.
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