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VI. Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arith-

metische Progression, deren erstes Glied und Differenz

ganze Zahlen ohne gemeingschaftlichen Factor sind, un-
endlich viele Primzahlen enthilt.

§ 132.

Der allgemeine Beweis dieses Satzes*) stiitzt sich auf die Be-
trachtung einer Classe von unendlichen Reihen von der Form
wo der Buchstabe »n alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen
muss, und die reelle oder complexe Function ¢ (n) der Be-
dingung

Ppm)p(n') = v(nn) ,
geniigt. Hieraus folgt fiir w = »' = 1, dass ¢ (1) = 1 oder = 0
ist; da aber im letztern Fall ¢ (n) = ¥ (1) ¢ (n) fiir alle Werthe
von n verschwinden wiirde, so nehmen wir immer an, dass ¥ (1)
= 1 ist. Wir nehmen ferner an, die Function ¥ (n) sei so be-
schaffen, dass die Summe der analytischen Moduln aller Werthe
¥ (n) endlich ist, woraus folgt, dass die Reihe L einen von der
Anordnung ihrer Glieder unabhiingingen endlichen Werth besitzt.
Man iiberzeugt sich dann leicht von der Richtigkeif der folgenden
Gleichung
1

1—y(q)

*) Dirichlet: Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1837.
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wo das Productzeichen sich auf alle, in beliebiger Ordnung auf
einander folgenden, Primzahlen ¢ bezieht*).
Zunichst leuchtet ein, da die Reihe L die Glieder

v(1) =1, v(g =2, v(@)=2...
enthélt, und die Summe derselben fiir sich einen endlichen Werth
hat, dass der Modulus von ¥ (9) < 1, und folglich

1 2 ..
1—_—_—10'@=1+11’(Q)+¢(Q)+‘

ist. Sind ferner qi, gs, ¢s . . . die simmtlichen Primzahlen ¢, wie
sie in dem Producte linker Hand aufeinander folgen, so wird das
Product @ der ersten m Factoren
1 1 o 1
T—9(@) T—v(@ ~ T—9(@m’

wenn man jeden derselben nach der vorstehenden Gleichung in
eine unendliche Reihe entwickelt und die Multiplication ausfiihrt,
gleich Z¢ (1), wo die Summation iiber alle die ganzen positiven
Zahlen [ auszudehnen ist, in welchen keine andern als die Prim-
zahlen ¢y, ¢, . .. ¢, aufgehen. Ist daher % irgend eine positive
ganze Zahl, und nimmt man m so gross, dass unter den Primzahlen
q1y G2+ - . gu sich alle diejenigen finden, welche < A sind, so
enthiilt Z¢ (1) alle Glieder der Reihe Z ¢ (n), in welchen n < h
ist, und ausserdem noch unendlich viele andere, in denen n > h
ist. Mithin unterscheidet sich das Product @ von der Summe
Z ¢ (n) um eine Summe von der Form X (%), in welche aber
nur noch Zahlen »' eingehen, welche = & sind. Da nun die Summe
der Moduln aller Glieder % (n) endlich ist, so kann man %, und
also auch m so gross wihlen, dass die Summe der Moduln aller
Glieder ¢ (x'), und folglich auch der Modul der Differenz @ — Xy (n)
kleiner wird als jede vorher gegebene Grosse; d. h. mit unbegrenzt
wachsendem m nahert sich @ dem Grenzwerth Xy (n), was zu be-
weisen war.

Ausser diesen Reihen von der Form L =— X4 (n) haben wir
noch diejenigen Reihen zu betrachten, welche durch die Entwick-

*) Unter dieser Classe von Reihen sind auch diejenigen enthalten, welche
im fiinften Abschnitt betrachtet sind. Vergl. §§. 124, 185. Der Werth einer
solchen Function v ist offenbar fiir alle Zahlen vollstindig bestimmt, sobald
er fiir alle Primzahlen willkiirlich angenommen ist. Die &ltesten Unter-
suchungen iber solche Reihen und Producte finden sich bei Euler: In-
troductio in analysin infinstorum. Cap. XV.
22*
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lung ihrer natiirlichen Logarithmen entstehen. Wenn der Modulus
von ¢ ein echter Bruch ist, so ist bekanntlich

it biet e =log 7—,
und zwar ist der imaginire Bestandtheil des Logarithmen rechter
Hand stets zwischen den Grenzen —}w¢ und + }z¢ zu nehmen.
Setzt man hierin #=1 (¢) und fiir ¢ alle Primzahlen, so erhiilt man
zufolge der Gleichheit (I)

Y@+ v(@+iS v @+ =logl, 1)

und offenbar hat die aus unendlich vielen unendlichen Reihen be-
stehende linke Seite einen von der Anordnung der Summationen -
unabhingigen endlichen Werth, weil selbst die Summe der Moduln
aller ihrer Glieder einen endlichen Werth besitzt. Der imaginére
Theil des Logarithmen rechter Hand ist die Summe aller imaginiren
Theile der Logarithmen der einzelnen Factoren, aus denen das
obige unendliche Product besteht.

Wir fiigen zu diesem Resultat noch einige Bemerkungen hinzu.
Ist zuniichst ¥ (n) eine reelle Function, so sind alle Factoren des
unendlichen Productes positiv, also ist log L reell, und da die
Reihe log L einen endlichen Werth hat, so ist L ein positiver von
Null verschiedener Werth. Ist aber 4 (n) imaginér, und ¢'(n)
der jedesmal mit % (n) conjugirte complexe Werth, so ist auch
' (n) ¢ (') = ¢’ (n%'), und die iiber alle ganzen positiven Zahlen
n ausgedehnte Summe L' = X ¢’ (n) ist die mit L = X ¢ (n) con-
jugirte Zahl. Zugleich wird

SY@Q+IEV@+Hi 2V (@)t =logL,
und zwar ist log L' conjugirt mit log L, so dass die Summe log L
+log L' = log (L L') reell wird.

Ist endlich der Werth der Function 4 fiir alle in einer be-
stimmten Zahl & aufgehenden Primzahlen = 0, so ist ¥ (r) jedes-
mal = 0, wenn % keine relative Primzahl zu k ist, und die Glei-
chungen (I) und (II) bleiben richtig, wenn man # alle relativen

Primzahlen zu %, und ¢ alle in % nicht aufgehenden Primzahlen
durchlaufen lisst.
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§. 133.

Es sei nun (wie in §.131) & eine beliebige positive ganze Zahl,
und zwar
k= 24pnp'n . .|
wo p, p' ... von einander verschiedene ungerade Primzahlen be-
deuten; wir geben ferner den Buchstaben
a b ¢ ...
ihre frithere Bedeutung (§. 131) und bezeichnen entsprechend mit
0, 7, o, o.
irgend welche Wurzeln der Gleichungen
=1, P =1, o= 0 =1.
Ist nun % irgend eine positive ganze Zahl und zuglelch relative
Primzahl zu %, und sind ihre Indices
o (mod. @), B (mod.d), y(mod.c), 9’ (mod. ).
so gemiigt, wie man leicht sieht, der Ausdruck
e oY’y . ..

v = T

der Bedingung ¥ (n) ¥ () =9 (nn)*); wenn ferner der Exponent
s >1 ist, was wir im Folgenden annehmen wollen, so ist die Summe
der Moduln 2~ aller Glieder () endlich (§ 117), und folglich
gelten die Gleichungen (I) und (II) des vorigen Paragraphen

1 .
[1 1—:&;—@-5 =39 =L
2v@+i2v@)+iZv@) 4. =logL
in welchen ¢ alle in % nicht aufgehenden Primzahlen, » alle rela-
tiven Primzahlen zu % durchlaufen muss; beide Reihen haben, so

lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-

»

*) Der Zihler y(n) = 6%%8 o¥ o'?' ... besitzt die charakteristischen
Eigenschaften y(n) y (n') = y (n%') und, wenn »/ = »" (mod. k) ist, y (n’) = y(n").
Umgekehrt, wenn eine Function y(n) die erste Eigenschaft hat, und
wenn sie ausserdem nur eine endliche Anzahl m (von Null verschiedener)
Werthe o), wy...wn besitzt, so sind diese letzteren nothwendig die simmt-
lichen Wurzeln der Gleichung om = 1.
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abhiingige Summen. Wir konnen hinzufiigen, dass beide Reihen

auch stetige Functionen von s sind, so lange s > 1 ist; wir be-

weisen diese Behauptung fiir alle Werthe von s, welche grosser

als ein beliebiger unechter Bruch ¢ sind, weil hieraus offenbar die

Stetigkeit dieser Reihen fiir alle Werthe von s > 1 (excl. 1) folgt.
Jede der beiden Reihen L und log L ist von der Form

0y 0y [42]
'1—,+§;+§; + .-

wo die Moduln der Coefficienten o, o,, ¢t . .. simmtlich eine
endliche Grosse A (==1) nicht iibertreffen. Um die Stetigkeit
einer Function von s innerhalb eines gewissen Intervalls (s = o)
zu beweisen, geniigt es darzuthun, dass, wie klein auch eine positive
gegebene Grosse 0 sein mag, die Function jedesmal in einen ersten
und zwar stetigen, und in einen zweiten Bestandtheil zerlegt wer-
den kann, dessen Modulus innerhalb des ganzen Intervalls (s = o)
< 0 ist; denn hieraus folgt, dass der Modulus einer plétzlichen
Werthiinderung der ganzen Function, die doch nur von dem zweiten
Bestandtheil herrithren kann, kleiner als 2 8, und folglich, da die
gegebene Grosse 0 beliebig klein sein darf, nothwendig = 0 sein
muss (vergl. §§. 101, 143). In unserm Falle ergiebt sich die Mog-
lichkeit einer solchen Zerlegung auf folgende Weise; ist # eine be-
liebige ganze Zahl, so ist die Summe der ersten » Glieder

oy %y L,y e

1 + 28 + + ne
eine stetige Function; der Modulus der Summe aller folgenden
Glieder ist kleiner als

1 1
4 ( .. )
CES VA CES)
und folglich fiir alle Werthe s = ¢ auch kleiner als

A(minf+m£@“+”')

da nun ¢ ein unechter Bruch ist, und folglich (nach § 117) die
Reihe

1 1 1
wtetgt

convergirt, so kann fiir jede gegebene Grosse & entsprechend
80 gross gewihlt werden, dass
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A((nil)“ gz t) <

wird; hiermit ist fiir jede gegebene Grosse 6 die Moglichkeit einer
Zerlegung unserer Reihe in zwei Bestandtheile von der obigen Art,
und also auch die Stetigkeit der Reihen L und log L fiir jeden
Werth s > 1 nachgewiesen.

Der Beweis des Satzes iiber die arithmetische Progression
griindet sich nun auf die Untersuchung des Verhaltens der Reihen
L und log L bei unbegrenzter Anniherung des Exponenten s an
den Werth 1. Wir bemerken zuniichst, dass diese Reihen je nach
der Wahl der in dem Ausdrucke ®(») vorkommenden Einheits-
Wurzeln 0, 0, o, o' . . . ein ganz verschiedenes Verhalten zeigen;
da diese Wurzeln resp. a, b, ¢, ¢ ... verschiedene Werthe haben
konnen, so sind in der Form Z im Ganzen

abec ...=o(k)

verschiedene besondere Reihen enthalten; wir theilen diese Reihen
L in drei Classen ein:

In die erste Classe nehmen wir nur eine einzige Reihe L, auf,
und zwar ‘diejenige, in welcher alle Einheits-Wurzeln 6, 9, o, @'...
den Werth 4 1 haben.

In die zweite Classe nehmen wir alle iibrigen Reihen L, auf,
in welchen alle Einheits-Wurzeln reelle Werthe, also die Werthe
=41 haben.

In die dritte Classe nehmen wir alle iibrigen Reihen L; auf,
d. h. alle diejenigen, in welchen wenigstens eine der Einheits-
Wurzeln imagindr ist. Die Anzahl dieser Reihen ist jedenfalls
gerade, und sie sind paarweise mit einander conjugirt; denn ‘ent-
spricht eine solche Reihe L; den Wurzeln 0, %, o, @' ..., so
entspricht immer eine zweite solche Reihe I'; den Wurzeln 61,
71, @1, @ ~1..., und diese beiden Systeme von Wurzeln sind
nicht identisch.

Wir wollen nun das Verhalten aller dieser Reihen genau un-
tersuchen, wenn der Exponent s =—'1 4 ¢ sich dem Werthe 1
nihert, d. h. also, wenn die positive Grosse ¢ unendlich klein wird.
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§. 134.

Betrachten wir zunichst das Verhalten der ersten Reihe

1 1
L= % w =3 nT-(;’
in welcher #» alle relativen Primzahlen zu %k durchlaufen muss, so
leuchtet ein, dass dieselbe als ein Aggregat von ¢ (k) Partialreihen
von der Form
1 1 1
e T wEkire T ok L
angesehien werden kann, wo-» relative Primzahl zu & und = £ ist.
Da nun (nach §. 117) das Product aus einer solchen Reihe und
aus ¢ mit unendlich abnehmendem g sich einem endlichen posi-
tiven, von Null verschiedenen Grenzwerth k=1 nihert, so kénnen wir

l
L, = o
setzen, wo ! mit unendlich abnehmendem ¢ sich ebenfalls einem
endlichen, positiven, von Null verschiedenen Grenzwerth néhert.
Ganz anders verhalten sich aber die Reihen L der zweiten und
dritten Classe; wir haben gesehen, dass alle diese Reihen, so lange
§>1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder unabhingige
Werthe besitzen; von jetzt an wollen wir aber ihre Glieder v (n)
8o anordnen, dass die Zahlen » ibhrer Grosse nach wachsend auf
einander folgen; die so geordneten Reihen L der zweiten und
dritten Classe convergiren dann fiir alle positiven Werthe von s und
sind nebst ihren Derivirten auch stetige Functionen des positiven
Exponenten s.
" Um dies nachzuweisen, betrachten wir zuniichst die ganze
rationale Function

f@) =73 nfara ... av
der Variabeln 2, wo das Summenzeichen sich auf diejenigen ¢ (k)

positiven ganzen Zahlen v bezieht, die relative Primzahlen zu %

ind < k sind, und wo e, B, 9, ¥' . .. die Indices der Zahl v be-
deuten. Setzt man z = 1, so erhilt man

fQ) =3 0cnfaray ...,
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wo die Indices o, 8, 7,7 ... unabhiingig von einander voll-
stindige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, b, ¢, ¢’ . .
durchlaufen miissen ; es ist daher

fA=36*.3 .3 0v.3 'Y ...
Da nun nach unserer Voraussetzung die Reihe L eine Reihe der
zweiten oder dritten Classe und folglich mindestens eine der Kin-

heitswurzeln 6, 5, @, @' ... nicht = + 1 ist, so ist auch mindestens
eine der Summen

E 0“1 2 nﬂ’ 2 077, 2 CO"}" ...
gleich Null, und hieraus folgt
f@)=o.

Mit Hiilfe dieses Resultates kann man nun die oben behaup-
teten Eigenschaften der Reihen L auf verschiedene Arten nach-
weisen. Die eine besteht darin, dass man die Reihe L in ein
bestimmtes Integral verwandelt. Nach der von Legendre einge-
fithrten Bezeichnung ist

I'(s)= 0/-1 <log %;—)s_ldx

eine fiir alle positiven Werthe von s endliche und stetige Function
von s; bedeutet ferner n irgend einen positiven Werth, und ersetzt
man z durch 2, so ergiebt sich

1
s—1
L) :fx"—‘ <log L) dz;
W x

und hieraus folgt leicht (ihnlich wie in den §§. 103, 105), dass die
Summe der ersten m @ (k) Glieder der Reihe L gleich

1 (1 f@) 1N
I’(s)o T 1—a <10g ?) (1 —am)do

ist. Da nun f(x) eine durch z theilbare ganze Function von x
ist, welche fiir # = 1 verschwindet, so bleibt innerhalb des ganzen
Integrationsgebietes der Modulus der Function

1 f@

r 1—at
unterhalb einer angebbaren endlichen Grosse, und hieraus folgt
leicht, wenn man m unendlich wachsen lisst, dass
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1
1 1 f(x) ( 1 >~*—1
L= I“(s)0 z 1—uat log x de

ist. Es zeigt sich also in der That, dass die unendliche Reihe L
der zweiten oder dritten Classe, wenn ihre Glieder in der ange-
gebenen Weise geordnet sind, fiir jeden positiven Werth von s
convergirt; beachtet man ferner, dass I'(s) fiir alle positiven Werthe
von s ebenfalls positiv und von Null verschieden, sowie, dass die
Derivirte von I'(s) eine stetige Function von s ist, so folgt aus
dem vorstehenden geschlossenen Ausdruck fiir die Reihe L, dass
dieselbe nebst ihrer Derivirten eine stetige Function von s ist, so
lange s positiv bleibt.

Zu demselben Resultate gelangt man aber auch auf anderm
Wege, nimlich mit Hiilfe des weiter unten in §. 143 bewiesenen
allgemeinen Satzes. Denn da zufolge der Gleichung £ (1) = 0 die
Summe der Coefficienten

fenfaray ...

von je @ (k) auf einander folgenden Gliedern der Reihe L den Werth
Null hat, so bildet die Reihe L eine solche unendliche Reihe, wie
sie in §. 143 betrachtet wird; man braucht dort nur unter
ky, ks, k5 ... die Werthe der successiven Zahlen » zu verstehen,
so ergeben sich unmittelbar unsere obigen Behauptungen iiber die
Convergenz und Stetigkeit der Reihe L und ihrer Derivirten.

Aus diesem Resultat ergiebt sich nun, dass jede Reihe L der,
zweiten oder dritten Classe, wenn der Exponent s = 14 ¢ ab-
nehmend dem Werth 1 unendlich nahe kommt, sich einem véllig
bestimmten endlichen Grenzwerth, ndmlich dem Werth

1
1 f(=)
P z 1—zk dz

néthert; welchen die Reihe L bei der oben angegebenen Anordnung
ihrer Glieder fiir s = 1 annimmt.
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§. 135.

Es hat nun zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des vor-
stehenden Integrals mit Hiilfe von Logarithmen und Kreisfunctionen
darzustellen*); dass aber dieser endliche Grenzwerth einer Reihe
L der zweiten oder dritten Classe von Null verschieden ist — und
gerade hierin besteht der Hauptpunct der ganzen nachfolgenden
Untersuchung — wiirde sich aus diesem Ausdrucke schwer oder
gar nicht erkennen lassen. Es ist nun von dem hdchsten Interesse,
dass dieser Nachweis fiir die Reihen L, der zweiten Classe sich
mit Hiilfe der Untersuchungen des fiinften Abschnitts iiber die
Classenanzahl der quadratischen Formen fithren ldsst; ja wir kon-
nen hinzufiigen, dass historisch jene Untersuchungen ihren Aus-
gangspunct an dieser Stelle genommen haben.

Wir betrachten eine bestimmte Reihe L, der zweiten Classe,
welche den Wurzeln

06=4+1, =+1, o=+1, o' ==+1...

entspricht; es sei P das Product aller der in % aufgehenden un-
geraden Primzahlen p, denen eine negative Wurzel @ — — 1 ent-
spricht, und S das Product der iibrigen in % aufgehenden ungeraden
Primzahlen (falls in der einen oder andern dieser beiden Gruppen
gar keine Primzahl enthalten sein sollte, ist P oder S =1 zu
setzen); da nun eine Zahl » quadratischer Rest oder Nichtrest
einer Primzahl ist, je nachdem ihr Index y gerade oder ungerade
ist (§. 129), so leuchtet ein, dass

oYY ... .= —%)

ist; wenn ferner § = — 1, also a = 2, und k¥ = 0 (mod. 4) ist,
so sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach §. 130)

B = (— 1) = (— we-D;

*) Bei der wirklichen Ausfihrung der Rechnung durch Zerlegung in
Partialbriiche (ihnlich wie in den §§. 103, 105) wiirde man auf die in der
Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen f(r) stossen, wo r irgend
eine Wurzel der Gleichung 74 =1 bedeutet.
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ebenso, wenn § = —1, also b > 1, und &k = 0 (mod. 8) ist, so
sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach §. 130)

7]‘8 = (— l)ﬂ ] (— l)l/s(””—l)_

Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. §§. 101, 123), je nach
den vier verschiedenen Zeichencombinationen 6, 5 vier verschiedene
Determinanten D zu betrachten; wir setzen némlich, mit gehori-
ger Riicksicht auf das Zeichen +1:

D== PS*=1 (mod. 4), wenn O =+1, n=+1
D=+ PS?=3 (mod. 4), wenn =—1, n=+1
D=+2P8?=2 (mod. 8), wenn §=+1, n=—1
D=+42P8 =6 (mod. 8), wenn f=—1, n=—1.
Nun sind alle ungeraden Zahlen # auch relative Primzahlen zu

2 D, und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2D sind auch
ungerade Zahlen %, und gleichzeitig ist

Y (n2 " D
0cnf oy @'y ... = @n—1 qln=1) <?> = <7>;
ist daher & gerade, so stimmen die simmtlichen Zahlen » mit den
simmtlichen relativen Primzahlen zu 2 D iiberein, und es ist
D\ 1
L=3vm=3 (1)
ist aber k ungerade, so sind unter den Zahlen » auch gerade Zahlen;

da in diesem Falle aber nothwendig 6 =41, n =+ 1, also
D =1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. §. 102)

o=y O

wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe »# nur noch
alle ungeraden relativen Primzahlen zu %, d. h. alle relativen Prim-
zahlen zu 2 D zu durchlaufen hat.

Um daher zu beweisen, dass die Reihe L, sich einem von Null
verschiedenen Grenzwerth nihert, braucht man dasselbe nur von

der Reihe
D\ 1
> (%) w

nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Quadrai-
zahl sein kann; denn da eine Quadratzahl niemals = 3 (mod. 4),
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oder = 2 (mod. 8) oder = 6 (mod. 8) ist, so bleibt nur die ein-
zige Moglichkeit D=1 (mod. 4); da aber in diesem Falle § = + 1,
5 =+ 1 ist, so muss, da L, eine Reihe der zweiten Classe ist,
wenigstens eine der Wurzeln o, @' . .. = —1 sein, und folglich
P mindestens durch eine ungerade Primzahl p theilbar, also nicht
= 1 sein; mithin ist D in keinem Falle eine Quadratzahl. Wir
haben nun (in §§. 96 und 98) gesehen, dass die Anzahl h der
Classen nicht dquivalenter urspriinglicher Formen von der (nicht
quadratischen) Determinante D ein Product aus mehreren Factoren
ist, von denen der eine der Grenzwerth der obigen Reihe
s ()L
n/) n

ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, — D) existirt, also
h niemals = 0 ist, und da ferner die iibrigen in dem Ausdruck
von A vorkommenden Factoren nicht unendlich gross sind, so ist
auch dieser Grenzwerth von Null verschieden. Und hieraus folgt,
dass auch der Grenzwerth einer jeden Reihe L, der zweiten Classe
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was zu
beweisen war.

In dem einfachsten Falle, wo & eine Potenz einer ungeraden
Primzahl p oder das Doppelte einer solchen Potenz ist, existirt

nur eine Reihe .
n-2(3)
p) w

der zweiten Classe; in diesem Falle bedarf es nicht der Zuziehung
der Theorie der quadratischen Formen, um nachzuweisen, dass der

Grenzwerth
n\ 1
2 (5) %

dieser Reihe von Null verschieden ist; fiir diese Summe haben
wir ndmlich in §. 103 einen Ausdruck gefunden, welcher neben
solchen Factoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch den
Factor '

m m . M
n der ¥ <..__> 1 pdad
b ( ) m oder X og sin

enthilt, je nachdem p = 3 oder = 1 (mod. 4) ist, und wo m alle
Zahlen 1, 2,3 ... (p—1) durchlaufen muss. Im ersten Fall ist
aber Xm und folglich auch :
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m
2 (——) m
) p
ungerade, also von Null verschieden; im zweiten Fall ist (§. 107)
m . mnm y+2Vp
— — ) log sin — = log =———£X
o
wo die ganzen Zahlen y, # der Gleichung y?— p#?=4p geniigen;

es kann folglich 2z, und also auch der vorstehende Ausdruck nicht
= 0 sein.

§. 136.

Um nun dasselbe auch fiir jede Reihe L, der dritten Classe
zu beweisen, addiren wir alle ¢ (k) Gleichungen von der Form

Se@+3Sv@)+iS v@) + - =1logL,

welche den verschiedenen Wurzel-Systemen 6, 5, @, @ ... ent-
sprechen. Bedeutet ¢ irgend eine in %k nicht aufgehende Primzahl,
und p irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die linke Seite
einer jeden solchen Gleichung ein Glied

1
—_— u ,
| w ¥ (@)
in welchem
11
. [
mit dem Coefficienten
feupBr ove o'yY'H . ..
behaftet ist, wo «, f, », ¢’ ... die Indices von g bedeuten. Die
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen 6, 7,

@, @' ... entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem
Product

Sy phu S ore 3 @'V ...,

wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, b, ¢, ¢’ .

verschiedenen Werthe von @, 5, @, &' . .. beziechen. Bekanntlich
ist nun die Summe aller gleich hohen Potenzen der Wurzeln von
einer Gleichung der Form z» —1 nur dann von Null verschieden,
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und zwar =— m, wenn der Exponent dieser Potenzen durch m
theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von Null
verschieden, und zwar = abec’ . . . = ¢ (k), wenn die Exponenten
au, Bu, yu, Y0 ... resp. durch a, b, ¢, ¢ ... theilbar sind; da
nun ey, fu, yu, Y'w . . . die Indices von g# sind, so wird dies nur
dann und immer dann eintreten, wenn

g* =1 (mod. 2%, g% =1 (mod. p™), g# =1 (mod. p'*) .. .,
d. h. also, wenn
g“ =1 (mod. k)

ist. Mithin wird die Summe aller jener Gleichungen folgende
Form annehmen

SEERNTEECEE SRS NSRS IR
(p(k){}'@l’ﬂzq“+ +uzqf“+ }

= log L; + X log L, + X log (L; L's),

wo auf der linken Seite das erste, zweite Summenzeichen u. s. f.
sich auf alle die in & nicht aufgehenden Primzahlen ¢ bezieht,
welche resp. den Bedingungen ¢ =1, ¢?=1 (mod. k) uw. s. f.
Geniige leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste
Summenzeichen auf alle Reihen L, der zweiten Classe, das zweite
auf alle verschiedenen Paare L; L'; conjugirter Reihen dritter
Classe. Mit Hiilfe dieser Gleichung sind wir im Stande zu be-
weisen, dass der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine
Reihe L; der dritten Classe niahert, von Null verschieden ist.

Dieser Beweis stiitzt sich auf das schon frither (§. 134) er-
haltene Resultat, dass jede solche Reihe I; fiir alle positiven
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir konnen daher

Ly =f(s) +iF(s)
L'y=f(s)—iF(s)

setzen, wo f(s), F(s) und die Derivirten f'(s), F’(s) stetige
Functionen von s sind, so lange s positiv bleibt; da also der Grenz-
werth von L; = f(1) + ¢<F (1) ist, so muss, falls derselbe — 0 ist,
nothwendig f(1)==0 und F'(1) =0 sein; hieraus folgt nach einem
bekannten Satze der Differentialrechnung, dass fiir jeden Werth
s = 1 + ¢, welcher > 1 ist,
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Li=o {f/(Q+00)+iF' (14 ¢0)}
Ls=o {f(1+00)—iF'(1+¢0)}

sein wird, wo & und & zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen; mit-
hin wird

L;L'; = o* {f/(1+ 00+ F'(1+¢0)*}| = ¢*R,
wo R (in Folge dér Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten
' (s), F’(s)) mit unendlich abnehmendem positiven ¢ sich einem
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth
S+ F (1

nihert. Hieraus folgt nun '
log (I; Ly) = —2 log zl)- 4 log R,

wo log R mit unendlich abnehmendem ¢ sich entweder einem
endlichen Grenzwerth nihert oder negativ iiber alle Grenzen
wichst, falls B unendlich klein wird.

Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe vor-
handen, welche gleichzeitig mit ¢ unendlich klein werden, so ist
folglich

s 1og(L3L'3)=—2mlog%+ t,

wo t jedenfalls nicht positiv iiber alle Grenzen wachsen kann, son-
dern entweder endlich bleibt, oder negativ iiber alle Grenzen
Wﬁchst; denn da jedes Product L; L'y sich einem endlichen nicht
negativen Werth nihert, so kann auch kein Glied log (L, L';) posi-
tiv iiber alle Grenzen wachsen.

Da ferner schon gezeigt ist, dass der Grenzwerth einer jeden
Reihe L, der zweiten Classe von Null verschieden ist, so nihert
sich die Summe

> log L,

der (jedenfalls reellen) Reihen log L, einem endlichen Grenz-
werth.

Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product ¢ L; sich
einem endlichen von Null verschiedenen Werth nihert; mit-
hin ist

log L; — log %+ t,
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wo ¢ endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite der obigen
Gleichung von der Form

—(2m—1) log%-l— T,

wo 7' mit unendlich abnehmendem ¢ jedenfalls nicht positiv iiber
alle Grenzen wachsen kann. Existirte also mindestens eine Reihe
L; dritter Classe, welche mit ¢ unendlich klein wiirde, d. h. wire
m mindestens = 1, so wiirde die ganze rechte Seite unserer
Gleichung mit unendlich abnehmendem positiven ¢ negativ unend-
lich wachsen. Dies ist aber unmdoglich, da die linke Seite fiir alle
Werthe von ¢ positiv bleibt. Mithin ist m = 0, d. h. jede Reihe
der dritten Classe n#hert sich einem von Null verschiedenen Grenz-
werth, was zu beweisen war.

Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen log L,
einen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man beriicksichtigt,
dass nach dem friither Bewiesenen (§. 133) jede solche Reihe sich
stetig mit s #ndert, so lange s > 1 ist.

§ 137.

Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen besteht
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grosse
0 = s —1 die Reihe log L, positiv iiber alle Grenzen wéchst,
withrend alle iibrigen Reihen log I sich endlichen Grenzwerthen
nihern. Mit Hiilfe desselben sind wir im Stande, den Satz iiber
die arithmetische Progression vollstindig zu beweisen.

Es sei namlich m irgend eine relative Primzahl zu %, so mul-
tipliciren wir jede der ¢ (k) Reihen von der Form

Sv@+iZv@+i2 @)+ =gl
welche einem bestimmten System von Einheits- Wurzeln 6, 7, o,
@' . .. entspricht, mit dem correspondirenden Werth
Gapghone-—n.. .=y,

Wwo oy, B1, 71, 71’ - . - die Indices der Zahl m bedeuten, und addiren
alle Producte; dann wird, wenn wieder o, 8, 7, ¥ . . . die Indices
einer bestimmten Primzahl ¢ sind, das Glied

11

G

Dirichlet, Zahlentheorie. 23
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den Coefficienten
S geu—cgbu—=proyu—yn @'Yy ...
erhalten, wo sich das Summenzeichen auf alle @ (k) Wurzel-Systeme

bezieht; dieser Coefficient ist daher auch gleich dem Product aus
den einzelnen Summen

Y geu—a, N pfu—bi, ¥ eyu—n, 3 o'Vu—y ..

k)

in welchen die Buchstaben 0, 5, , @ ... resp. ihre @, b, ¢, ¢' . . .
verschiedenen Werthe durchlaufen miissen; dieser Coefficient wird
folglich nur dann von Null verschieden, und zwar = abec .. .

= ¢ (k) sein, wenn die Exponenten ag —a,, fu— B, yu—7),
y'w—py ... resp. durch a, b, ¢, ¢ . . . theilbar sind, d. h. wenn

g« = m (mod. k)

ist. Dic Summation aller Producte g log L giebt daher das Re-
sultat

L1 L1 L1
@S TN EH S ]
= X ylog L,

wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzeichen
w. s. f. sich auf alle Primzahlen q bezieht, welche resp. den Be-
dingungen ¢ =m, ¢?=m, ¢> = m (mod. k) u. s. f. geniigen,
wihrend das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die
siimmtlichen ¢ (k) verschiedenen Wurzel-Systeme 0, 3, @, o' . . .
bezicht. Bezeichnet man nun mit z alle positiven ganzen Zahlen
mit Ausnahme von 1, so ist offenbar

1 L1 .1
%Z?z;-F%Z'q—g;-‘-i}.;f—;“!"'""—Q
kleiner als
1 .1 1
%E;‘F%Zg éu;;'{* )

wo in jeder Summe z alle seine Werthe durchliiuft; da nun, sobald
2 = 2, immer

1 111111 11
g3 T 2 227 2T 4 22 T 8 2
ist, so ergiebt sich
L1
Q<X
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wiithrend daher s abnehmend sich dem Werthe 1 nithert, bleibt @
fortwihrend unterhalb einer endlichen Grésse. Da ferner alle
Glieder 4 log L sich endlichen Grenzwerthen nihern, mit Ausnahme
des einzigen Glicdes log L;, welches iiber alle Grenzen wiichst, so
muss auch die Summe

1
7
itber alle Grenzen wachsen; dies wire aber nicht moglich, wenn
diese Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestiinde,
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen ¢ geben, welche
= m (mod. %) sind; d. h. also:
Jede unbegrenzte arithmetische Progression kax 4 m, deren An-

Jangsglied m und Differenz k relutive Primzahlen sind, enthdlt un-
endlich viele positive Primzahlen q*).

%) Ueber die Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit complexen
Coefficienten, sowic auf quadratische Formen siche Dirichlet: Unter-
suchungen dber die Theorie der complexen Zahlen, Abhandlungen der
Berliner Akademie aus dem Jahre 1841; Monatsbericht der Berliner Aka-
demie (Mirz 1840) oder Crelle’s Journal XXI; Comptes rendus der Pariser
Akademie 1819, T. X, p. 285.
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