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§. 135.

Es hat nun zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des vor-
stehenden Integrals mit Hiilfe von Logarithmen und Kreisfunctionen
darzustellen*); dass aber dieser endliche Grenzwerth einer Reihe
L der zweiten oder dritten Classe von Null verschieden ist — und
gerade hierin besteht der Hauptpunct der ganzen nachfolgenden
Untersuchung — wiirde sich aus diesem Ausdrucke schwer oder
gar nicht erkennen lassen. Es ist nun von dem hdchsten Interesse,
dass dieser Nachweis fiir die Reihen L, der zweiten Classe sich
mit Hiilfe der Untersuchungen des fiinften Abschnitts iiber die
Classenanzahl der quadratischen Formen fithren ldsst; ja wir kon-
nen hinzufiigen, dass historisch jene Untersuchungen ihren Aus-
gangspunct an dieser Stelle genommen haben.

Wir betrachten eine bestimmte Reihe L, der zweiten Classe,
welche den Wurzeln

06=4+1, =+1, o=+1, o' ==+1...

entspricht; es sei P das Product aller der in % aufgehenden un-
geraden Primzahlen p, denen eine negative Wurzel @ — — 1 ent-
spricht, und S das Product der iibrigen in % aufgehenden ungeraden
Primzahlen (falls in der einen oder andern dieser beiden Gruppen
gar keine Primzahl enthalten sein sollte, ist P oder S =1 zu
setzen); da nun eine Zahl » quadratischer Rest oder Nichtrest
einer Primzahl ist, je nachdem ihr Index y gerade oder ungerade
ist (§. 129), so leuchtet ein, dass

oYY ... .= —%)

ist; wenn ferner § = — 1, also a = 2, und k¥ = 0 (mod. 4) ist,
so sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach §. 130)

B = (— 1) = (— we-D;

*) Bei der wirklichen Ausfihrung der Rechnung durch Zerlegung in
Partialbriiche (ihnlich wie in den §§. 103, 105) wiirde man auf die in der
Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen f(r) stossen, wo r irgend
eine Wurzel der Gleichung 74 =1 bedeutet.
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ebenso, wenn § = —1, also b > 1, und &k = 0 (mod. 8) ist, so
sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach §. 130)

7]‘8 = (— l)ﬂ ] (— l)l/s(””—l)_

Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. §§. 101, 123), je nach
den vier verschiedenen Zeichencombinationen 6, 5 vier verschiedene
Determinanten D zu betrachten; wir setzen némlich, mit gehori-
ger Riicksicht auf das Zeichen +1:

D== PS*=1 (mod. 4), wenn O =+1, n=+1
D=+ PS?=3 (mod. 4), wenn =—1, n=+1
D=+2P8?=2 (mod. 8), wenn §=+1, n=—1
D=+42P8 =6 (mod. 8), wenn f=—1, n=—1.
Nun sind alle ungeraden Zahlen # auch relative Primzahlen zu

2 D, und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2D sind auch
ungerade Zahlen %, und gleichzeitig ist

Y (n2 " D
0cnf oy @'y ... = @n—1 qln=1) <?> = <7>;
ist daher & gerade, so stimmen die simmtlichen Zahlen » mit den
simmtlichen relativen Primzahlen zu 2 D iiberein, und es ist
D\ 1
L=3vm=3 (1)
ist aber k ungerade, so sind unter den Zahlen » auch gerade Zahlen;

da in diesem Falle aber nothwendig 6 =41, n =+ 1, also
D =1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. §. 102)

o=y O

wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe »# nur noch
alle ungeraden relativen Primzahlen zu %, d. h. alle relativen Prim-
zahlen zu 2 D zu durchlaufen hat.

Um daher zu beweisen, dass die Reihe L, sich einem von Null
verschiedenen Grenzwerth nihert, braucht man dasselbe nur von

der Reihe
D\ 1
> (%) w

nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Quadrai-
zahl sein kann; denn da eine Quadratzahl niemals = 3 (mod. 4),
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oder = 2 (mod. 8) oder = 6 (mod. 8) ist, so bleibt nur die ein-
zige Moglichkeit D=1 (mod. 4); da aber in diesem Falle § = + 1,
5 =+ 1 ist, so muss, da L, eine Reihe der zweiten Classe ist,
wenigstens eine der Wurzeln o, @' . .. = —1 sein, und folglich
P mindestens durch eine ungerade Primzahl p theilbar, also nicht
= 1 sein; mithin ist D in keinem Falle eine Quadratzahl. Wir
haben nun (in §§. 96 und 98) gesehen, dass die Anzahl h der
Classen nicht dquivalenter urspriinglicher Formen von der (nicht
quadratischen) Determinante D ein Product aus mehreren Factoren
ist, von denen der eine der Grenzwerth der obigen Reihe
s ()L
n/) n

ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, — D) existirt, also
h niemals = 0 ist, und da ferner die iibrigen in dem Ausdruck
von A vorkommenden Factoren nicht unendlich gross sind, so ist
auch dieser Grenzwerth von Null verschieden. Und hieraus folgt,
dass auch der Grenzwerth einer jeden Reihe L, der zweiten Classe
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was zu
beweisen war.

In dem einfachsten Falle, wo & eine Potenz einer ungeraden
Primzahl p oder das Doppelte einer solchen Potenz ist, existirt

nur eine Reihe .
n-2(3)
p) w

der zweiten Classe; in diesem Falle bedarf es nicht der Zuziehung
der Theorie der quadratischen Formen, um nachzuweisen, dass der

Grenzwerth
n\ 1
2 (5) %

dieser Reihe von Null verschieden ist; fiir diese Summe haben
wir ndmlich in §. 103 einen Ausdruck gefunden, welcher neben
solchen Factoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch den
Factor '

m m . M
n der ¥ <..__> 1 pdad
b ( ) m oder X og sin

enthilt, je nachdem p = 3 oder = 1 (mod. 4) ist, und wo m alle
Zahlen 1, 2,3 ... (p—1) durchlaufen muss. Im ersten Fall ist
aber Xm und folglich auch :



