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350 Supplement VI.
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ungerade, also von Null verschieden; im zweiten Fall ist (§. 107)
m . mnm y+2Vp
— — ) log sin — = log =———£X
o
wo die ganzen Zahlen y, # der Gleichung y?— p#?=4p geniigen;

es kann folglich 2z, und also auch der vorstehende Ausdruck nicht
= 0 sein.

§. 136.

Um nun dasselbe auch fiir jede Reihe L, der dritten Classe
zu beweisen, addiren wir alle ¢ (k) Gleichungen von der Form

Se@+3Sv@)+iS v@) + - =1logL,

welche den verschiedenen Wurzel-Systemen 6, 5, @, @ ... ent-
sprechen. Bedeutet ¢ irgend eine in %k nicht aufgehende Primzahl,
und p irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die linke Seite
einer jeden solchen Gleichung ein Glied
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in welchem
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mit dem Coefficienten
feupBr ove o'yY'H . ..
behaftet ist, wo «, f, », ¢’ ... die Indices von g bedeuten. Die
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen 6, 7,

@, @' ... entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem
Product

Sy phu S ore 3 @'V ...,

wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, b, ¢, ¢’ .

verschiedenen Werthe von @, 5, @, &' . .. beziechen. Bekanntlich
ist nun die Summe aller gleich hohen Potenzen der Wurzeln von
einer Gleichung der Form z» —1 nur dann von Null verschieden,
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und zwar =— m, wenn der Exponent dieser Potenzen durch m
theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von Null
verschieden, und zwar = abec’ . . . = ¢ (k), wenn die Exponenten
au, Bu, yu, Y0 ... resp. durch a, b, ¢, ¢ ... theilbar sind; da
nun ey, fu, yu, Y'w . . . die Indices von g# sind, so wird dies nur
dann und immer dann eintreten, wenn

g* =1 (mod. 2%, g% =1 (mod. p™), g# =1 (mod. p'*) .. .,
d. h. also, wenn
g“ =1 (mod. k)

ist. Mithin wird die Summe aller jener Gleichungen folgende
Form annehmen

SEERNTEECEE SRS NSRS IR
(p(k){}'@l’ﬂzq“+ +uzqf“+ }

= log L; + X log L, + X log (L; L's),

wo auf der linken Seite das erste, zweite Summenzeichen u. s. f.
sich auf alle die in & nicht aufgehenden Primzahlen ¢ bezieht,
welche resp. den Bedingungen ¢ =1, ¢?=1 (mod. k) uw. s. f.
Geniige leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste
Summenzeichen auf alle Reihen L, der zweiten Classe, das zweite
auf alle verschiedenen Paare L; L'; conjugirter Reihen dritter
Classe. Mit Hiilfe dieser Gleichung sind wir im Stande zu be-
weisen, dass der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine
Reihe L; der dritten Classe niahert, von Null verschieden ist.

Dieser Beweis stiitzt sich auf das schon frither (§. 134) er-
haltene Resultat, dass jede solche Reihe I; fiir alle positiven
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir konnen daher

Ly =f(s) +iF(s)
L'y=f(s)—iF(s)

setzen, wo f(s), F(s) und die Derivirten f'(s), F’(s) stetige
Functionen von s sind, so lange s positiv bleibt; da also der Grenz-
werth von L; = f(1) + ¢<F (1) ist, so muss, falls derselbe — 0 ist,
nothwendig f(1)==0 und F'(1) =0 sein; hieraus folgt nach einem
bekannten Satze der Differentialrechnung, dass fiir jeden Werth
s = 1 + ¢, welcher > 1 ist,
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Li=o {f/(Q+00)+iF' (14 ¢0)}
Ls=o {f(1+00)—iF'(1+¢0)}

sein wird, wo & und & zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen; mit-
hin wird

L;L'; = o* {f/(1+ 00+ F'(1+¢0)*}| = ¢*R,
wo R (in Folge dér Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten
' (s), F’(s)) mit unendlich abnehmendem positiven ¢ sich einem
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth
S+ F (1

nihert. Hieraus folgt nun '
log (I; Ly) = —2 log zl)- 4 log R,

wo log R mit unendlich abnehmendem ¢ sich entweder einem
endlichen Grenzwerth nihert oder negativ iiber alle Grenzen
wichst, falls B unendlich klein wird.

Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe vor-
handen, welche gleichzeitig mit ¢ unendlich klein werden, so ist
folglich

s 1og(L3L'3)=—2mlog%+ t,

wo t jedenfalls nicht positiv iiber alle Grenzen wachsen kann, son-
dern entweder endlich bleibt, oder negativ iiber alle Grenzen
Wﬁchst; denn da jedes Product L; L'y sich einem endlichen nicht
negativen Werth nihert, so kann auch kein Glied log (L, L';) posi-
tiv iiber alle Grenzen wachsen.

Da ferner schon gezeigt ist, dass der Grenzwerth einer jeden
Reihe L, der zweiten Classe von Null verschieden ist, so nihert
sich die Summe

> log L,

der (jedenfalls reellen) Reihen log L, einem endlichen Grenz-
werth.

Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product ¢ L; sich
einem endlichen von Null verschiedenen Werth nihert; mit-
hin ist

log L; — log %+ t,



