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Arithmetische Progression. 353

wo ¢ endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite der obigen
Gleichung von der Form

—(2m—1) log%-l— T,

wo 7' mit unendlich abnehmendem ¢ jedenfalls nicht positiv iiber
alle Grenzen wachsen kann. Existirte also mindestens eine Reihe
L; dritter Classe, welche mit ¢ unendlich klein wiirde, d. h. wire
m mindestens = 1, so wiirde die ganze rechte Seite unserer
Gleichung mit unendlich abnehmendem positiven ¢ negativ unend-
lich wachsen. Dies ist aber unmdoglich, da die linke Seite fiir alle
Werthe von ¢ positiv bleibt. Mithin ist m = 0, d. h. jede Reihe
der dritten Classe n#hert sich einem von Null verschiedenen Grenz-
werth, was zu beweisen war.

Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen log L,
einen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man beriicksichtigt,
dass nach dem friither Bewiesenen (§. 133) jede solche Reihe sich
stetig mit s #ndert, so lange s > 1 ist.

§ 137.

Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen besteht
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grosse
0 = s —1 die Reihe log L, positiv iiber alle Grenzen wéchst,
withrend alle iibrigen Reihen log I sich endlichen Grenzwerthen
nihern. Mit Hiilfe desselben sind wir im Stande, den Satz iiber
die arithmetische Progression vollstindig zu beweisen.

Es sei namlich m irgend eine relative Primzahl zu %, so mul-
tipliciren wir jede der ¢ (k) Reihen von der Form

Sv@+iZv@+i2 @)+ =gl
welche einem bestimmten System von Einheits- Wurzeln 6, 7, o,
@' . .. entspricht, mit dem correspondirenden Werth
Gapghone-—n.. .=y,

Wwo oy, B1, 71, 71’ - . - die Indices der Zahl m bedeuten, und addiren
alle Producte; dann wird, wenn wieder o, 8, 7, ¥ . . . die Indices
einer bestimmten Primzahl ¢ sind, das Glied
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G
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den Coefficienten
S geu—cgbu—=proyu—yn @'Yy ...
erhalten, wo sich das Summenzeichen auf alle @ (k) Wurzel-Systeme

bezieht; dieser Coefficient ist daher auch gleich dem Product aus
den einzelnen Summen

Y geu—a, N pfu—bi, ¥ eyu—n, 3 o'Vu—y ..

k)

in welchen die Buchstaben 0, 5, , @ ... resp. ihre @, b, ¢, ¢' . . .
verschiedenen Werthe durchlaufen miissen; dieser Coefficient wird
folglich nur dann von Null verschieden, und zwar = abec .. .

= ¢ (k) sein, wenn die Exponenten ag —a,, fu— B, yu—7),
y'w—py ... resp. durch a, b, ¢, ¢ . . . theilbar sind, d. h. wenn

g« = m (mod. k)

ist. Dic Summation aller Producte g log L giebt daher das Re-
sultat

L1 L1 L1
@S TN EH S ]
= X ylog L,

wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzeichen
w. s. f. sich auf alle Primzahlen q bezieht, welche resp. den Be-
dingungen ¢ =m, ¢?=m, ¢> = m (mod. k) u. s. f. geniigen,
wihrend das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die
siimmtlichen ¢ (k) verschiedenen Wurzel-Systeme 0, 3, @, o' . . .
bezicht. Bezeichnet man nun mit z alle positiven ganzen Zahlen
mit Ausnahme von 1, so ist offenbar

1 L1 .1
%Z?z;-F%Z'q—g;-‘-i}.;f—;“!"'""—Q
kleiner als
1 .1 1
%E;‘F%Zg éu;;'{* )

wo in jeder Summe z alle seine Werthe durchliiuft; da nun, sobald
2 = 2, immer

1 111111 11
g3 T 2 227 2T 4 22 T 8 2
ist, so ergiebt sich
L1
Q<X
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wiithrend daher s abnehmend sich dem Werthe 1 nithert, bleibt @
fortwihrend unterhalb einer endlichen Grésse. Da ferner alle
Glieder 4 log L sich endlichen Grenzwerthen nihern, mit Ausnahme
des einzigen Glicdes log L;, welches iiber alle Grenzen wiichst, so
muss auch die Summe

1
7
itber alle Grenzen wachsen; dies wire aber nicht moglich, wenn
diese Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestiinde,
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen ¢ geben, welche
= m (mod. %) sind; d. h. also:
Jede unbegrenzte arithmetische Progression kax 4 m, deren An-

Jangsglied m und Differenz k relutive Primzahlen sind, enthdlt un-
endlich viele positive Primzahlen q*).

%) Ueber die Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit complexen
Coefficienten, sowic auf quadratische Formen siche Dirichlet: Unter-
suchungen dber die Theorie der complexen Zahlen, Abhandlungen der
Berliner Akademie aus dem Jahre 1841; Monatsbericht der Berliner Aka-
demie (Mirz 1840) oder Crelle’s Journal XXI; Comptes rendus der Pariser
Akademie 1819, T. X, p. 285.
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