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§. 139.

Die simmtlichen Wurzeln ¢ der Gleichung
xm =1 (])"
sind bekanntlich in der Form enthalten

== cos 2nz + ¢sin Znm
0= m m ’
wo n irgend ein vollstindiges Restsystem (mod. m) durchlaufen
muss.

Ist n relative Primzahl zu m, so sind die Potenzen

1, 0 0%. .. "
siimmtlich ungleich, und sie bilden ‘die simmtlichen Wurzeln der
obigen Gleichung (1); ¢ heisst in diesem Fall eine primitive Wurzel
dieser Gleichung, und die Anzahl dieser primitiven Wurzeln ist
offenbar = ¢ (m). Ist allgemeiner v der grisste gemeinschaftliche
Divisor von # und m = wv, so ist ¢ eine primitive Wurzel der
Gleichung

=1,

)
und da umgekehrt jede Wurzel der letztern Gleichung (2) auch
eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so leuchtet ein, dass die simmt-
lichen Wurzeln der Gleichung (1) identisch sind mit allen primi-
tiven Wurzeln aller der Gleichungen (2), die den simmtlichen Di-
visoren g der Zahl m entsprechen. Bezeichnet man daher mit o
alle @ (u) primitiven Wurzeln der, Gleichung (2), und setzt

f) =1 (&—¢),
wo das Productzeichen sich auf alle Wurzeln o’ bezieht, so ist
[ f() =am—1,
wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren g der*Zahl m be-

zieht; durch Umkehrung dieser fiir jede Zahl m geltenden Rela-
tion erhélt man nach dem vorhergehenden Paragraphen

“ (x.“l — 1)
f(m) - n (x‘“*-—' 1)’
woraus folgt, dass die Coefficienten der Function f(m) sdmmtlich
ganze rationale Zahlen sind.
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Von jetzt an betrachten wir nur noch den Fall, in welchem
w1

m =P = pp'p" ... eine ungerade und durch kein Quadrat theil-
bare ganze Zahl > 1 ist. Dann wird

p@P)=(—D @ -DE"—-1D.. =Ewm—3m
eine gerade Zahl, die wir mit 27 bezeichnen wollen, und die

simmtlichen 27 relativen Primzahlen zu P, welche < P sind, zer-
fallen in v Zahlen @ und in = Zahlen & von der Beschaffenheit,

dass
(5) =+ ()=

ist (§. 52. L. oder Supplemente §. 116). Setzen wir daher

0:cos%+isin2?“:ez%i
und .
4@ = N@E—09, B@) =U@—0),
so wird
_ N1
4@ B@) = o)

und wir wollen im Folgenden die allgemeine Form der Coefficienten
der Functionen A4 (), B (z) bestimmen.

Zu diesem Zwecke erinnern wir zunichst an die Newton’schen
Formeln, welche dazu dienen, aus den Coefficienten einer Gleichung
die Summen gleich hoher Potenzen ihrer Wurzeln, und umgekehrt
aus diesen jene abzuleiten. Es seien

Wiy Wy oo Wy
die Wurzeln einer Gleichung
z® 4 a4 o2 4. - -+ ¢,, =0,
und ‘

Se=wf +wf +- - -+ wh,

80 lauten diese Formeln folgendermaassen:

8 +a=0

S +e68+2¢=0

S +aS+e8 +3¢=0

S +¢1 S + ¢2 Sn—s 4+t euiSi Fme, = 0.
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Aus der Form derselben geht hervor, dass Sy, S, . .. S, ganze
rationale Zahlen sein werden, sobald die Coefficienten ¢, ¢; . . . €m
simmtlich ganze rationale Zahlen sind. Wenden wir dies auf die
Gleichung

[T (zen—1)
— 70
Il (z42—1)
an, so ergiebt sich, dass
e =3 bt + 3 (v
fir jeden Werth k=1, 2, 3 ... eine ganze Zahl ist. Anderer-
seits ist nun (Supplemente §. 116)

‘ 3 ok - S gk — (.%) P12y P,
und folglich
L CHOED

s i (= (F)rr )

hiermit sind die Summen der kten Potenzen der Wurzeln von jeder
der beiden Gleichungen

A(x) =0, B(z)=0
gefunden, und da dieselben keine andere Irrationalitit enthalten
als die Quadratwurzel
. P12 Y P
so gilt zufolge der Newton’schen Formeln dasselbe von simmt-
lichen Coefficienten dieser beiden Gleichungen, und zwar werden
zwei gleich hohe Coefficienten in beiden Gleichungen sich nur durch
das Vorzeichen dieser Quadratwurzel von einander unterscheiden,
d. h. zwei solche Coefficienten werden die Formen
Yy —2¢AP-*YP und y 4 2PV P

haben, wo y und # rationale Zahlen bedeuten. Man kann ferner
behaupten, dass y und z entweder ganze Zahlen oder Briiche mit
dem Nenner 2 sind, obgleich dies aus den Newton’schen Formeln
nicht unmittelbar hervorgeht; um den Beweis dieser Behauptung
anzudeuten, wollen wir jede Gleichung, deren hochster Coefficient
= 1, und deren iibrige Coefficienten ganze rationale Zahlen sind,
eine primére Gleichung nennen; dann iiberzeugt man sich leicht,
dass die Summe und Differenz zweier, Wurzeln von priméren



