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362 Supplement VIL

Gleichungen (und ebenso ihr Product) wieder Wurzeln von pri-
méren Gleichungen sind; da nun § die Wurzel einer priméren
Gleichung ist, so gilt dasselbe von jedem Coefficienten der Func-
tionen A4 (z) und B (z) und folglich auch von
2y und 2z¢4P-YP,
und hieraus folgt sogleich, dass die rationalen Zahlen 2y und 22
ganze Zahlen sein miissen.
Fasst man dies zusammen, so ergiebt sich, dass man gleich-

zeitig

24 () = Y (2) — Z(x) iV P

2 B(x) = Y () + Z (%) iP-0*YP
setzen kann, wo Y (z) und Z(z) ganze Functionen bedeuten, deren
simmtliche Coefficienten ganze rationale Zahlen sind *). Multipli-
cirt man die beiden Gleichungen mit einander, so erhilt man

_ 1 (oo —
Y(x)2—<—Pl—> P Z(@)p =4 ﬁ“%:‘:%

§. 140.

Wir bemerken nun noch, dass man immer nur die Hilfte der
Coefficienten von Y (z) und Z(x) zu berechnen braucht. Es ist
nidmlich

ard (5) =1 1—02) = (= Dr0™ [1(c—6~)

1
B (;) — (11— ) = (—1)76% [] ( — 6-%);
nun ist, je nachdem P = 1, oder P = 3 (mod. 4) ist,
(-:P—l—> =+ 1, oder (:P—l-) = —1,
und folglich
[M@z—60-9=A(), Il (x—06"% = B()

oder

"M@—0-9 = B@), [1@z—06%=A4(®);

*) Vergl, Gauss: D, A. art. 367,
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ist ferner P nicht = 3, so existirt unter den Zahlen @ eine Zahl o/
von der Beschaffenheit, dass (¢’ — 1) relative Primzahl zu P ist,
und da dieReste der Producte aa’ mit den Zahlen a, und die Reste
der Producte ' mit den Zahlen & im Complex iibereinstimmen,
50 ist

d’EaEEa, @ Y b=30b (mod P)
und folglich
Ya=0, X¥b=0 (mod P),

also
0Fe =1, 0**=1.

Mithin ergiebt sich (da v gerade, sobald P = 1 (mod. 4))
A@ =av 4 (-1—>
x ,wenn P =1 (mod. 4)

B(z) = @* B (17)

und, mit Ausnahme von P = 3,
A@) = (— a7 B (xi)

B(z) = (— a4 (i—)

und hieraus

Yx)y=a"Y (%)

Z@)=a7Z (—2—)

, wenn P =3 (mod. 4)

, wenn P =1 (mod. 4)

und, mit Ausnahme von P = 3,
Y(@) = (—ay ¥ (?1) :
NE wenn P=3 (mod. 4)
— 2@ = (—or2(3)
Diese Gleichungen enthalten Relationen zwischen je zwei gleich
weit vom Anfang und Ende abstehenden Coefficienten der Func-
tionen Y(z) und Z(z).
Die wirkliche Berechnung der Coefficienten der beiden Func-
tionen '
Y@ =yt +--+y
Z@) = sa +aa 4 4oy
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geschieht nun auf folgende Art. Zuerst bildet man die Potenz-
summen

S =3 gk 1 ¥ o+

firk=1,2,3... bis zu }v oder }(r — 1), je nachdem 7 gerade
oder ungerade ist; dies kann nach dem Obigen dadurch geschehen,
dass man ebenso viele Coefficienten der ganzen Function

n (.T«ul —_ 1)

Il (zv2 —1)
vom hochsten an gerechnet durch wirkliche Division bestimmt, und
dann die Newton’schen Formeln anwendet; indessen hiilt es nicht
schwer, durch Betrachtungen, welche ebenfalls auf der im §. 138
bewiesenen Haupteigenschaft der Zahlen g, und g, beruhen, fol-
gende Regel abzuleiten: es sei ¢ der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von k und P = Q R, und r die Anzahl der in R aufgehen-
den Primzahlen, so ist*)

Se = (—1y9(Q):
Nachdem diese Werthe S; gefunden sind, erhidlt man die Coeffi-
cienten der Functionen Y (z) und Z(z) durch die beiden aus den
Newton’schen Formeln abgeleiteten Recursionsgleichungen

o1 ‘—‘[Sk?lo + S+ 485 %-1]
2ky, =
Tl e e
O ks — + [(1&))?/0 + (’ﬁ_‘_l;__]_> Y+t (%) ?/k—l]

- [SI:ZO + Siaant-- -+ 8 Zlc—-—l]

wenn man noch beriicksichtigt, dass

. Yo = 2, By = 0
ist.

*) Allgemeiner lautet diese Regel so: ist m — m’P eine beliebige po-
silive ganze Zahl, P das Product aus allen von einander verschiedenen in
m aufgehenden Primzahlen, und Sk die Summe der kten Potenzen aller pri-
mitiven Wurzeln der Gleichung zm = 1, so ist S¢ = 0, so oft & nicht
durch m' theilbar ist; ist aber & = m/K, ferner @ der grosste gemein-
schaftliche Divisor von K und P = QR, und r die Anzahl der in R auf-
gehenden Primzahlen, so ist

Sk = (— 1) m' ¢ (@)
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Beispiel 1: P = 3; in diesem Falle miissen alle Coefficienten
berechnet werden; da

1
8 =—1, (T) —1
ist, so erhdlt man ’

2 = — Siyo = 2, 22 = (‘}‘;)% =2,
und folglich
Y) =2zx+1, Z(z)=1.
Beispicl 2: P = b; v == 2; da wieder
S =—1, (—-;;) =1
ist, so erhdlt man auch wieder
h = 1, 25 =
und folglich
Y(x)=2224+24+2, Zx) ==
Beispiel 3: P = 15 = 3.5; v = 4; hier ist

s—s—k ()=(@)=n ()=
und folglich erhilt man successive
h=—1, =1
und ,
Yo = —4, 2 =0;
also ist
Y(#) =2zt—a’— 42—z +2, Z(x)=2’—z.




