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VIII. Ueber die Pell’sche Gleichung.

§. 141.

Bedeutet D eine positive ganze Zahl, die aber kein vollstéin-
diges Quadrat ist, so ist in § 83 durch die Betrachtung der Pe-
rioden von reducirten quadratischen Formen, die zur Determinante
D gehoren, nachgewiesen, dass die Pell’sche oder Fermat'sche
Gleichung

t?—Du?=1

immer unendlich viele Losungen in ganzen positiven Zahlen ¢, u
besitzt, und es ist dort auch eine Methode gegeben, durch welche
alle diese Losungen gefunden werden konnen. Es hat durchaus
keine Schwierigkeit, den Zusammenhang zwischen allen diesen
Losungen zu finden, sobald nur erst der Hauptpunct bewiesen ist,
dass wirklich eine Losung existirt, in welcher % von Null verschie-
den ist (§. 85); Lagrange gebiihrt das Verdienst, durch Einfiihrung
neuer Principien in die Zahlentheorie diese Schwierigkeit zuerst
vollstéiindig iiberwunden zu haben, und diese Principien sind
spiater in hohem Grade verallgemeinert*). Wir wollen deshalb
hier noch einen Beweis der Losbarkeit der Pell'schen Gleichung

*) Vergl. drei Abhandlungen von Dirichlet in den Monatsherichten
der Berliner Akademie vom October 1841, April 1842, Marz 1846; ferner
die Comptes rendus der Pariser Akademie 1840, T.X, p.236 —288. — Vergl.
P. Bachmann: De unitatum complerarum theovia. 1864,
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mittheilen, welcher im Wesentlichen auf derselben Grundlage
beruht.

Das Fundament dieses Beweises beruht auf der Thatsache,
dass immer unendlich viele Paare von ganzen Zahlen z, y existiren,
fiir welche, abgesehen vom Vorzeichen,

2?—Dy*<142VD

ist; man iiberzeugt sich hiervon leicht, wenn man aus der Theorie
der Kettenbriiche den Satz entlehnt, dass jeder Naherungswerth
z: 9, den man durch Entwicklung einer Grosse @ in einen Ketten-
bruch erhéilt, um weniger als y—2 von @ verschieden ist; nimmt
man also @ = VD, so giebt es, da VD irrational ist, unendlich
viele solche Zahlenpaare z, y von der Beschaffenheit, dass, abge-
sehen vom Vorzeichen,

VD < ?/13, also —yVD :__—%

r _
Y

ist, wo 0 einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet;
hieraus folgt

z+yVD = —Z—+2yVD,
und durch Multiplication
21— Dyt = g-z+25v1) <14 2VD.

Um aber Nichts aus der Theorie der Kettenbriiche zu ent-
lehnen, wollen wir diesen Satz noch auf einem andern und zwar
ganz einfachen Wege beweisen. Es sei m irgend eine positive
ganze Zahl, so legen wir der Zahl y der Reihe nach die m 4 1
Werthe

0,1,2...(m—1), m

bei, und bestimmen fiir jeden dieser Werthe die zugehérige ganze
Zahl z durch die Bedingung

0=z—yVD < 1,

welche offenbar jedesmal durch eine, und nur durch eine ganze
Zabl z erfiillt wird. Theilen wir nun das Intervall von 0 bis 1
in m gleiche Intervalle, welche durch die Werthe
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m’ m’ m m om

begrenzt werden, so muss, da die Anzahl m 4 1 der Zahlenpaare
x,y grosser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei von
den Werthen z — y VD enthalten, die zwei verschiedenen Wer-
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe mit
2 —y'VD und 2" — y" VD, dann ist, abgesehen vom Vorzeichen,
ihr Unterschied .

~ (@ — " ___(yr__yn)v])_—_-x—-yv.D<%u

und-da ¢, ' ungleich, nicht ‘\ﬁegativ und =< m sind, so ist (abge-

sehen vom Vorzeichen) auch y = ¢’ —¢" =< m und von Null ver-

schieden; mithin wird 2 — 4 VD auch < y— und von Null verschie-

den, weil VD irrational ist. Hieraus folgt aber, wie oben, dass
22— Dy <14+2VD

und von Null verschieden wird.

Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaare z, y
existiren, ergiebt sich leicht; sind némlich schon ‘beliebig viele
solche Zahlenpaare z, y gefunden, so kann man immes die ganze
Zahl m so gross nehmen, dass s~ kleiner wird als der kleinste
der bisher gefundenen Werthe x —y V.D; fiir diese Zahl m erhiilt
man aber auf die angegebene Weise wieder ein Zahlenpaar a, y
von der Beschaffenheit, dass # — y VD < m—! und folglich auch
kleiner als alle friiher gefundenen Werthe x — y VD wird, woraus
folgt, dass dieses Zahlenpaar z, y von den friithern verschieden ist;
mithin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare unbegrenzt.

.

§. 142,

~

Mit Hiilfe dieses Resultates, dass immer unendlich viele Paare
von ganzen Zahlen z, y existiren, fiir welche der absolute Werth
von 22— Dy® < 1+ 2VD und von Null dgrschieden wird, lisst
sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung't? — Du? = 1 immer
in ganzen Zahlen ¢, u losbar ist, und zwar so, dass « von Null ver-
schieden ausfillt.
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Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche abgesehen vom Vor-
zeichen < 1 4 2 VD sind, endlich ist, so muss der Ausdruck
22 — Dy? fiir unendlich viele Zahlenpaare z,y einer und derselben
(von Null verschiedenen) Zahl % gleich werden; da ferner die An-
zahl der verschiedenen Paare von Resten «, f, welche zwei Zahlen
z, y (mod. k) lassen konnen, endlich, ndmlich — %2 ist, so leuchtet
ebenso ein, dass mindestens ein solches Restsystem o, 8 unendlich
oft auftreten muss, dass also unter den unendlich vielen Zahlen-
paaren z, ¥y, fir welche #? — Dy? = k wird, auch wieder un-
endlich viele Paare z, y sich finden miissen, in welchen 2z = «,
y = B (mod. k) ist, wo o, B zwei bestimmte Reste bedeuten. Sind
nun z’, 9 und z”, y" irgend zwei solche Zahlenpaare, d. h. ist
gleichzeitig

xlg__Dylﬂ — xng_Dyn? —k
und

!

2 =2" y =y" (mod k),

80 kann man
(@ —y VD) " +y" VD) =kt + VD)
setzen, wo £, u ganze Zahlen bedeuten, die offenbar der Gleichung
?—Du? =1

geniigen; und zwar diirfen wir annehmen, dass % von Null ver-
schieden ist; denn aus « = 0, { = + 1 ergiebt sich vermige der
obigen Gleichung 2’ — ' VD = + (¢ — y"VD); da aber unend-
lich viele solche Zahlenpaare 2/, y' und 2", 9" existiren, so konnen
wir auch immer zwei solche auswihlen, dass z”,4" verschieden von
+ 2/, + ¢/, und folglich % von Null verschieden ausfillt.

Hiermit ist also in der That bewiesen, dass immer eine Lo-
sung ¢, w der vorstehenden Pell’schen Gleichung existirt, in welcher
w von Null verschieden ist.

Hieraus lisst sich dann (wie in §. 85), ebenfalls ohne Hiilfe
der Theorie der reducirten Formen, zeigen, dass alle Aufldsungen
t, u sich aus der Gleichung

t+uVD =+ (T+ UVDy

ergeben, wo 7, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten,

die der Gleichung geniigen, und der Exponent » alle positiven und
Dirichlet, Zahlentheorie. 24 )
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negativen ganzen Zahlen durchliuft. Nur in der einen Beziehung
bleibt diese Theorie der Pell’'schen Gleichung unvollstindig, dass
aus ihr keine directe Methode fliesst, diese kleinste positive Auf-
16sung 7, U unmittelbar zu finden. Hierzu und ebenso zur Be-
urtheilung der Aequivalenz zweier Formen und also auch der Dar-
stellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt die Theorie der
reducirten Formen unentbehrlich.




