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begrenzt werden, so muss, da die Anzahl m 4 1 der Zahlenpaare
x,y grosser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei von
den Werthen z — y VD enthalten, die zwei verschiedenen Wer-
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe mit
2 —y'VD und 2" — y" VD, dann ist, abgesehen vom Vorzeichen,
ihr Unterschied .

~ (@ — " ___(yr__yn)v])_—_-x—-yv.D<%u

und-da ¢, ' ungleich, nicht ‘\ﬁegativ und =< m sind, so ist (abge-

sehen vom Vorzeichen) auch y = ¢’ —¢" =< m und von Null ver-

schieden; mithin wird 2 — 4 VD auch < y— und von Null verschie-

den, weil VD irrational ist. Hieraus folgt aber, wie oben, dass
22— Dy <14+2VD

und von Null verschieden wird.

Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaare z, y
existiren, ergiebt sich leicht; sind némlich schon ‘beliebig viele
solche Zahlenpaare z, y gefunden, so kann man immes die ganze
Zahl m so gross nehmen, dass s~ kleiner wird als der kleinste
der bisher gefundenen Werthe x —y V.D; fiir diese Zahl m erhiilt
man aber auf die angegebene Weise wieder ein Zahlenpaar a, y
von der Beschaffenheit, dass # — y VD < m—! und folglich auch
kleiner als alle friiher gefundenen Werthe x — y VD wird, woraus
folgt, dass dieses Zahlenpaar z, y von den friithern verschieden ist;
mithin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare unbegrenzt.

.

§. 142,

~

Mit Hiilfe dieses Resultates, dass immer unendlich viele Paare
von ganzen Zahlen z, y existiren, fiir welche der absolute Werth
von 22— Dy® < 1+ 2VD und von Null dgrschieden wird, lisst
sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung't? — Du? = 1 immer
in ganzen Zahlen ¢, u losbar ist, und zwar so, dass « von Null ver-
schieden ausfillt.
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Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche abgesehen vom Vor-
zeichen < 1 4 2 VD sind, endlich ist, so muss der Ausdruck
22 — Dy? fiir unendlich viele Zahlenpaare z,y einer und derselben
(von Null verschiedenen) Zahl % gleich werden; da ferner die An-
zahl der verschiedenen Paare von Resten «, f, welche zwei Zahlen
z, y (mod. k) lassen konnen, endlich, ndmlich — %2 ist, so leuchtet
ebenso ein, dass mindestens ein solches Restsystem o, 8 unendlich
oft auftreten muss, dass also unter den unendlich vielen Zahlen-
paaren z, ¥y, fir welche #? — Dy? = k wird, auch wieder un-
endlich viele Paare z, y sich finden miissen, in welchen 2z = «,
y = B (mod. k) ist, wo o, B zwei bestimmte Reste bedeuten. Sind
nun z’, 9 und z”, y" irgend zwei solche Zahlenpaare, d. h. ist
gleichzeitig

xlg__Dylﬂ — xng_Dyn? —k
und

!

2 =2" y =y" (mod k),

80 kann man
(@ —y VD) " +y" VD) =kt + VD)
setzen, wo £, u ganze Zahlen bedeuten, die offenbar der Gleichung
?—Du? =1

geniigen; und zwar diirfen wir annehmen, dass % von Null ver-
schieden ist; denn aus « = 0, { = + 1 ergiebt sich vermige der
obigen Gleichung 2’ — ' VD = + (¢ — y"VD); da aber unend-
lich viele solche Zahlenpaare 2/, y' und 2", 9" existiren, so konnen
wir auch immer zwei solche auswihlen, dass z”,4" verschieden von
+ 2/, + ¢/, und folglich % von Null verschieden ausfillt.

Hiermit ist also in der That bewiesen, dass immer eine Lo-
sung ¢, w der vorstehenden Pell’schen Gleichung existirt, in welcher
w von Null verschieden ist.

Hieraus lisst sich dann (wie in §. 85), ebenfalls ohne Hiilfe
der Theorie der reducirten Formen, zeigen, dass alle Aufldsungen
t, u sich aus der Gleichung

t+uVD =+ (T+ UVDy

ergeben, wo 7, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten,

die der Gleichung geniigen, und der Exponent » alle positiven und
Dirichlet, Zahlentheorie. 24 )



370 Supplement VIIL

negativen ganzen Zahlen durchliuft. Nur in der einen Beziehung
bleibt diese Theorie der Pell’'schen Gleichung unvollstindig, dass
aus ihr keine directe Methode fliesst, diese kleinste positive Auf-
16sung 7, U unmittelbar zu finden. Hierzu und ebenso zur Be-
urtheilung der Aequivalenz zweier Formen und also auch der Dar-
stellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt die Theorie der
reducirten Formen unentbehrlich.




