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IX. Ueber die Convergenz und Stetigkeit einiger
unendlichen Reihen.

8. 143.

Die von Abel*) herriihrende Methode der theilweisen Sum-
mation, welche in § 101 bei der Untersuchung der Convergenz
und Stetigkeit einer unendlichen Reihe angewendet ist, findet ge-
wissermassen ihre Erschopfung bei dem Beweise des folgenden all-
gemeinen Satzes, in welchem aus gewissen, von einander unab-
héingigen Voraussetzungen iiber zwei Grossenreihen

a1, Gg, O3 - . - (a)
b1, by, by .. (b)
Schliisse auf die aus ihnen zusammengesetzte Grossenreihe
(Iqbl,, agbg, agbg .
gezogen werden.

Wenn bei unbegrenzt wachsendem n der Modulus der Summe
An =0 +a2+" '+an
endlich bleibt, wenn ferner die aus den Moduln der Differenzen
b, — by, by —bs . . . gebildete Reihe B convergirt, und ausserdem b,
mit wachsendem n unendlich klein wird; so convergirt die Reihe
P=a1b + asby +ashs +- - -,

und ihr Werth dndert sich stetig mit den Grissen (b), voraus-
gesetzt, dass auch B sich stetig dndert.

*) Recherches sur la, série etc., (Euvres complétes. 1839, T. I p. 66;
Crelle’s Journal I. p. 311. ’
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372 Supplement IX.

Aus der Annahme, dass der Modulus von A4, stets kleiner als
eine angebbare Constante H bleibt, und dass die Reihe B einen
endlichen Werth besitzt, folgt zuniichst die unbedingte Convergenz
der Reihe

2 = Ay (by —bs) + A2 (by —b5) +- - -,

weil selbst die Moduln ihrer Glieder eine convergente Reihe bilden,
deren Summe < H®B ist. Bezeichnet man nun die Summen der
ersten » Glieder der Reihen P, Q resp. mit P,, @,, so ist P, —
Qn—1 + Anb,, und da b, mit wachsendem % unendlich klein wird,
so convergirt auch die Reihe P, und ihr Werth ist gleich dem der
Reihe

Es geniigt daher, den letzten Theil des Satzes fiir die Reihe Q
nachzuweisen, Setzt man nun O = @, + 9, und B = B, + B,,
wo B, die Summe der ersten % Glieder der Reihe B bedeutet, so
ist der Modul von Q, < H,; bezeichnet man ferner mit £, @
B' ... diejenigen Werthe von 2, @,, B ..., welche einem be-
stimmten System (b’) entsprechen, so wird, wenn die veréinderlichen
Grossen b, sich den Grossen b, unbegrenzt und zwar der Art an-
nihern, dass B sich dem Werthe ®' nihert, auch 8, sich dem
Grenzwerthe B}, nihern. Nun kann man, wie klein auch eine ge-
gebene positive Grosse 0 sein mag, immer » so gross wihlen, dass
H®B!, < § ist; mithin wird im Verlaufe der Anniherung auch
H3PB,, und folglich auch der Modul des Restes £, definitiv < 0
werden, wahrend der erste Bestandtheil @, sich seinem Grenz-
werthe @) ndhert; hieraus folgt, dass der Modul von Q — Q'
schliesslich unter 20 herabsinkt, dass also £ sich dem Grenz-
werthe £’ néhert, was zu beweisen war*).

Dem vorstehenden Beweise des obigen Satzes fiigen wir noch
folgende Bemerkungen hinzu. Die Convergenz der Reihe £ folgt
schon aus den beiden Annahmen, dass 4, endlich bleibt, und dass
die Reihe B convergirt; zufolge der letzteren muss &, mit wach-
sendem # sich einem hestimmten Grenzwerthe b niihern, weil
ja die aus den Differenzen b, — by, b, —b; . . . gebildete Reihe

(b —b2) +(be—by)+ - =b —D

*) Offenbar bleibt f = £ auch dann noch stetig, wenn die oben als
constant vorausgesetzten Grossen (a) sich zugleich der Art stetig &ndern,
dass das Maximum H der Moduln von 4. auch wihrend der Aenderung
endlich bleibt.
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ebenfalls convergiren muss; aber dieser Grenzwerth b kann sehr
wohl von Null verschieden sein, und es leuchtet ein, dass in diesem
Fall die Reihe P stets und nur dann convergirt, wenn A, mit
wachsendem # sich ebenfalls einem bestimmten Grenzwerthe 2
nihert, d. h. wenn die Reihe
A=mn+awtat:--

convergirt; und zwar ist dann P = Q + Ab. Durch diese Ver-
schirfung der Annahme iiber die Constanten (a) wird es also ge-
stattet, die Annahme b = 0 aufzugeben, wihrend die Annahme,
dass B einen endlichen Werth besitzt, bestehen bleibt*). Von be-
sonderer Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass jetzt die Reihe
P sich schon dann mit den Grossen (b) stetig dndert, wenn B im
Verlaufe der Aenderung endlich bleibt, wihrend £ mit B und b
auch unstetig werden kann. Setzt man ndmlich % = 4, 4+ %, so
wird a, = W,—1 — A, und

P=Uby — W b1 —by) — WUy (b —b3) — - - =5
ist nun 0 eine beliebig kleine positive gegebene Grisse, so kann man
v so gross wihlen, dass fiir alle**) Werthe n = v der Modul von
A, < & wird; wihrend daher die Summe der ersten » Glieder
rechter Hand sich stetig mit den Grossen (b) #ndert, bleibt der
Modul des Restes < 8% und kann folglich, da B endlich bleibt,
durch 9 so klein gemacht werden, wie man will; mithin #ndert sich
P stetig, was zu beweisen war.

*) Die Grossenreihen (b), denen endliche Werthe B entsprechen, besitzen
unter andern merkwiirdigen Eigenschaften die, dass aus je zwei solchen Sy-
stemen (b'), (b”) unendlich viele andere abgeleitet werden kénnen, deren.
allgemeines Glied ¢ 4 ¢'b, + ¢/ b ist, wo ¢, ¢, ¢" beliebige, von n un-
abhingige Grossen bedeuten.

**) Ist das System (a) ebenfalls verdnderlich, so ist die Voraussetzung,
dass 9 sich stetig mit den Grdssen (a) dndert, noch nicht hinreichend fiir’
die Stetigkeit von P, wovon man sich durch die genaue Priifung des folgenden
Beispiels iiberzeugen wird. Es sei y(x) eine stetige Function, welche sowohl
fiir unendlich kleine als auch fiir unendlich grosse Werthe 2 unendlich klein
wird, wie z. B. :(1 4 2?%); ist nun % = O eine veréinderliche Grosse, und
an = Y(nh) — (@ —1)h), ferner bn = 1—nh oder = 0, je nachdem
nh < 1 oder > 1 ist, so ndhert sich B, wenn A unendlich klein wird, nicht
dem Werthe Null, welcher 2 — 0 entspricht, sondern dem Werthe

1
Sy@ s,
0

obgleich U stetig = 0, und B zwar nicht stetig, aber doch endlich bleibt.
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Wir wollen die vorstehenden Principien auf die Dirichlet'schen
Reihen anwenden; unter dieser Benennung verstehen wir Reihen
von folgender Form*)

=84 %%,
[O=F+E+R+

WO ki, ks ks . . . positive Constanten von der Art bedeuten, dass
k. < kuyq ist, und dass %k, mit » iiber alle Grenzen wichst; die
Constanten aj, a,, ;... sind beliebige reelle oder complexe Grossen;
ebenso kann die Verdinderliche s beliebige reelle oder complexe
Werthe annehmen, doch wollen wir uns hier der Einfachheit halber
auf reelle Werthe s beschriinken. Behilt A, die friihere Bedeutung,
so ergiebt sich folgender Satz:

i

Bleibt A, endlich bei wachsendem n, so convergirt die Reihe
Sf(s) fiir alle -positiven Werthe s und ist nebst ihren sammtlichen
Derivirten stetig; convergirt die Reihe noch fiir s = 0, so ist sie
auch an dieser Stelle stetig.

Die Behauptungen iiber f(s) folgen unmittelbar aus der allge-
meinen Untersuchung, wenn man 4, — &, setzt, wodurch P in
die obige Reihe iibergeht; denn B ist =%, oder = 0, je nachdem
§>0 oder =0 ist. Um auch die Endlichkeit und Stetigkeit ihrer
Derivirten f’(s) darzuthun, setzen wir, wenn s einen festen posi-
tiven Werth, und ¢ eine sehr kleine positive oder negative Grosse

bedeutet, -
1 /1 1
=G )

NRICEIET)

so wird

Wihlt man nun » so gross, dass slog k, > 1, und & so klein, dass
5 log<1 + —8—) < slogk,
& s
ist, so ist b, = 8,41 = b,y . . ., weil die Derivirte der Function
1 (l _ 1 )
e \a*~ wote

*) Sie nehmen die Gestalt von Potenzenreihen an, wenn man 8 = — loga
setzt.




