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Unendliche Reihen. 375

fiir alle Werthe z = k, negativ ist; ausserdem ist b = 0, also
By—1 = b,. Wird nun ¢ unendlich klein, so nihert sich 4, dem
Grenzwerthe

log k&,
kn
und da &}, = b4y = b)4s . . ., ferner ' = 0, also B,_, = b, ist,
"so geht B,_, stetig in den Grenzwerth B)_,, und folglich auch B
stetig in den Werth %’ iiber. Mithin n#hert sich auch P dem

Grenzwerthe ', d. h. es ist

logk logk
_f;(s)zalsgl_'_%.gz_*_“"
ki k3
und da diese Reihe wieder von derselben Beschaffenheit ist, so

wird f'(s) auch eine stetige Function von s. Ganz dhnlich ldsst
sich der Beweis fiir die Derivirten hoherer Ordnung fithren.

b, =

bl

§ 144.

Der wahre Charakter des zuletzt bewiesenen Satzes besteht
darin, dass aus dem Verhalten einer Dirichlet’schen Reihe £ (s) fir
s = 0 ein Schluss auf ithr Verhalten fiir alle positiven Werthe s
gezogen wird (man kann ihn leicht so umformen, dass von dem
beliebigen Werthe s — ¢ auf alle Werthe s > ¢ geschlossen wird).
Unter diesem Gesichtspuncte erscheint von besonderm Interesse
eine Vergleichung dieses Satzes mit dem allgemeinen Princip des
§.118; beachtet man némlich, dass, wenn die dort mit ¢ bezeichnete
Grosse zwischen k, und k.44 > k, liegt, die entsprechende Grisse
T = n nichts Anderes ist, als die Summe der ersten n Glieder der
Reihe

1 1 1

A
fiir s = — 1, so erkennt man, dass dort aus dem Verhalten der
Reihe fiir s=-—1 ein Schluss auf ihr Verhalten fiir alle positiven

Werthe s, und namentlich auf ihr Verhalten an der Stelle s = 0
gezogen wird. Kine genauere, auf die Vereinigung und Verall-
gemeinerung beider Sitze hinzielende Untersuchung fithrt zu den
nachstehenden Resultaten, in welchen zur Abkiirzung
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S, =% 4 % 4. _"
T + i +--
gesetzt ist, wihrend A, seine frithere Bedeutung behilt.

1. Bleibt S,k fiir einen bestimmten negativen Werth s end-
lich bei wachsendem n, so gilt Dasselbe fiir jeden negativen Werth
s, und ebenso bleibt A,:logk, endlich.

2. Bleibt A,:logk, endlich bei wachsendem n, so convergm
die Reihe f (s) fiir jeden positiven Werth s.

3. Ndihern sich s 8,ky und s S,kny1 fiir einen bestimmten ne-
gativen Werth s bet wachsendem n einem gemeinschaftlichen Grens-
werthe — o, so gilt Dasselbe fiir jeden negativen Werth s, und
ebenso ndhern sich A, :logk, und A, :logk,4:1 dem gemeinschaft-
lichen Grenzwerthe + . '

4. Nihern sich A,:logk, und A,:10g k.41 bei wachsendem n
einem gemeinschaftlichen Grenzwerthe @, so nihert sich sf(s), wenn
s positiv unendlich klein wird, demselben Grenzwerthe .

Offenbar entspringt der Satz des vorigen Paragraphen aus 2.,
und der Satz des §.118 aus 3. und 4.; um die Beweise kurz zu fiih-
ren, bemerken wir, dass, wenn

ts
R, k" + + -+ i
gesetzt wird,

Sn - Rnlf;:—.a - Rl (k:“s r-‘) + + -Rn—l ( n—l 7-7..'_‘)
ist; zerlegt man die Summe rechter Hand in zwei Bestandtheile,
von denen der eine die ersten (m — 1) Glieder, der andere die
iibrigen (n — m) Glieder enthilt, und beriicksichtigt, dass man
allgemein

) ky ku ’
B — [ b=y
e /a:’”—"'ldx — h,/x~s~1dx Iy
* — [y
kyi1 kyt1

setzen kann, wo k, £ h, < Fk, 4, ist, so erhilt man
So— Bl =" M — 1) + N — E29))
wo M und N Mittelwerthe *) aus den Grossen R, hj resp. von

*) Unter einem Mittelwerthe aus complexen Grossen 2z ist jeder com-
plexe Werth ¢ von der Beschaffenheit zu verstehen, dass die reellen Be-
standtheile von ¢ und {7 resp. Mittelwerthe aus den reellen Bestandtheilen
der Grossen 2 und der Grossen z¢ sind.
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v=1Dbisv =m—1, und von » = m bis ¥ =— n—1 bedeuten.
Nimmt man nun, wie im driften Satze an, dass die Grossen
rR,¥%,, r R,K,y1, also auch die Grossen « R, h, mit wachsendem
v sich einem Grenzwerthe — @ n#hern, und lédsst man m mit #,
doch so langsam iiber alle Grenzen wachsen, dass k,, : k, unendlich
klein wird, so nahert sich # N dem Grenzwerthe — e, wihrend M
endlich bleibt, und folglich wird, wenn s negativ ist, s S,k sich
ebenfalls dem Grenzwerthe — e nihern. Ist aber s = 0, so folgt

A, — R, = V{Mlog(kl)"'mog(k >}

und wenn man s der Art mit # iiber alle Grenzen wachsen lisst,
dass logk, :logk, unendlich klein wird, so ergiebt sich, dass
A,:logk, sich dem Werthe 4 @ nihert. Die Behauptungen iiber
s S,kny1 und A, :logk, ., ergeben sich von selbst, weil aus der An-
nahme hervorgeht, dass, wenn o von Null verschieden ist, noth-
wendig %, :%,,, sich dem Werthe 1 néhert. Zugleich leuchtet ein,
dass der Beweis des ersten Satzes auf dieselbe Weise gefiihrt wer-
den kann, und zwar viel einfacher, weil es gar keiner Zerlegung
der obigen Summe in zwei Bestandtheile bedarf*).

Der Beweis des zweiten und vierten Satzes ldsst sich in #hn-
licher Weise fiihren; setzt man niimlich, wenn s einen positiven
Werth hat,

K, /slogxdx 1+ slogk,

x!-{-l sk.l ’
s0 ist
kni-l d
slograx —s —S
Ky — Ky = [ 22825 = logh (' — kaita);

nimmt man daher an, dass A4, :logk, endlich bleibt, so folgt hier-
aus leicht**), dass die unendliche Reihe

*) Die auf den ersten Blick auffallende Erscheinung, dass der obige Be-
weis auch fiir positive Werthe r gilt, hiingt mit dhnlichen Satzen iiber das
Verschwinden von f(s) — Sn fir positive Werthe s bei wachsendem % zu-
sammen.

*¥) Offenbar darf man, ohne die Allgemeinheit der Sitze zu beeintriach-
tigen, bei ihrem Beweise annehmen, dass schon %, > 1 ist.
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Al(k — kg )+Az(k2 — K3 ) + -

4,
lOgh (Kl Kg)+10gh2 —Ifa)‘l"’ *

convergirt, und dass ihre Summe mit f(s) iibereinstimmt, womit
der zweite Satz bewiesen ist. Bezeichnet man ferner mit M und
M' Mittelwerthe aus den Grossen A,:logh, resp. von n =1 bis
n = m— 1, und von # == m bis » == o, so kann man
f(s) = MK, — K,)+ MK,

setzen; nimmt man nun (wie im vierten Satze) an, dass die Grossen
A,:logk, und A4,:logk,,, sich einem gemeinschaftlichen Grenz-
werthe o ndhern, so gilt Dasselbe von A, :logh,; ldsst man daher,
wiahrend s positiv unendlich klein wird, gleichzeitig m iiber alle
Grenzen, doch so langsam wachsen, dass slogk, unendlich klein
wird, so ndhert sich M’ dem Grenzwerthe w, wihrend M endlich
bleibt, und da sK; und s K, sich dem gemeinschaftlichen Grenz-
werthe 1 néhern, so nihert sich sf(s) dem Grenzwerthe @, was zu
beweisen war.

Nachdem die obigen Sitze bewiesen sind, fithren wir einige
Beispiele an, hauptséchlich um zu zeigen, dass sie nicht ohne Wei-
teres umgekehrt werden diirfen.

Beispicl 1. Ist ¢ > 1, und s > 0, so ist

a act+b
f(s)="c;+cg,+—+g+ =T
fiir jeden negativen Werth s ist bei wachsendem »
. acc+b . a-+be
lim S;, " = T::%ﬁ , lim Spuyq Vs = —_}——_c—i"’

also schwankt S,%;, und nur, wenn b = « ist, wird

. s a
lim S, &, = T—o’
trotzdem ist, auch weun a und b ungleich sind,

A, A4, __a+bd
lim log k, — lim logk,s ~ 2loge’

und wirklich néhert sich sf(s) fir unendlich kleine positive Werthe
von s demselben Grenzwerth.
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Beispiel 2. Ist wieder ¢ > 1, und s > 0, so ist

12 4 e
=@t ea "=t =y
da Ay, = — n, Agay = + n ist, so schwankt A4,:logk,; dennoch

nihert sich sf£(s) dem bestimmten Grenzwerth Null, wenn s positiv
unendlich klein wird.

Beispiel 3. Von grosserem Interesse ist die folgende Reihe
f(S) = g} ce—¥ + c2e—s? + 3 e3¢ + ..y

wo ¢ wieder > 1 ist; da logk, = ¢, und

Ay=1+cteot . to="""],
so ergiebt sich bei wachsendem #
m A ¢ lim A, 1
logk,  ¢—1° logha,y1 =1

und es zeigt sich, dass sf(s) fiir unendlich kleine positive Werthe
von s sich keinem Grenzwerthe nihert, sondern hin- und her-
schwankt. Ist ndmlich  ein bestimmter positiver Werth, und lisst
man s = r¢—¢ dadurch unendlich klein werden, dass ¢ wachsend
alle positiven ganzen Zahlen durchliuft, so nahert sich sf(s) dem
bestimmten, aber von r abhéngigen Grenzwerth

Y(r) = S rcre ",
wo n alle ganzen Zahlen von — oo bis + o durchlaufen muss.

Offenbar ist v (r) eine periodische Function von logr, welche sich
in die Fourier’sche Reihe

2nmwe
logc 20 logc)
verwandeln ldsst, wo logz loge = — 2 m¢ logr ist, I1 das Euler-

sche Integral zweiter Art bedeutet, und » alle ganzen Zahlen von
— o bis + o durchlduft; sie convergirt fiir jeden complexen
Werth r, dessen reeller Bestandtheil positiv ist; sie ist zugleich der
Grenzwerth des Integrals
+oo .
/ro%**"' dw.sm(2n + D=z

sinmwx

fiir unendlich grosse Werthe der positiven ganzen Zahl n. Wird
s stetig positiv unendlich klein, so schwankt sf(s) um den mittlern
Werth 1:loge, welcher auch zwischen den Grenzwerthen von
A,:log k, und A4,:logk,.; liegt.



