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X. TUeber die Composition der bindren quadratischen
Formen.

§. 145,

Den Ausgangspunct fiir unsere Darstellung der von Gauss*)
gegriindeten Theorie der Composition bildet folgendes Lemma:
Ist
bb = D (mod. a), b'b' = D (mod. ), 1)
und haben die drei Zahlen a, al, b+ V' keinen gememschaftlzchen
Theiler, so existirt in Beaug auf den Modulus ad' eine und nur
eine Classe von Zahlen B, welche den drei Bedingungen
B =1b (mod. a), B=1V (mod. '), BB = D (mod. ada’) (2)
gendigen.
Dies leuchtet unmittelbar ein, falls @ und ¢’ relative Primzahlen
sind (§§ 25,37); unter der allgemeineren Voraussetzung aber, dass

a,a, b+ b keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, bestimme
man (nach §. 24) drei ganze Zahlen h, A'; b", welche die Bedingung

shatha +h"B+0)=1 3
befriedigen; dann werden alle durch die Congruenz
B = had' +Wa'b+ 1" (Y + D) (mod. aa’) 4)

bestimmten Zahlen B und nur diese den Forderungen (2) geniigen.
Da némlich

¥ D. A. art. 284 seqq. — Vergl. Lejeune Dirichlet: De formarum bz-
nariarum secunds yradus compositione. 1851.



Composition der Formen. 381

(B—0b) (B—b)=BB—(b+b)B+0bt

ist, so folgt zuniichst, dass die Forderungen (2) vollstéindig iiber-
einstimmen mit den folgenden

dB=db,aB=al, (b+0)B= b+ D (mod. ad'), (5)
welche, mit /,h,h" multiplicirt und addirt, die Congruenz (4) nach
sich ziehen. Dass umgekehrt jede durch die Congruenz (4) be-
stimmte Zahl B den Bedingungen (2) oder (5) geniigt, ergiebt sich
leicht, wenn man aus (3) und (4) der Reihe nach %', &, " eliminirt
und hierbei die Voraussetzungen (1) beriicksichtigt.

Wir bemerken schliesslich, dass die Zahlen a, ¢/, 2B keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben; denn ist 0 ein solcher, so folgt
aus (2) auch b = ¥ = B (mod. d), also b 4 ¥’ =2 B=0(mod.J);
mithin ist & gemeinschaftlicher Theiler von «, o/, b + V', und folg-
lich § = 1. :

§. 146.

Zwei biniire quadratische Formen (a, b, ¢), (a/, ¥', ¢/) von glei-
cher Determinante D sollen einig *) heissen, wenn die Zahlen a,d/,
b+ b keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Da unter dieser
Voraussetzung auch b = D (mod. a), b'Y’ = D (mod. a') ist, so
folgt aus dem vorhergehenden Lemma unmittelbar die Existenz
von unendlich vielen (nach §. 56 dquivalenten) Formen (aa’, B, C)
derselben Determinante D, deren mittlere Coefficienten B den Be-
dingungen B = b (mod.a), B = &’ (mod. a) geniigen; jede solche
Form (ad/, B, C) heisse zusammengesetzt**) (composita) aus (a,b,c)
und (o', ¥, ¢).

Wir bemerken zuniichst, dass (nach §.56) die Formen (a,b, ¢),
(@', ', ¢) resp. den Formen (a, B, o' 0), (a/, B, a(C) ﬁquivalent
sind; diese letzteren sind ebenfalls einig, weil die Zahlen a, o', 2B,
kemen gemeinschaftlichen Theiler haben (§. 145), ‘und aus ihnen
ist ebenfalls die Form (aa’, B, C) zusammengesetzt. Bedeuten
nun z, y, «', y' variabele Grossen, und setzt man .

*) Diese Benennung soll an die radices concordantes von Dirichlet
erinnern. )
**) Vergl. Gauss: D. A. artt. 285, 242, 243, 244,
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X =ad'— Cyy, Y= (az+By)y+ @2 +By)y, ()
g0 wird
(@z+ (B+VD)y) @ + (B+VD)y)=ad X+ B+VD) T; (2)
ersetzt man hierin VD durch — VD und multiplicirt die so ent-
stehende Gleichung mit der vorstehenden, so ergiebt sich nach

Wegwerfung des beiden Seiten gemeinschaftlichen Factors aa’ die
Gleichung

(ax24+2Bzxy+ o Cy?) (d'2'2+2Bz'y +aCy'?) 3)
=ad X?4+2BXY + CY?,
d. h. dieForm (ad', B, C) geht durch die bilineare Substitution (1)
wn das Product aus den beiden Formen (a, B, o’ C), (d/, B, a C)
wber.

Auf dem vorstehenden Resultate beruht zugleich der Beweis
des folgenden Fundamentalsatzes*):

Sind die beiden einigen Formen (a, b, ), (¢, b', ¢) resp. dqui-
valent den beiden einigen Formen (m, n, 1), (m', #', '), so ist auch
die aus den beiden ersteren zusammengesetzte Form (ad', B, C)
dquivalent der aus den beiden letzteren zusammengesetzten Form
(mm', N, L).

Aus den Voraussetzungen folgt zuniichst, dass die Formen
(a, B, a' C), (¢, B, a C) resp. den Formen (m, N, m' L), (m', N, mL)
dquivalent sind, und hieraus (nach §. 60. Anumerkung) die Existenz
von vier ganzen Zahlen z,y, 2/, y', welche den folgenden Be-
dingungen geniigen :

az?+2Bzy 4 ' Cy? =m, a'2’*+ 2B’y + aCy'? =m' (4)
az+ (B+N)y=0, (B—N)z+ o Cy = 0 (mod. m) (5)
a2+ (B+N)y =0, (B—N)z'+aCy = 0 (mod. m), (6)
und ebenso braucht man, um die Aequivalenz der beiden Formen
(ad, B, C), (mm', N, L) darzuthun, nur die Existenz von zwei
ganzen Zahlen X, Y nachzuweisen, welche die Forderungen

ad X?+2BXY 4 CY? = mm' (M
ad X+ (B4 N)Y = 0 (mod. mm') 8)
(B—N) X+ CY = 0 (mod. mm') ®

befriedigen. Es lisst sich nun leicht zeigen, dass die beiden (offen-
bar ganzen) Zahlen X, Y, welche nach (1) aus den vier ganzen

*) Gauss: D. A. art. 239. — Dirichlet a. a. O.
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Zahlen z, y, ', y' gebildet sind, in der That den vorstehenden Be-
dingungen geniigen. Zunichst folgt (7) unmittelbar aus (3) und
(4). Da ferner aus jeder Gleichung von der Form

t+uVD) ¢'+w VD)= ({"+4"VD) " +4"VD),
wo ¢, #,t u.s. w.ganze Zahlen bedeuten, die in Bezug auf die
Variabele ¢ identische Gleichung

ttus)(l' +ue)=>"+u"2) (" +u"2) + (uw —u'"u") (22— D),
und hieraus, da NN = D (mod. mm') ist, auch die Congruenz
t+uN)+u'N)={F"+4"N) " +u" N) (mod. mm')
hervorgeht, so folgt (8) unmittelbar aus (2) unter Beriicksichtigung
von (b) und (6). Dieselbe Gleichung (2) ldsst sich endlich durch

Multiplication mit B — VD, oder mit €, und durch Division mit «
oder mit ¢' auf die folgenden vier Formen bringen
(B—VD)x+d Cy) (@a'+(B+VD)y)=d U
(az+ (B+VD)y) (B—VD)2'+aCy) = alU
(B—VD)z+d Oy) (B—VD)2'+aCy) = (B—-VD)U

C(az+(B+VD)y) (2 + (B+VD)y) = (B+VD) T,

wo zur Abkiirzung
B—-—VD)X+CY=TU

gesetzt ist; ersetzt man iiberall VD durch N, so gehen nach dem
oben angefiihrten Princip diese Gleichungen wieder in Congruenzen
nach dem Modulus mm' iiber; bezeichnet man den aus U hervor-
gehenden Ausdruck, d. h. die linke Seite der zu beweisenden Con-
gruenz (9), mit ¥, so ergiebt sich unter Beriicksichtigung von (5)
und (6), dass die Producte o'V, a ¥V, (B—N)V, (B+ N) V, mit-
hin auch 2BV durch mm' theilbar sind; da aber die Factoren a,
@', 2 B keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so muss der an-
dere Factor ¥ fiir sich allein durch mm' theilbar sein, also die
Congruenz (9) wirklich Statt finden.

Mithin geniigen die beiden ganzen Zahlen X, Y den Bedin-
gungen (7), (8), (9), und hieraus folgt (nach §.60. Anmerkung) die

Aequivalenz der Formen (aw/, B, C), (mm’, N, L); was zu be-
weisen war. .
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§. 147.

Um den Charakter des eben bewiesenen Fundamentalsatzes
in das rechte Licht zu setzen, bemerken wir zunichst Folgendes:
Sind (a, b, ¢), (o), V', ¢) swei einige Formen, so sind ihre Theiler
6, 6 (§. 61) relative Primezahlen, und 66' ist der Theiler der aus
thnen zusammengesetzten Form (aa' B, C). Denn da die Formen
(a, b, ¢), (&, b', ¢) resp. den Formen (a, B, o 0), (@, B, a () iqui-
valent sind, so ist (nach §. 61) ¢ der grosste’ gemeinschaftliche Di-
visor von @, 2B, ¢’ C, und ¢ ist der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von o/, 2B, a C; da nun a, o/, 2 B keinen gemeinschaftlichen
Divisor haben, so muss die in @ und 2B atufgehende Zahl ¢ rela-
tive Primzahl zu o' (und also auch zu der in o' aufgehenden Zahl ¢")
sein; und da ¢ in o’ C aufgeht, so muss 6 auch in C aufgehen;
ebenso muss ¢’ relative Primzahl zu @ sein und folglich auch in C
aufgehen. Da ferner schon gezeigt ist, dass ¢ und ¢ relative Prim-
zahlen sind, und da beide sowohl in 2 B, als auch in C aufgehen,
so0 ist 60’ offenbar gemeinschaftlicher Divisor der drei Zahlen ad,
2B, C. Wollte man nun annehmen, 66’ wire nicht ihr grosster
gemeinschaftlicher Divisor, sondern sie liessen sich nach der Di-
vision mit 66’ noch durch eine Primzahl p theilen, so miisste p
wenigstens in einer der beiden Zahlen a:6 oder o':¢’ aufgehen;
gesetzt aber, p ginge in a:6 auf, so hitten die drei Zahlen
a, 2B, o' C den gemeinschaftlichen Divisor p¢, wihrend doch ¢
ihr grosster gemeinschaftlicher Divisor ist. Ebenso wenig kann p
in a': ¢ aufgehen, und folglich ist 66’ der grosste gemeinschaft-
liche Divisor der Zahlen aa', 2B, C, d. h. 60’ ist der Theiler der
Form (ad', B, C), was zu beweisen war.

Umgekehrt: hat man zwei Formenclassen K, K' von gleicher
Determinante D, deren Theiler 6, ¢' relative Primzahlen sind, so
kann man stets swei einige Formen (a, b, ¢), (o', b, ¢') resp.aus den
Classen-K, K' auswéhlen. Denn man kann (nach §. 93) den Re-
prisentanten (a, b, ¢) der Classe K zunéichst so wihlen, dass a re-
lative Primzahl zu ¢’ wird, worauf der Représentant (a’, ¥/, ¢’) der
Classe K' so gewihlt werden kann, dass o' relative Primzahl zu
a wird; dann sind aber (a, b, ¢), (o', ', ¢) gewiss zwei einige For-
men. Wie nun auch zwei einige Formen aus den Classen K, K’
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ausgewdhlt sein mogen, so wird zufolge des bewiesenen Funda-
mentalsatzes die aus ihnen zusammengesetzte Form stets einer und
derselben Formenclasse & von derselben Determinante D ange-
héren, deren Theiler nach dem Obigen = 6 ¢ ist. Wir werden
daher sagen, dass diese Classe & aus den beiden einigen Classen
K, K' zusammengesetzt ist, und werden dies durch die symbolische
Gleichung*)
= KK =KK

ausdriicken.

Sind ferner je zweider drei Classen K, K', K" einig, so lassen
sie sich successive zu einer Classe zusammensetzen, und zwar wird
diese resultirende Classe von der Anordnung der beiden successiven
Compositionen vollig unabhéingig sein **); d. h. symbolisch ausge-
gedriickt, es wird

(KKYK" =(KK")K' = (K'K")K
sein. Man kann némlich die Reprisentanten (a, b, ¢), (a', ¥, ¢'),
(a", b", c") der dreiClassen K, K'; K" (nach §.93) so wihlen, dass
a, &, a” relative Primzahlen sind; bestimmt man nun (na,ch §. 25)
B durch “die Congruenzen

B = b (mod. a), B =¥ (mod. a'), B = 4" (mod. a"),

so wird von selbst B B=D (mod.aa'a"), also D=BB —aa'a"C,
wo C eine ganze Zahl bedeutet. Dann enthilt

die Classe KX  die Form (e, B, a’a” C)

» » K’ » » (@, B, aad" 0)

» » KXK' 5 5, (aB,ad0)

» » KK , , (ad,B, a"0)

» » KK" , , (ad', B,d0)

» » KK', , (aa' B,aC)
und Jede der Classen (KK')K", (KK")K', (K'K")K enthilt
folglich dieselbe Form (aa'a”, B, C'); mithin sind diesé drei Classen
identisch. Diese.eine Classe kann daher einfach durch das Symbol

K K'K" hezeichnet werden, wobei die Stellung der drei Symbole
K, K', K" gleichgiiltig ist.

Wendet man nun dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §. 2, so
ergiebt sich, dass auch fiir jede grossere Anza.hl von -Classen

*) Gauss bezeichnet die aus K und K' zusammengesetzte Classe mit
‘K + K' (D. A. art. 249).

**) Gauss: D. A. artt. 240, 241.

Dirichlet, Zahlentheorie. 25
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K,K'... die durch ihre successive Composition entstehende
Classe véllig bestimmt, und von der Anordnung der Composition
ginzlich unabhiéingig ist. Erforderlich bleibt aber die Bedin-
gung, dass diese Classen K, K'... zu derselben Determinante
gehoren, und dass ihre Theiler 6, ¢’ . .. relative Primzahlen sind,
weil nur dann die Composition in der oben angegebenen ATt aus-
gefiihrt werden kann; fiir unsere Zwecke reicht aber dieser spe-
cielle Fall der allgemeineren Theorie der Composition vollig aus.

§. 148.

Wir betrachten zunichst einige besonders wichtige specielle
Fille der Classencomposition *).

1. Die Hauptform (1, 0, — D) ist offenbar einig mit jeder Form
(@, b, ¢) derselben Determinante, und die Composition beider For-
men giebt als Resultat dieselbe Form (a, b, ¢), also: Durch Com-
position irgend einer Classe K mit der Hauptclasse entsteht immer
die Classe K. Bezeichnet man daher die Hauptclasse durch das
Symbol 1, so ist immer 1 K — K, wo K eine beliebige Classe be-
deutet.

2. Ist (a,b,¢) eineurspriingliche Form der ersten Art, so ist sie
einig mit der Form (¢, b, a), und aus beiden ist die Form (ac, b, 1)
zusammengesetzt. Da nun (¢, b, @) mit (a, —b, ¢), und ebenso
(ac, b, 1) mit (I, — &, ac) und folglich auch mit der Hauptform
(1, 0, — D) &quivalent ist (§. 56), so'kann man dies Resultat kurz
80 aussprechen: Die Composition von 2wei entgegengesetzten wr-
spriinglichen Classen der ersten Art H, H' giebt stets die Houpt-
classe HH' = 1. o

Hieraus ziehen wir eine wichtige Folgerung, von welcher sehr
hiéufig Gebrauch gemacht wird: Bedeutet H eine urspriingliche
Classe erster Art, so folgt aus HK — HL auch stets K — L. Ist
némlich H' der Classe H entgégengesetzt, also HH' — 1, so folgt
aus HK — HL zunichst (HK)H = (HL)H', und hieraus
(HH'YK = (HH")L, also K = L.

*) Ga‘uss: D. A. artt. 248, 250.
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3. Ist K eine Classe vom Theiler 4, so kann man (nach §. 93)
ihren Reprisentanten (ad, b, ¢) so wihlen, dass @ relative Prim-
zahl zu 6 ist; dann ist diese Form offenbar zusammengesetzt aus
den beiden einigen Formen (a, 4, ¢6) und (6, b, ac), deren letztere
den Theiler ¢ hat und der einfachsten Classe dieses Theilers an-
gehort (§. 61), woraus von selbst folgt, dass die erstere Form eine
urspriingliche Form der ersten Art sein muss, was sich auch leicht
direct nachweisen liesse. Wir haben daher das Resultat: Ist S die
einfachste, und K irgend eine Classe vom Theiler 6, so giebt es
immer mindestens eine wrspriingliche Classe erster Art H von der
Beschaffenheit, dass SH = K ist.

Man iiberzeugt sich leicht mit Hiilfe von 2., dass der Satz 3.
auch dann noch gilt, wenn § und K irgend welche Classen dessel-
ben Theilers bedeuten; ebenso leuchtet ein, dass aus den einfachsten
Classen der Theiler o, ¢ stets die einfachste Classe des Theilers
66’ zusammengesetzt ist, natiirlich unter der Voraussetzung, dass
6 und ¢ relative Primzahlen sind. Wir verweilen aber nicht ldn-
ger bei diesen und anderen ebenso leicht zu beweisenden Sitzen,
weil sie fiir die nachfolgenden Untersuchungen véllig entbehr-
lich sind.

§. 149.

Durch Composition einer urspriinglichen Classe der ersten Art A
mit sich selbst, oder kiirzer, durch Duplication*) der Classe 4 ent-
steht eine Classe 4 A, welche man auch durch A? bezeichnen kann;
dhnlich ist die allgemeine* Bezeichnung A™ zu verstehen, wo m
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet. Durch Anwendung der-
selben Schliisse, wie in §. 28, findet man nun leicht, dass immer
ein kleinster positiver Exponent § existirt, welcher der Bedingung
A% = 1 geniigt; dann sind die Classen

i 1, 4, A2. .. 49,
welche die sogenannte Periode**) der Classe 4 bilden, von ein-
ander verschieden; aus A — A folgt r = s (mod. §), und um-
gekehrt; verallgemeinert man hiernach die Bezeichnung 4™, in-

*) Gauss: D. A. art. 249.
**) Gawuss: D. A. art. 306. II.

« 2R¥
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dem man sie auch auf negative Exponenten m (und auf m — 0)
ausdehnt, so ist z. B. 4~ = A9-! das Symbol fiir die Classe,
welche der Classe 4 entgegengesetzt ist (§. 148, 2.).

Eine solche Classenperiode bildet nur einen speciellen Fall
des folgenden neuen Begriffs, welcher von der hochsten Wichtig-
keit fiir die Gesetze der Composition ist: Ein System 9 von ur-
spriinglichen Classen der ersten Art soll eine Gruppe*) heissen,
wenn die Composition von je zwei Classen des Systems 2 immer

wieder eirie Classe desselben Systems liefert; die Anzahl a der
" in U enthaltenen verschiedenen Classen heisse der Grad dieser
Gruppe 2.

Aus dieser Erkldrung folgt sofort, dass, wenn die Classe 4 in
einer Gruppe U enthalten ist, auch die ganze Periode der Classe
A, also auch die entgegengesetzte Classe A—! und die Hauptclasse
sich in % vorfindet. Setzt man ferner jede in der Gruppe U ent-
haltene Classe A4,, 4, ... A, mit einer urspriinglichen Classe
erster Art B zusammen, so sind die entstehenden Classen 4, B,
Ay B... A, B von einander verschieden (§. 148,2.) und bilden einen
Complex, den wir kurz durch % B bezeichnen kénnen; zwei so ge-
bildete Complexe A B und B’ sind nun entweder vollstindig iden-
tisch (was wieder durch das Zeichen — angedeutet werden soll), oder
sie haben keine einzige gemeinschaftliche Classe; denn wenn sie eine
gemeinschaftliche Classe 4 B=A'B’ haben, wo 4 und 4’ in ¥ ent-
halten sind, so folgt B = A1 A'B'=A"B', wo A" = A1 4’ eine
ebenfalls in % enthaltene Classe bedeutet, und hieraus A B =YA"B'
= A B, weil offenbar der Complex A 4" mit U selbst identisch ist.

Stiitzt man sich auf diese fundamentale Eigenschaft einer
Gruppe und wendet dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §. 127,
so ergiebt sich unmittelbar folgender Satz: -

Sind alle a Classen einer Gruppe % zugleich in einer Gruppe
B vom Grade b enthalten, so ist a ein Divisor von b = ga, und
die Gruppe B besteht aus g Complexen von der Form 9 B; die
Gruppe U soll daher auch ein Divisor der Gruppe B, letztere ein
Multiplum der ersteren heissen.

*) Ich wihle absichtlich diese von Galois in die Algebra eingefiihrte
Benennung, weil seine Theorie und die obige, welche den sogenannten
Abelschen Gleichungen entspricht, gemeinschaftlich enthalten sind in der
allgemeineren Theorie der Composition, in welcher (K K') K" = K(K'K")
.ist,, und ausgerdem sowohl aus KXK' — KK", als auch aus K'K = K'K
stets K/ = K" folgt (vergl. §. 55). l , :
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Sind ferner % und B zwei beliebige Gruppen, so bildet das
System D aller in % und B gemeinschaftlich enthaltenen Classen
ebenfalls eine Gruppe, welche der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von U und B heissen mag; sind a, b, d die Grade dieser drei
Gruppen, so ist d ein gemeinschaftlicher Divisor von ¢ = e¢d und
b = Bd; besteht ferner die Gruppe B aus den # Complexen D B,
DB; ... DBy, so bilden, wie man leicht erkennt, auch die 4 Comn-
plexe AB, AB, ... ABg eine Gruppe M vom Grade m = af
= ba = ab:d, und zwar ist diese Gruppe I das kleinste gemein-
schaftliche Multiplum der beiden Gruppen % und B *).

Die am leichtesten zu iiberblickenden Gruppen sind die oben
erwihnten Perioden; jede solche Gruppe, deren Classen durch
wiederholte Composition aus einer einzigen Classe entstehen, wollen
wir eine reguldre Gruppe nemnen; jede drrreguldre Gruppe lasst
sich als das kleinste Multlplum von gewissen reguliren Gruppen
darstellen, von denen je zwei nur die Hauptclasse gemeinschaftlich
haben. Auf diese Darstellung und die damit zusammenhingenden
Sétze von Gauss**), deren Beweis leicht auf das Vorhergehende
gegriindet werden kann, wollen wir aber hier nicht mehr eingehen.

§. 150.

Eine der hauptséchlichsten Anwendungen, welche Gauss von
der Theorie der Composition gemacht hat, besteht in der Ver-
gleichung der Anzahl 2’ der Classen vom Theiler ¢ mit der An-
zahl h der urspriinglichen Classen erster Art***); offenbar ist dies
dieselbe Aufgabe, welche Dirichlet in der oben mltgethellten Art
(88. 97, 99, 100) geldst hat.

Bedeutet S die einfachste, und K irgend eine Classe vom
Theiler 6, so existirt (nach §. 148, 3.) mindestens eine urspriing-
liche Classe erster Art H, welche mit S componirt die Classe K

*) Dieser Satz verliert seine allgememe Gulhgkelt, wenn die Ordmmg
der zusammenzusetzenden Elemente einen Einfluss auf das Compositum hat.
+¥) D. A. artt. 805 — 307; ferner Démonstration de quelquies: théorémes
concernants les périodes des classes des formes binaires dw second degré
(Gauss Werke, Bd. IL. p. 266..1868). — Vergl. Schering: Die Fundamental-
Classen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen. Gottingen 1869.
oK) D, 4. artt. 263 — 256.
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hervorbringt; durch Composition von S mit allen A Classen H
miissen also jedenfalls alle Classen K vom Theiler ¢, jede min-
destens einmal erzeugt werden. Es seien nun R,, R, ... R, die
sammtlichen r von einander verschiedenen urspriinglichen Classen
erster Art, welche mit S componirt die Classe S selbst hervor-
bringen; da aus SR = S und SR' = S auch S (RR') = 8 folgt,
so bilden diese r Classen eine Gruppe R vom Grade r; und da das
System aller A urspriinglichen Classen erster Art ebenfalls eine
Gruppe § bildet, welche ein Multiplum der Gruppe R ist (§. 149),
so ist b = rk, und"die Gruppe § zerfillt in k Complexe von der
Form R H; alle » Classen eines solchen Complexes RH geben,
mit S componirt, eine und dieselbe Classe SH vom Theiler 6; und
umgekehrt, wenn SH' = SH ist, so folgt SH'H—! = S, also ist
H H-'= R in R, mithin H' = RH in dem Complex R H ent-
halten. Die Anzahl A’ der verschiedenen Classen vom Theiler 6
ist daher = k, und wir sind also zu folgendem Resultate gelangt:

Die Anzahl h der wurspriinglichen Classen der ersten Art ist
rmal so gross als die Anzahl k' der Classen vom Theiler 6, wo r
die Anzahl derjenigen urspriinglichen Classen der ersten Art be-
deutet, welche mit der einfachsten Classe vom Theiler 6 zusanamen-
gesetzt diese letztere wieder erzeugen.

Dies Resultat behilt offenbar seine Giiltigkeit fiir eine negative
Determinante, auch wenn nicht alle, sondern nur die sogenannten
positiven Classen gezidhlt werden (§. 64).

Es kommt jetzt offenbar nur noch darauf an, die Anzahl
r zu bestimmen, und zu diesem Zwecke stellt Gauss folgenden scho-
nen Satz auf:

Die r urspriinglichen Classen der ersten Art, welche mit der ein-
Sachsten Classe vom Theiler 6 zusammengesetzt diese letatere wieder
ergeugen, sind identisch mit denjenigen Classen, durch deren For-
men das Quadrat des Theilers o eigentlich oder uneigentlich dar-
gestellt werden kann.

Um denselben zu beweisen, bemerken wir zunichst, dass man
als Reprisentanten einer jeden urspriinglichen ClasseH der ersten
Art stets eine Form (a, B, C6) annehmen kann, in welcher a re-
lative Primzahl zu ¢ ist, 2 B und C aber durch ¢ theilbar sind; hat
man némlich (nach §. 93) als Représentanten zunéichst eine Form
(a, b, ¢) gewihlt, in welcher a relative Primzahl zu ¢ ist, und com-
ponirt man dieselbe mit einer Form (¢, &', ¢) aus der einfachsten
Classe S vom Theiler ¢, so erhilt man (§§. 146, 147) eine Form
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(a6, B, C) vom Theiler ¢, und zwar so, dass die Formen (a, b, ¢),
(0, ¥, ¢) resp. den Formen (a, B, Cd), (6, B, a C) dquivalent sind;
es kann daher (@, B, C 0) statt (a, b, ¢) als Repriisentant der Classe
H gewihlt werden.

Ist nun SH = 8, also H eine der  Classen aus der Gruppe
R, so ist (a6, B, C) dquivalent mit (¢, B, aC), und folglich exi-
stiren zwei ganze Zahlen z, y, welche der Bedingung

a6x?+2Bxy+ Cyt =20
geniigen; hieraus folgt aber
a(6z)2+2B(6x)y + Cay? = 03,

d. h. 62 wird durch die Form (a, B, Co6) der Classe H dargestellt,
wenn den Variabeln die Werthe 62, y beigelegt werden.

Umgekehrt, ist 62 durch die Formen der Classe H, also auch
durch die Form (a, B, C6) darstellbar, so existiren zwei ganze
Zahlen z, y, welche der Bedingung

az'? 4 2B2y + Cay? = a?

geniigen. Zuniichst ergiebt sich hieraus, dass 2’ durch ¢ theilbar
sein muss; denn da C und 2B, also auch 2 By = ¢ durch ¢
theilbar ist, so folgt aa’? + fox’' = 0 (mod. 62); ist nun 0 der
grosste gemeinschaftliche Divisor von z#' = dx und 6 = d¢, wo
also z und ¢ relative Primzahlen bedeuten, so ergiebt sich az? 4 fox
= 0 (mod. @?), also muss ax?, folglich auch @ durch ¢ theilbar
sein; da'aber a relative Primzahl zu 6 = dp, also auch zu ¢ ist,
s0 muss g = 1, d = 6, also ' = 6z sein. Nachdem dies be-
wiesen ist, ergiebt sich

/ adx? + 2Bzy + Cy? = ¢d;

da ferner 2 B und C durch ¢ theilbar sind, so folgt, dass x und y
relative Primzahlen sind; mithin ist ¢ eigentlich darstellbar durch
- die Form (a0, B, C) vom Theiler g, welche folglich (§.60) einerForm
dquivalent sein muss, deren erster Coefficient = ¢ ist, und die
also der einfachsten Classe S vom Theiler ¢ angehort. Da nun
(a0, B, C) auch der Classe SH angehért, so ist SH=S,d h.
H ist eine Classe aus der Gruppe R, was zu beweisen war.

Durch den hiermit bewiesenen obigen Satz sind wir nun in
den Stand gesetzt, den Grad r der Gruppe R genau zu bestimmen,
Ist R eine Classe aus dieser Gruppe, und wird ¢? durch jhre, For-
men so dargestellt, dass die beiden darstellenden Zahlen (z,y) den
- grossten gemeinschaftlichen Theiler 8 haben, so geht 82 in ¢?, folg-
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lich 0 in ¢ = d¢ auf; mithin ist (nach §. 60) ¢? eigentlich dar-
stellbar durch die Formen der Classe R, und folglich kann man
(nach §. 60) als Reprisentanten von R eine Form wihlen, deren
erster Coefficient — g2 ist. Da umgekehrt durch jede solche Form
auch 62 dargestellt wird, wenn den Variabelen die Werthe x = 9,
y=0 ertheilt werden, so gehort sie, wenn sie zugleich urspriinglich
von der ersten Art ist, einer Classe R aus der Gruppe R an. Wir
haben mithin folgenden Satz erhalten:

Der Grad r der Gruppe R ist gleich der Anzahl aller wicht
dquivalenten wrspriinglichen Formen der ersten Art, deren erster
Coefficient ein quadratischer Divisor o vom Quadrate des Theilers
G ist.

Wir bemerken schliesslich, dass fiir jeden solchen quadrati-
schen Divisor g2 (zufolge §. 56) nur alle diejenigen Formen zu
untersuchen sind, deren mittlere Coefficienten ein vollstindiges
Restsystem nach dem Modulus o2 bilden.

§.-151.

Nachdem im Vorhergehenden der Weg allgemein vorgezeichnet
ist, auf welchem man zur Bestimmung des Verhiltnisses der Classen-
anzahlen k-und ' gelangt, schreiten wir zur Betrachtung der spe-
ciellen Fille, in welchen ¢ eine Primzahl ist, weil aus ihnen das
allgemeine Resultat abgeleitet werden kann.

I. Ist die Determinante D =1 — 4% = 1 (mod. 4), und
6 =2, 80 handelt es sich um die Vergleichung der Classenanzahlen
der urspriinglichen Formen der ersten und zweiten Art. Bezeichnet
man dieselben wieder mit k und %', so ist h = &/, wo r die An- |
zahl der nicht dquivalenten urspriinglichen Formen erster Art be-
deutet, deren erster Coefficient = 1 oder = 4 ist. Da.im zweiten
Fall der mittlere Coefficient ungerade sein muss, so sind nur die
drei Formen :

(1’ 07 "'—D)a (41 il’ "’)
in Betracht zu ziehen.
Ist D = 1 (mod. 8), also n gerade, so ist nur die erste dieser
Formen urspriinglich von der ersten Art, folglich » — 1, und
="
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Ist aber D = 5 (mod. 8), also n ungerade, so sind alle drei
Formen urspriinglich von der ersten Art, und es braucht nur noch
untersucht zu werden, ob sie verschiedenen Classen angehdren oder
nicht. Zunichst ldsst sich beweisen, dass sie entweder zu einer und
derselben, oder zu drei verschiedenen Classen gehoren. Gauss zeigt
dies durch die Composition der ihnen entsprechenden Classen 1, P, @;
da die Classen P, ¢ entgegengesetzt sind, so ist PQ = 1, und
ferner ldsst sich leicht zeigen, dass PP — ¢ und @ @ = P ist
(denn aus den beiden einigen, in P enthaltenen Formen (4, 1, n),
(n, —1, 4) ist die Form (4%, 2n — 1, ) zusammengesetzt, und da
diese mit (m, 1 —2n, 4n), (n, 1, 4), (4, — 1, n) dquivalent ist, so
folgt PP — @); nimmt man nun an, dass zwei der drei Classen
1, P, ¢ identisch sind, so ergiebt sich hieraus sofort, dass auch die
dritte mit ihnen iibereinstimmt. Dasselbe ldsst sich auch durch
die folgenden Siitze erweisen.

Sind irgend zwei der drei Formen (1,0, — D), (4, *1, n)
dquivalent, so ist die Gleichung t*— Du? = 4 durch ungerade
Zahlen t, u losbar.

Ist némlich die erste Form mit einer der beiden anderen &qui-
valent, so ist (nach §. 60) der erste Coefficient 4 dieser letztern
eigentlich darstellbar durch die Form (1, 0, — D), also giebt es
zwei relative Primzahlen ¢, , welche der Gleichung #2 — Du? — 4
geniigen, woraus folgt, dass.?, », da sie nicht beide gerade sein
konnen, nothwendig beide ungerade sein miissen. Sind ferner die
beiden letzten Formen iquivalent, so giebt es (nach §. 60. Anm.)
zwei ganze Zahlen z, y, welche den Bedingungen

4224 2zy 4+ ny? =4, —2z+ ny = 0 (mod. 4)

geniigen; da » ungerade ist, so muss y gerade sein = 2u; setzt
man dann 22 + u = ¢, so0 gehen diese Bedingungen in die folgen-
den iiber

——Du?.—-_—4, t= --u(mod. 4);
da aus der letztern {2 = u? (mod. 8) folgt, und ausserdem —.D
= 3 (mod.8) ist, so folgt aus der erstern 4u? = 4 (mod.8), mithin.
ist u, also auch ¢ ungerade, was zu beweisen war.
Ist die Gleichung t: — Du? — 4 durch ungerade Zahlen t, w
losbar, so sind alle drei Formen (1, 0, — D), (4, &1, n) dquivalent.
Denn wenn man ¢ mit beliebigem Vorzeichen, dann aber w=—¢

(mod. 4) wihlt, so geht die Form (1, 0, — D) durch dle Substi-
tutionen



394 Supplement X.

t+ Du
t, £
+u, ttu

in die beiden Formen (4, 41, ») iiber. — Durch Verbindung der
beiden vorstehenden Sitze ergiebt sich:

Die drei obigen Formen sind dquivalent oder gehiren drei ver-
schiedenen Classen an, je nachdem die Gleichung t?— Du? = 4
durch ungerade Zahlen t, u lisbar ist oder nicht; im ersten Fualle
ist h =}/, im zweiten h — 3 I.

Ist nun D positiv, so tritt der erste Fall ein oder der zweite,
je nachdem die kleinste Losung ¢ = 1", w = U’ aus ungeraden
oder geraden Zahlen besteht. Ist D negativ, so besitzt die Glei-
chung im Allgemeinen nur die beiden Auflosungen t=+2, u=0,
und mithin ist » = 34’; die einzige Ausnahme hiervon bildet die
Determinante D =— — 3, weil die Gleichung ausser den beiden
Losungen £2 = 4, w = 0 noch die vier Losungen {2 = u? = 1 be-
sitzt, und folglich ist in diesem Falle wieder h = &/

Diese Resultate stimmen vollkommen mit denjenigen iiberein,
welche wir frither (§§. 97,"99) mit Hiilfe ganz anderer Principien
abgeleitet haben.

II. Ist D = I 62, so leuchtet ein, dass k' zugleich die An-
zahl der urspriinglichen Classen erster Art von der Determinante
D' ist. Unter der Voraussetzung, dass ¢ eine Primzahl ist, haben
wir, um das Verhiltniss » = h: ' zu bestimmen, nur die ! Formen

(1,0, —D) und (¢% B, BB—D') 1)

zu betrachten, wo B ein vollstindiges Restsystem (mod. 6) durch-
laufen muss, mit Ausnahme derjenigen Werthe, fiir welche
BB = D' (mod. 6) wird, weil diesen keine urspriinglichen For-
men entsprechen; die Anzahl der zu betrachtenden urspriinglichen
Formen ist daher

1=2 oder 6 — (—1;—> @)

je nachdem ¢ = 2 oder eine ungerade Primzahl ist. Zur Bestim-
mung der Anzahl » der verschiedenen Classen, welchen diese I
Formen angehéren, gelangen wir durch die folgenden Sitze.
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Die beiden Formen (1,0, — D), (62 g6, Bf—D') sind stets
und nur dann dquivalent, wenn es swei ganze Zahlen ¥, w giebt,
welche den Bedingungen

Y —Duww =1, t+pu =0 (mod. 6) (3)
geniigen; zwei Formen (6% bo, bb— D), (62 b6, b — D) sind
stets und nur dann dquivalent, wenn es zwei gamze Zahlen ¢, v
giebt, welche den Bedingungen

P — D' =1, (b—0b)t + @Y — D)uw = 0 (mod. 6) (4)
gentigen.

Die Aequivalenz der Formen (1, 0, — D), (d? fo, Bs—D")
ist (nach §. 60 Anmerkung) gleichbedeutend mit der Annahme der
Existenz zweier ganzen Zahlen z, y, welche die Bedingungen

z? — D' 62y? = 6?,
z+ poy =0, —fez— D 62y = 0 (mod. 6?)

erfiillen; da nun aus der ersten folgt, dass # durch ¢ theilbar ist,
und da sie durch die Substitutionen z = 6¢#', y = ' in die Be-
dingungen (3) iibergehen, aus welchen sie umgekehrt folgen, so ist
der erste Theil des Satzes erwiesen. Ebenso fillt die Annahme
der Aequivalenz der Formen (62, b6, bb — D), (0% 'd, b'd' — D)
zusammen mit der Annahme der Existenz zweier ganzen Zahlen
z, y, welche die Bedingungen

6222 + 2boy + (bb— D)y? = o,
62z 4 (b+b)oy =0, (b—"b)dz+ (bb— D')y = 0 (mod. ¢6?)

befriedigen ; da nun der Voraussetzung nach b — I’ nicht durch
6 theilbar ist, so muss y2? und folglich auch y durch die Primzahl
6 theilbar sein; da ferner die vorstehenden Bedingungen durch die
Substitution y = 6w, x = t'—bu’ in die Bedingungen (4) iiber-
gehen, aus denen sie auch riickwirts folgen, so ist auch der zweite
Theil des obigen Satzes bewiesen.

Bedeutet A die Anzahl derjenigen Formen (1), welche der
Hauptclasse angehiren, so ist | = rA.

Gehort die Form (62, o, p2— D') der Hauptclasse an, so exi-
stirt eine Losung (', w') der Gleichung

' —D'uw'u =1 (5)

welche der Congruenz ¢ + fu' = 0 (mod. 6) geniigt, und folglich
kann «’ nicht durch ¢ theilbar sein. Ist umgekehrt (¢, «') eine
Losung der Gleichung (5), und «' nicht theilbar durch 6, so existirt
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stets eine und nur eine Zahlclasse f (mod. 6), welche der Con-
gruenz ¢’ + fu' = 0 (mod. ) geniigt, und ihr entspricht eine zur
Hauptclasse gehorige Form (62, 8¢, 2— D). Um also alle diese
Formen zu erhalten, muss man alle Losungen (', «/) der Gleichung
(5) aufstellen, in welchen #' nicht durch ¢ theilbar ist, und jedes-
mal die entsprechende Zahlclasse f (mod. 6) durch die Congruenz
t' + Buw'=0 (mod. o) bestimmen. Da ausserdem die Form (1,0, —D)
zur Hauptclasse gehort, und 4 die Anzahl aller zur Hauptclasse
gehorenden Formen (1) bedeutet, so ist also A — 1 die Anzahl der
sammtlichen incongruenten Zahlclassen B (mod. 6), welche aus
Lésungen (#, w) der Gleichung (5) vermdge der Congruenz
t' + Bu' = 0 (mod. 6) erzeugt werden konnen.

Sind hierdurch schon alle Formen (1) erschipft, so ist { = 4
und r = 1, also der Satz richtig. Giebt es aber eine nicht zur
Hauptclasse gehorende urspriingliche Form (02, 8’6, 'd’ — D), d.h.
giebt es eine von den A—1 Zahlclassen B (mod. 6) verschiedene
Zahlclasse & von der Beschaffenheit, dass &' &' — D’ nicht durch ¢
theilbar ist, so wollen wir zeigen, dass unter den ! Formen (1) sich
genau (A — 1) Formen (62, b6, bb — DY) finden, welche alle mit der
Form (a2, b6, b’6' — D") dquivalent und von ihr versehieden sind.
Ist ndmlich (02, b6, bb — D') eine solche Form, also b — %’ nicht
durch ¢ theilbar, so giebt es, wie oben gezeigt ist, eine Lisung
(¢, w') der Gleichung (5), welche der Congruenz

T G—=0)t+ BY — D)u = 0 (mod. ) (4)
geniigt, aus welcher zugleich folgt, dass «’' nicht durch ¢ theilbar
ist. Umgekehrt, ist (#',4’) eine Losung der Gleichung (), in welcher
o’ nicht durch ¢ theilbar ist, und ¢’ 4+ go' = 0 (mod @), 80 existirt,

weil ' — B nicht durch ¢ theilbar ist, immer eine und nur eine
Zahlclasse & (mod. 6), welche die Congruenz

®—B) b= D —"b'f (mod. 0) (6)
befrledxgt, und zwar kann b nicht = %' (mod. 6) sein, weil hieraus
b'b' = D' (mod. 6) folgen wiirde; multiplicirt man nun (6) mit «/,
so ergiebt sich (4), und folglich ist wirklich (¢?, b6, bb — D) dqui-
valent mit der Form (¢?, 4’0, b'6'’— D') und zugleich verschieden
von ihr, weil & — &’ nicht durch o theilbar ist. Um also alle mit
der Form (¢?, b’ 6, 'd’' — D) quivalenten und von ihr verschiede-
nen Formen (6% b6, bb — D’) zu erhalten, braucht man nur die
simmtlichen (4 —1) Congruenzen (6) aufzustellen welche den

_(A—1) incongruenten’ Zahlclassen f§ (mod. 6) entsprechen, und fiir
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jede die entsprechende Zahlclasse & zu bestimmen. Auf diese Weise
entstehen aber wirklich auch (4 —1) verschiedene Zahlclassen
b (mod.6); denn wollte manannehmen, es kénnte zwei verschiedenen
Zahlclassen B, ' (mod. 6) eine und dieselbe Zahlclasse & (mod. a)
entsprechen, so wire

@ —pb=D—¥p, O —p)b=D—bp (mod o);

hieraus wiirde aber durch Subtraction (8’ — ) (b — ¥') =0 (mod. 6)
folgen, was unmoglich ist, da weder g'—pB noch b — ' durch o
theilbar ist. Mithin giebt es wirklich genau 4 — 1 verschiedene
Formen (62, b6, bb — D), welche mit der Form (a?, b's, 8'%’' — D")
dquivalent und zugleich von ihr verschieden sind. Von den
I Formen (1) gehoren daher immer je 4, und nicht mehr, zu einer
und derselben Classe, folglich ist I = rA4, was zu beweisen war.

Ist die Determinante D = D' 62 negativ, so ist h im Allgemeinen
= I, und nur damn =} 1A', wenn D' = — 1.

Denn die Gleichung (5) besitzt nur im letztern Falle Lisungen
(# = 0, = % 1), in welchen ' nicht durch & theilbar ist; da
denselben nur die eine Zahlclasse § = 0 (mod. 6) entspricht, so
ist 4 == 2, also r = }I; in allen anderen Fillen ist 4 = 1, also
r=1

Ist die Determinante D —=1D' 62 positiv, soist hlog(T+ UV D)
=1.Wlog(T'4+ U VD), wo (1, U), (I", U") resp. die kleinsten
positiven Auflésungen der Gleichungen T? — D U?=1, T'*— D' U"?
= 1 bedeuten.

Um dies zu beweisen, schicken wir eine Bemerkung iiber die
Losungen der Gleichung (5) voraus. Wenn zwei solche Losungen
(', w), (", v") der Bedingung
. tuw’ —u't" = 0 (mod. d) )
geniigen, so kann man, wenn VD' und VD = 6 VD' immer positiv
genommen werden, '

'+ VD = ({"+ " VD) t+uVD), 8)
setzen, wo die ganzen Zahlen ¢, v eine Losung der Gleichung
t?— Dut =1 €)]

bilden. Umgekehrt, sind (¢”, w”), (t, w) resp. Losungen der Glei-
chungen (5), (9), so liefert die Gleichung (8) stets eine Losung (', ')
der Gleichung (5), welche zugleich der Bedingung (7) geniigt. Je
zwei solche Losungen (¥, «'), (¢, ") der Gleichung (5) wollen
wir #quivalent nennen; dann leuchtet sofort ein, dass zwei Lo~
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sungen, welche einer dritten dquivalent sind, auch einander dqui-
valent sein miissen. Man kann daher die simmtlichen Losungen
der Gleichung (5) in Classen eintheilen, deren jede alle und nur
solche Losungen enthélt, die unter einander dquivalent sind. Da
nun die Gleichung (8) lehrt, aus einer gegebenen Losung (¢, u")
alle ihr dquivalenten Losungen (#', «') zu finden, und da ¢t 4« VD
= + (I'+ UVD)» ist, wo das Vorzeichen nach Belieben, und fiir
n jede ganze Zahl gewihlt werden darf (§. 85), so leuchtet ein
(vergl. §. 87), dass aus jeder Classe von Losungen ein und nur ein
Reprasentant (¢, «') so gewihlt werden kann, dass

1=t +4VD < T+ UVD

wird; da ferner (I, Ud) ebenfalls eine Losung der Gleichung (5),
und folglich (§. 85)
T+ UVD = (I"+ U'VDW

ist, wo A’ eine bestimmte positive ganze Zahl bedeutet, so leuchtet
ein, dass die ersten Factoren ¢ + «' VD' der obigen Reprisentanten
(', «) von der Form (I"+ U’ VD')¥ sind, wo »' die A’ Werthe
0,1,2...(A—1) durchlaufen muss, dass also die Anzahl der
Classen = ' ist.

Die erste von diesen Classen enthilt also die Losungen (¢, ')
und nur solche, deren zweite Elemente «' durch ¢ theilbar sind.
Jede Losung (¥, ') aus einer der iibrigen A’ —1 Classen liefert
aber durch die Congruenz # 4 ' = 0 (mod. 6) eine zugehorige
Zahlclasse f (mod. 6), und da unmittelbar einleuchtet, dass zwei
solche Losungen stets und nur dann zu derselben Zahlclasse
B (mod. 6) fiihren, wenn sie derselben Classe von Losungen ange-
horen, so muss die Anzahl 2 —1 der Zahlclassen g mit der Anzahl
4'—1 dieser Classen von Losungen iibereinstimmen; also ist A =24/,
was zu beweisen war.

Offenbar ldsst sich aus dem hier behandelten speciellen
Fall ohne Schwierigkeit das in §. 100 erhaltene Resultat fiir den
allgemeinen Fall ableiten, in welchem 6 eine beliebige zusammen-
gesetzte Zahl ist.
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§. 152,

Wir beschréinken uns nun im Folgenden auf die Composition
von urspriinglichen Classen erster Art, und behalten ausserdem,
wenn die Determinante D negativ ist, nur die positiven Classen bei,
deren Zusammensetzung offenbar immer wieder zu positiven Classen
fiithrt. Diese h Classen, welche eine Gruppe § bilden, zerfallen
(§. 122) je nach dem Ausfall der 4 Charaktere C, welche dieser
Determinante D entsprechen, in Geschlechter, und es ist mit Hiilfe
des Reciprocititssatzes gezeigt (§. 123), dass hichstens der Hilfte
aller angebbaren Totalcharaktere wirklich existirende Classen ent-
sprechen. Gauss*) leitet nun diesen letzteren Satz aus der Theorie
~ der Composition ab, und er benutzt ihn, um darauf einen neuen,
den zweiten Beweis des Reciprocititssatzes zu griinden. Da diese .
tiefsinnigen Principien sich auf die Beweise von hdheren Recipro-
cititsgesetzen iibertragen lassen**), so theilen wir dieselben in die-
sem und den folgenden Paragraphen mit.

Sind &, & die Werthe eines Charakters C resp. fiir die Classen
H, H', s0 ist C = &¢ fir die Classe HH'.

Man kann als Reprisentanten der Classen H, H' immer zwei
einige Formen nehmen, deren erste Coefficienten a, a' relative
Primzahlen zu 2D sind; da die aus ihnen zusammengesetzte, also
der Classe HH' angehorende Form den ersten Coefficienten aa’
hat, welcher ebenfalls relative Primzahl zu 2 D ist, so ergiebt sich
der zu beweisende Satz unmittelbar, wenn man bedenkt, dass der
Charakter C oder C(n) ein Ausdruck von der Art

(— 1)%e=D | (— 1)%n=D) | (— 1)he—D+%ot1) (3;_) .

ist (§ 122), und dass folglich die drei Werthe C(a), C(a’), C(aa’),
welche dieser Charakter resp. in den drei Classen H, H', HH' be-
sitzt, der Bedingung C(a) C(a') == C(aa') geniigen.

Aus diesem Satze ergiebt sich, dass, wenn die Classen K, K’
resp. denselben Geschlechtern G, G' angehoren, wie die Classen

*) D. A. artt. 257 — 262.

**) Kummer: Ueber die allgemeinen Reciprocitdtsgesetze unter den
Resten und Nichtresten der Potenzen, deren Grad eine Primzahl ist.
1869. Vergl. Berliner Monatsbericht vom 18. Febr. 1858.
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H, H', dann auch die Classen K K’ und HH' sich in einem und
demselben Geschlechte finden, welches das aus G, G' zusammen-
gesetzte Geschlecht heissen soll*).  Sind ferner N, N' zwei Classen
des Hauptgeschlechtes, d. h. desjenigen Geschlechtes, in welchem
sich die Hauptform (1, 0, — D) findet, und folglich alle Charaktere
C den Werth 41 haben, so gehort die zusammengesetzte Classe
N N’ ebenfalls diesem Geschlechte an, mithin bilden alle n Classen
des Hauptgeschlechtes eine Gruppe R vom Grade n (§. 149); zugleich
zerfallen die siémmtlichen % Classen in g Complexe RH von je
n Classen , welche jedesmal einem und demselben Geschlecht an-
gehoren ; zwei verschiedene solche Complexe gehoren, wie man leicht
erkennt, auch zu verschiedenen Geschlechtern; mithin ist & = ng,
und g die Anzahl der wirklich existirenden von einander verschie-
denen Geschlechter **).

Die Determinante D heisst reguldr oder irreguldr, je nachdem
die von den % Classen des Hauptgeschlechtes gebildete Gruppe
reguliar ist oder nicht (§ 149); bedeutet im letztern Falle d den
Grad der grossten in ihr enthaltenen regulidren Gruppe, so heisst
die ganze Zahl n: 98 der Irregularititsexponent der Determinante***).

Aus dem obigen Satze iiber den Charakter einer zusammen-
gesetzten Classe ergiebt sich ferner unmittelbar der folgende:

Jede Classe @, welche durch Duplication einer Classe entsteht,
gehirt dem Hauptgeschlechte an.

Die Anzahl ¢ der verschiedenen Classen ¢, welche durch Du-
plication der simmtlichen % Classen entstehen, ist daher < n (da
diese Classen, wie leicht zu ersehen ist, eine Gruppe £ bilden, so
muss ¢ gewiss ein Divisor von » sein). Um sie genauer zu bestim-
men, nehmen wir an, @ entstehe durch Duplication der bestimmten
Classe H, und fragen nach allen Classen H’, durch deren Duplication
dieselbe Classe @ entsteht. Aus der Annahme H' H'— @ — HH
folgt nun, wenn man H' = AH setat, A4 =1, also 4 = 4,
d.h. die Classe A4 ist identisch mit der ihr entgegengesetzten Classe,
und folglich ist sie eine ambige Classe (§. 148, 2., §§. 56 — 58).
Umgekehrt, ist H' = AH, und A eine ambige Classe, so ist auch
H' H' — HH. Schreibt man daher alle ¢« ambigen Classen 4 auf,
welche offenbar eine Gruppe U bilden, so zerfallen alle 7 Classen

*) Gauss: D. A. artt. 246, 247.
**) Gauss: D. A. art. 252.
k%) Gauss: D. A. art. 806. VIL
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in ¢ Complexe AH von je o Classen, deren Duplication eine und
dieselbe Classe HH hervorbringt, wihrend zwei Classen, welche
zwei verschiedenen solchen Complexen angehdren, durch Dupli-
cation auch zwei verschiedene Classen hervorbringen; und endlich
ist h = ag. )

Da nun % auch = ng, und ausserdem ¢ < = ist, so ergiebt
sich ¢ < o, d. h. der Satz: Die Anzahl der wirklich existirenden
verschiedenen Geschlechter ist hichstens gleich der Anzahl der am-
bigen Classen.

§. 153.

Es kommt also jetzt darauf an, fiir eine gegebene Determinante
D die Anzahl o aller ambigen Classen 4 genan zu bestimmen,
welche urspriinglich von erster Art sind.

Da in jeder ambigen Classe 4 — A~! stets mindestens eine
ambige Form (a, b, ¢) zu finden ist (§. 58), so bleibt gewiss keine
jener o Classen unvertreten, wenn wir alle ambigen Formen auf-
schreiben. Da nun in einer solchen Form 2& durch a theilbar,
folglich » entweder = 0, oder = }a (mod. @), also (a, b, c) selbst
mit einer Form fquivalent ist (§. 56), deren mittlerer Coefficient ent-
weder Null, oder die Hilfte des ersten Coefficienten ist, so geniigt es,

alle Formen
—D b2—D
(a, 0, —-a—-') und (2 b, b, —-§b—>

zu betrachten, welche urspriinglich von erster Art sind.

Bedeutet u die Anzahl aller verschiedenen wungeraden Prim-
zahlen, welche in D aufgehen, ist ferner » =— 0 oder =1, je nach-
dem D ungerade oder gerade, so ist g4 v die Anzahl aller ver-
schiedenen in D aufgehenden Primzahlen. Dann leuchtet ein, dass
die Anzahl aller urspriinglichen Formen vom Typus

(a, 0, @)
gleich 2u+»+1 jst; die eine Hilfte derselben hat positive erste
Coefficienten, die andere Halfte negative.
Betrachten wir nun die anderen ambigen urspriinglichen For-

men erster Art, deren Typus
Dirichlet, Zahlentheorie. 26
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b2—D
(20, 5, 257 )

ist, so muss b ein solcher Divisor von D =— — b%' sein, dass der
dritte Coefficient (b + b') eine ganze Zahl und relative Primzahl
zu 2 b wird; mithin muss zunéchst & + &’ = 2 (mod. 4) sein, und
ferner diirfen b und »’' keinen gemeinschaftlichen ungeraden Divi-
sor haben. Sind nun & und ' ungerade, so folgt &’ =6, D=—10bb
= 3 (mod. 4); umgekehrt, wenn D = 3 (mod. 4), so kann b nur
ungerade sein, und aus 65’ =— — D = 1 (mod. 4) folgt von selbst,
dass b =¥/, also b+ b = 2 (mod. 4) wird; mithin kann & jeder
Divisor von D sein, fiir welchen & und 3’ relative Primzahlen wer-
den. Die Anzahl dieser Formen

(20, b, 36+

ist daher =—=24+1, unter welchen ebensoviele mit positiven, wie mit
negativen ersten Coefficienten vorkommen. Sind aber b und ¥
gerade, so ist eine von ihnen = 0, die andere = 2 (mod. 4), mit-
hin D = 0 (mod. 8), und }b, 14’ sind relative Primzahlen. Um-
gekehrt, wenn D=0 (mod. 8) ist, so muss b gerade sein, und man
kann fiir 3 jeden Divisor von 3 D=—1b.3d' wiihlen, fiir welchen
30, 1V’ relative Primzahlen werden; mithin ist die Anzahl dieser
Formen, da 1D geradeist, gleich 2#+2, und unter ihnen finden sich
ebensoviele mit positiven wie mit negativen ersten Coefficienten.

Die Anzahl aller dieser ambigen urspriinglichen Formen erster
Art ist daher gleich

2u+l wenn D =1 (mod. 4),
Qut2, s D=2,38,4,6,7 (mod. 8),
2u+8, , D=0 (mod. 8);

sie ist folglich in allen Fillen genau doppelt so gross, als die An-
zahl 24 — 27 aller angebbaren Totalcharaktere fiir die Determi-
nante D (§. 122). Es kommt jetzt darauf an, die Anzahl der ver-
schiedenen Classen zu bestimmen, welche durch diese Formen re-
prisentirt werden.

Sieht man von dem singuléren Fall D — — 1 vorldufig ganz
ab, so erkennt man leicht, dass die Coefficienten @ und @/, ebenso
die Zahlen b und &', selbst ihren absoluten Werthen nach, von ein-
ander verschieden sein miissen. Hitten ndmlich die relativen Prim-
zahlen a, o' denselben absoluten Werth 1, so wiire D = + 1; das-
selbe wiirde sich ergeben, wenn man annehmen wollte, die unge-
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raden Zahlen b und %' hitten denselben absoluten Werth; sind
endlich b und &' gerade, so ist die eine der Zahlen }b, 1%’ gerade,
die andere ungerade, also haben sie verschiedene absolute Werthe.
Hieraus folgt, dass die simmtlichen obigen Formen immer in Paare
von je zwei von einander verschiedenen Formen (a, 0, a'), (o', 0, a),
und (20, b, 3(b+ "), (20, ¥, 1 (6 + V")) zerfallen und da die erste
resp. durch die Substitutionen (% 7), (33 71) in die zweite iiber-
geht, so geniigt es, diejenige von 1hnen beizubehalten, deren erster
Coefficient der kleinere ist; mithin haben wir nur noch 27 Formen
(@, 0, @), (20, b, 1(b+ V), in welchen die absoluten Werthe (a)
und (b) < V(D) sind; und unter diesen Formen giebt es wieder
ebensoviele mit positiven ersten Coefficienten, wie mit negativen. .

Ist nun D negativ, so behalten wir nur die ¢ Formen bei,
deren dussere Coefficienten positiv sind, und wir wollen zeigen, dass
sie die Reprisentanten von ebensovielen verschiedenen Classen sind.
Zunéchst sind alle Formen (a, 0, o/) und diejenigen Formen
(20, b, (0 + b)), in welchen 35 = ¥’ ist, reducirt (§.64), und statt
jeder nicht reducirten Form (29, &, 1(b + b')), in welcher also
3b > b, konnen wir die ihr nach rechts benachbarte reducirte
Form (b4, 3(¥' —1b), 3(b+¥)) substituiren. Man erkennt
nun leicht, dass alle diese ¢ reducirten Formen von einander ver-
schiedeb, und dass auch keine zwei einander entgegengesetzt sind,
weil keiner der mittleren Coefficienten negativ ist; sie gehéren
daher (§. 65) ebensovielen verschiedenen Classen an. Wir haben
daher das Resultat: Die Anzahl o aller positiven ambigen urspriing-
lichen Classen erster Art von negativer Determinante D ist halb so
gross wie die Anzahl 27 aller angebbaren Totalcharaktere. Dies gilt
offenbar auch noch fiir den oben ausgeschlossenen singuliren Fall
D=—1, da die beiden Formen (1, 0, 1), (2, 1, 1) dquivalent sind.

Ist aber die Determinante D positiv, so_entspricht jeder der
obigen 27 ambigen Formen (4, B, C) eine einzige ihr fiquivalente
ambige Form (4, B/, C'), wo B’ durch die Bedingungen

B = B (mod. 4), 0<VD—B < (4)

vollstéindig bestimmt ist; offenbar entstehen auf diese Weise wieder

27 ambige und von einander verschiedene Formen (4, B, ().

Um nun zu zeigen, dass alle diese Formen zugleich reducirt sind

(8.74), braucht nur nachgewiesen zu werden, dass (4) <VD + B'ist;

wenn (4) < VD ist, so folgt dies unmittelbar daraus, dass zufolge

der obigen Grenzbedingungen B’ positiv ist; wenn aber (4) > VD
: 26*
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ist, was nur bei den Formen des zweiten Typus eintreten kann, so
ist A = 2B, und (B) < VD, folglich B'=(B), weil dieser Werth
allen an B’ gestellten Forderungen geniigt, und also wieder (4)
< VD + B'. Endlich behaupten wir, dass jede ambige reducirte
Form (a, b, ¢), welche zugleich urspriinglich von erster Art ist,
nothwendig mit einer dieser 27 Formen (4, B', C’) identisch sein
muss; ist nimlich b theilbar durch a, so muss (¢) < V.D sein,
weil in einer reducirten Form 0 < b < VD ist, und die mit
(a,b,¢) Aquivalente Form (a, 0, o) ist eine der 2z Formen
(4, B, C), woraus folgt, dass (a, b, ¢) selbst mit der entsprechenden
Form (4,B', C') identisch sein muss, weil b als mittlerer Coefficient
einer reducirten Form denselben charakteristischen Bedingungen
geniigt, wie B'; ist aber b nicht theilbar durch «, so ist wenigstens
(@) <2 VD, und folglich die mit (a,d,c) dquivalente Form (a,3a,¢')
eine der Formen (4, B, C), woraus wieder folgt, dass (a, b, ¢) mit
der entsprechenden Form (4, B', (') identisch ist. Wir miissen
aus dem Vorhergehenden schliessen, dass die Anzahl aller am-
bigen urspriinglichen Formen erster Art, welche zugleich reducirt
sind, genau = 27 ist; da nun in jeder ambigen Classe sich stets
zwei und nur zwei solche Formen finden (§§. 78, 82), so erhalten
wir dasselbe Resultat, wie fiir negative Determinanten: Die An-
zahl o aller ambigen urspriinglichen Classen erster Art von posi-
tiver Determinante D ist genau halb so gross wie die Anzahl 2t
aller angebbaren Totalcharaktere.

Verbinden wir diese Resultate mit dem des vorigen Para-
graphen, so ergiebt sich folgender Satz*):

Die Anzahl der wirklich existirenden verschiedenen Geschlechter
ist hochstens halb so gross wie die Anzahl der angebbaren Total-
charaktere.

§. 154.

Das soeben erhaltene Resultat fiihrt nun zu einem newen Be-
weise des Reciprocititssatzes, sowie der Ergiinzungssitze iiber den
Charakter der Zahlen — 1 und 2. Wir machen zuniéichst die Be-

*) Vergl. §. 123.
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merkung, dass in den Fillen D = —1, 4 2, und wenn D =1
(mod. 4) eine positive oder negative Primzahl ist, nur ein einziger
Charakter C (§. 122), und folglich (§. 153) nur ein einziges Ge-
schlecht vorhanden ist, welches kein anderes, als das durch die
Form (1,0, — D) vertretene Hauptgeschlecht (¢ =+ 1) sein
kann. Wir bezeichnen nun mit p,q immer positive, ungerade (von
einander verschiedene) Primzahlen, und wenden uns zum Beweise
der drei Sitze:

-

<:§.}.) = (— 1)‘/2(1;—1), (%) = (— 1)‘/5(1)“—1)

£> (!_1_) (e 1)%(p—D. Ya(g—D),
<q p ( )

1. Ist zundichst p = 1 (mod. 4), so ist (— 1, 0, p) eine ur-
spriingliche Form erster Art von der Determinante D = p =1
(mod. 4), fiir welche nur Formen existiren, die dem Hauptgeschlecht
angehoren; mithin muss der Coefficient — 1 quadratischer Rest von
p sein. Ist aber p=3 (mod. 4), so ist — 1 Nichtrest von p; wiire
nimlich —1 = b2 —cp, so wire (p, b, ¢) eine (positive) Form
der Determinante D = — 1, welche zufolge ihres Coefficienten p
den Charakter ¢ = — 1 besisse, was unmoglich ist.

2. Ist p=1 (mod.8), so ist (8,1,3(1 — p)) oder (8,3,2(9—p)),
je nachdem p =9 oder = 1 (mod. 16) ist, eine urspriingliche
Form erster Art von der Determinante D — p = 1 (mod. 4), und
muss deshalb dem Hauptgeschlecht angehoren, woraus folgt, dass 8
und also auch 2 quadratischer Rest von p ist.

Ist ferner p = 7 (mod. 8), so ist 2 ebenfalls quadratischer
Rest von p; denn im entgegengesetzten Fall wire (zufolge 1. und
§. 33, I11.) die Zahl — 2 Rest von p, also —2 = b?—cp, und es
existirte eine (positive) Form (p, b, ¢) der Determinante D= —2,
fiir welche ¢ = — 1 wire, was unmoglich ist.

Ist endlich p = 3 oder 5 (mod. 8), so ist 2 Nichtrest von p;
wire ndmlich 2 = 52— ¢p, so wire (p, b, ¢) eine Form der De-
terminante D = 2, fiir welche ¢ = — 1 wiire, was unmoglich ist,

3. Istwenigstens eine der beiden Primzahlen p, ¢, z. B. p=1

* (mod. 4), so ist
-6
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Ist nimlich q Rest von p, so gilt Dasselbe von — ¢ (zufolge 1.
und §. 33, I.), mithin kann man, nachdem man das Vorzeichen +
so gewihlt hat, dass + ¢ = 1 (mod. 4) wird, immer +q="02—cp
setzen, und folglich ist (p, b, ¢) eine urspriingliche Form erster
Art von der Determinante D =— + ¢ = 1 (mod. 4), und zwar eine
positive, wenn D negativ ist; sie gehort also dem Hauptgeschlechte
an, und folglich ist p Rest von ¢q. Ist aber g Nichtrest von p, so
muss auch p Nichtrest von g sein, weil im entgegengesetzten Falle
p = b?— cq wire, also eine urspriingliche Form erster Art (¢,5,c¢)
der Determinante D =— p = 1 (mod. 4) existirte, fiir welche
C = — 1 wire, was unmdglich ist.

Sind aber beide Primzahlen p, ¢ = 3 (mod. 4), so ist

(ﬁ) S (l).

q ¥

Dies ergiebt sich am einfachsten durch die Betrachtung der De-
terminante D = pq = 1 (mod. 4), fiir welche zwei Charaktere C,
also hochstens zwei verschiedene Geschlechter existiren. Da nun
die beiden urspriinglichen Formen (1, 0, —pg), (—1, 0, pq) erster
Art (zufolge 1.) wirklich zwei verschiedenen Geschlechtern ange-
horen, so muss jede andere urspriingliche Form erster Art von der-
selben Determinante, z. B. die Form (p, 0, —¢q) einem der durch
diese beiden Formen reprisentirten Geschlechter angehdren. Ge-
hort sie in das Hauptgeschlecht, so ist gleichzeitig p Rest von ¢,
und — g Rest von p, folglich (nach 1.) ¢ Nichtrest von p; gehort
sie aber in dasselbe Geschlecht wie die Form (— 1, 0, pg), so ist
gleichzeitig p Nichtrest von ¢, und —¢q Nichtrest von p, folglich
g Rest von p. Was zu beweisen war.

§. 155.

Mit Hiilfe des so von Neuem bewiesenen Reciprocititssatzes
l4sst sich nun wieder, wie in §. 123 geschehen ist, darthun, dass
hochstens diejenigen ¢ Geschlechter existiren konnen, deren Total-
charaktere der dortigen Bedingung IT C' = + 1 geniigen; dass aber
alle diese = Geschlechter wirklich existiren (§. 125), hat Gauss mit
Hiilfe der von ihm gegriindeten Theorie der terniren quadratischen
Formen
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Ax*4+ By? 4+ Ce?+2A'yz + 2B 22 + 20" zy

bewiesen*). Da oben (§. 152) gezeigt ist, dass ng = aq ist, wo g
die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter, » die Anzahl
der in jedem derselben enthaltenen Classen, & = 7 die Anzahl der
ambigen Classen oder also die Anzahl der Totalcharaktere, welche
der Bedingung IT ¢’ = 4- 1 geniigen, und q die Anzahl der durch
Duplication entstehenden Classen bedeutet, so leuchtet ein, dass
der zu beweisende Satz g =— « wesentlich identisch ist mit dem
Satze n = ¢; da ferner n die Anzahl aller Classen des Haupt-
geschlechtes ist, und jede der durch Duplication entstehenden
g Classen gewiss dem Hauptgeschlechte angehort (§. 152), so ist
der zu beweisende Satz wesentlich identisch mit dem folgenden**):

Jede Classe des Hauptgeschlechtes entsteht durch Duplication.

Wir konnen hier unméglich darauf eingehen, den Beweis mit-
zutheilen, welchen Gauss auf die Theorie der terniren Formen ge-
stiitzt hat; da dieses tiefe Theorem aber den schonsten Abschluss dér
Lehre von der Composition bildet, so konnen wir es uns nicht ver-
sagen, dasselbe auch ohne Hiilfe der Dirichlet’schen Principien
auf einem Wege abzuleiten, der zugleich die Grundlage fiir andere
wichtige Untersuchungen bildet.

Um einen bestimmten Boden fiir diese Untersuchung zu ge-
winnen, heben wir zunéchst-eine charakteristische Eigenschaft aller
der Classen @ hervor, welche durch Duplication entstehen: alle
Formen dieser Classen und nur diese Formen sind fihig, Quadrat-
zahlen darzustellen, welche relative Primzahlen zu 2D sind. Ent-
steht némlich @ durch Duplication einer Classe K, so kann man
aus K immer eine solche Form auswihlen, deren erster Coefficient
z relative Primzahl zu 2D ist; da alsdann diese Form mit sich
selbst einig ist, so entsteht durch Duplication eine der Classe @
angehorige Form, deren erster Coefficient = #? ist, und folglich
ist diese Quadratzahl durch die Formen der Classe @ eigentlich
darstellbar. Umgekehrt, ist @ eine Classe, durch deren Formen
eine Quadratzahl dargestellt werden kann, welche relative Prim-
zahl zu 2 D ist, so giebt es auch eine solche Quadratzahl z2, welche
durch diese Formen eigentlich darstellbar ist, und folglich findet
sich in dieser Classe @ eine Form (22, 2’, 2"), welche offenbar

¥ D. A. art. 287.
**) Gauss: D. A. art. 286.
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durch Duplication der Form (z, 2', #2”) entsteht; mithin ist
Q = K? wo K die Classe bedeutet, welcher die Form (z, ', x2")
angehort. Das obige zu beweisende Theorem ist daher identisch
mit dem folgenden:

Ist (4, B, C) eine Form des Hauptgeschlechtes der Determqi-
nante D, so ist die Gleichung
Az2+2Bzy + Cy? = 2?

stets losbar in ganzen Zahlen z, y, x, deren letzte relative Primzahl
2u 2D ist.

§. 156.

Durch die vorstehende Betrachtung sind wir dahin gefuhrt
die Losbarkeit einer Gleichung von der Form

ax?+by?+cs2+2d'yz+ 2020+ 2czy =0

in ganzen Zahlen z, y, z (oder was Dasselbe ist, die Losbarkeit der
allgemeinen Gleichung

au? +bv2+2cuv+200u+2dv+c=0

in rationalen Zahlen u, v) zu untersuchen. Dieselbe kann, allge-
mein zu reden, auf den speciellen Fall zuriickgefiihrt werden, in
welchem die Coefficienten o/, 4’, ¢'=0 sind *), und wir beschiftigen
uns daher im Folgenden nur mit Gleichungen von der Form

ax?+ by 4 c2? =0, 1)
Wwo a, b, ¢ drei gegebene, von Null verschiedene ganze Zahlen be-
deuten, die wir ausserdem stets als relative Primzahlen annehmen,
weil jeder andere Fall, wie man leicht erkennt, sich auf diesen
zuriickfithren lasst**). Wir wollen nun eine Losung z, y, # eine
eigentliche Losung nennen, wenn die drei Zahlen =z, y, 2 relative
Primzahlen sind; dann leuchtet ein, dass ax, by, cz ebenfalls re-
lative Primzahlen sind; ginge ndmlich eine Primzahl p in zweien
von ihnen auf, so miisste p zufolge (1) auch in der dritten auf-
gehen; da aber hochstens einer der Coefficienten a, b, ¢ durch p

*) @Qauss: D. A. artt. 299, 300.
**) Gauss: D. A. art. 298.
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theilbar sein kann, so wiren wenigstens zwei der Zahlen z, y, 2
theilbar durch p, also keine relative Primzahlen.

Nach dieser Vorbemerkung beginnen wir unsere Untersuchung®),
indem wir uns die folgende Aufgabe stellen:

L. Aus einer gegebenen eigentlichen Losung £ = w, y = v,
2 = w der Gleichung (1) ihre simmtlichen Losungen abzuleiten.
Da au, bv, cw relative Primzahlen sind, und eine von ihnen,
z. B. au, zufolge der Gleichung )
au? +bv?+cw? =0 ©)
gerade ist, so haben auch die Zahlen 2au, v, cw keinen gemein-
schaftlichen Theiler, und man kann daher (nach §. 24) die Glei-
chung
aul 3 bvm 4+ cwn =1
so losen, dass I gerade, und folglich die eine der beiden Zahlen
m, n gerade, die andere ungerade wird; setzt man nun
al?4-bm?+cn? =nh
und
o = 2l —hu, v = 2m —hv, W' = 2n — hw,
so wird h ungerade, und man erhilt**)

auw'? + b+ cw'?=0 3)
auwuw - bvv' + cww = 2 4)
u=u, v =1, w=w (mod. 2); ()

man kann daher

ow —wv' = 2u", ww —uw' = 29", wo' —ou = 2w" (6)
setzen, wo u’, v, w" ganze Zahlen bedeuten, welche mit den an-
dern noch durch folgende Relationen***) verbunden sind:

#) Sie ist der Kiirze halber synthetisch gefithrt; derselbe Gegenstand ist
auf andere Weise behandelt in der mir erst nachtraglich bekannt geworde-
nen Abhandlung von G. Cantor: De aequationibus secundi gradus inde-
terminatis. 1867,

*¥) Umgekehrt lasst sich aus (2), (3), (4), (5) leicht beweisen, dass a, b, ¢
relative Primzahlen sind, und dass sowohl #, v, w, als auch «/, v/, w' eigent-
liche Losungen der Gleichung (1) bilden; doch ist dies fiir unsere Zwecke
nicht néthig. . '

) Man findet z. B. die erste der Gleichungen (7) aus der identischen
Gleichung ’
(Bov2 4 cw?) (bv'24cw'?) = (bvv' +cww)24be(vw — wv')?
unter Beriicksichtigung von (2), (3), (4), (6); die Gleichung (8) ergiebt sich
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au! =14 beu"?
bvv = 14 cav"?
cww' = 14+ abw"?

™

beu'? +cav’2+abw’? = —1 (8)
v +wv = 2av"uw"
wuw Fuw = 2bw"u’ }
uv' +ou = 2cu’v"

C)

Mit Hiilfe derselben ist es leicht, unsere Aufgabe allgemein
zu 16sen. Sind w,y,# drei beliebige ganze Zahlen, so werden auch

t =awzt+bvytcewsz
t = aux+boy+ cwsz (10)
- u”a:-|—v"y+w”z
ganze Zahlen, welche zufolge (5) der Bedingung
t =t (mod. 2) 11
geniigen; umgekehrt, sind ¢,¢,¢" drei beliebige ganze Zahlen, welche

nur der Bedingung (11) unterworfen sind, so folgt aus (10) unter
Beriicksichtigung von (5), (7) und (9), dass

Q2 = ut 4+ uw't' —2bcu’t”
2y = vt + V't —2cad”’t’ (12)
22 = wt+ w't —2abwt"
gerade, also x,y, # ganze Zahlen sind. Multiplicirt man diese
letzten Gleichungen resp. mit az, by, cz, und addirt mit Riicksicht
auf (10), so folgt
ax? 4+ byt + ce? = tt' —abet’?; !

mithin haben wir folgendes Resultat: Bilden die ganzen Zahlen
z, y, 2 eine Losung der Gleichung (1), so werden t, ¥, t" vermige
(10) ganze Zahlen, welche den Bedingungen (11) und

tt = abet"? (13)
geniigen; wmgekehrt, befriedigen die ganzen Zahlen ¢, 1, 1" die Be-

durch Addition aus (7) mit Riicksicht auf (4); und die erste der Gleichungen
(9) folgt aus der Identitét
(auw +bv o'+ cww) vw' + wr') — a(ww —uw') (uy'—ow)
= (au?+ bv? + cw?)v'w + (aw' 2400’24 cw' Hvw.
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dingungen (11) und (13), so werden z,y, & vermige (12) ganze
Zahlen, welche der Gleichung (1) gendigen™).

Zur Vervollstindigung fiigen wir hinzu: Damit die Zahlen
x, Y, & eine eigentliche Losung der Gleichung (1) bilden, ist ferner
erforderlich und hinreichend, dass die Zahlen t,t' keinen ungeraden
gemeinschaftlichen Theiler haben, und dass, wenn beide gerade sind,

t 4+t = 2 (mod. 4) (14)
ist.

Fiir unsern Zweck geniigt es zu beweisen, dass die beiden an-
gegebenen Bedingungen hinreichend sind. Gesetzt, es ginge eine
Primzahl p in zweien der Zahlen axz, by, cz auf, so miisste sie zu-
folge (1) auch in der dritten aufgehen, mithin zufolge (10) auch in
t und ¢'; da aber ¢, ¢ der Annahme nach keinen ungeraden ge-
meinschaftlichen Theiler haben, so miisste p =2 sein, und es wéren
also ¢, t', ax, by, cz gerade Zahlen; dann wiirde aber aus (10) mit
Riicksicht auf (5) folgen, dass ¢ 4+ ¢ = 0 (mod. 4) wire, wihrend
wir doch angenommen haben, dass ¢ + ¢ = 2 (mod. 4) ist, so-
bald ¢ und ¢ gerade Zahlen sind. Hieraus folgt also, dass az, by,
cz relative Primzahlen sind, was zu beweisen war**).

*) Die allgemeinste Losung der Gleichung (13), deren wir zwar in der
Folge nicht bediirfen, besteht, wie man sehrleicht findet, in den Gleichungen
t=1dw? ¥ =1do? t'=100d,
wo d, d', 7, w, o' beliebige ganze Zahlen bedeuten, welche der einzigen Be-

dingung :

dd' = abe
unterworfen sind; man kann aber auch, ohne die Allgemeinheit zu beein-
trachtigen, annehmen, dass ¢ der grosste gemeinschaftliche Theiler von
¢ ¢/, t', und dass td, td’ die grossten Theiler sind, welche zabc resp. mit
t, ¢ gemeinschaftlich hat. Fiihrt man diese Aysdriicke in (12) ein, so erhdlt
man die bindren quadratischen Formen

2—?” = (du, —bcw, d'w), 27:'/ = (dv, —cav", d'v'),
-2-15 = (dw, —abw", d'w'),

deren Variabeln o, o’s und deren Determinanten zufolge (7) die Zahlen — be,
—ca, —ab sind. Transformirt man diejenige dieser Formen, deren De-
terminante negativ ist, in eine reducirte Form (§. 64), so erhilt man die
einfachsten Losungen.

**) Es ist leicht, wenn auch fiir unsern Zweck nicht erforderlich, die
beiden angegebenen Bedingungen auf die Zahlen d, d', 7, w, o' zu iiber-
tragen: die Zahlen d, d’' miissen relative Primzahlen sein, und nur, wenn

B
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II. Bilden die Zahlen =z, y, # eine eigentliche Losung der
Gleichung (1), so sind az, by, cz relative Primzahlen, und man
kann folglich drei Zahlen %, B, € bestimmen, welche den Con-
gruenzen
WAz = by (mod. a), Bx = cz (mod. b), Cy = ax (mod. ¢) (15)
geniigen, woraus in Verbindung mit (1)

A= —bec (mod. a), B2= — ca (mod.b), C2=—ab (mod.c) (16)
folgt. Wir haben mithin folgenden Satz erhalten:

Ist die Gleichung (1) eigentlich lisbar, so sind die Zahlen
—be, —ca, — ab resp. quadratische Reste der Zahlen a, b, ¢, und
Jede eigentliche Losung z, v, 2 fithrt durch die Congruenzen (15) zu
drei vollig bestimmten Zahlclassen A (mod. a), B (mod.b), € (mod. c),
welche den Congruenzen (16) geniigen™).

Von der grossten Wichtigkeit fiir unsere Untersuchungen ist
es aber, dass dieser Satz sich in folgender Weise umkehren ldsst:

Ist die Gleichung (1) eigentlich lisbar, und sind drei Zahlen
A, B, € gegeben , welche den Congruenzen (16) geniigen, so kann
man stets eigentliche Ldsungen x,y, z finden, welche die DBe-
dingungen (15) erfiillen.

Um dies zu beweisen, bestimmen wir zuniichst drei Zahlen
X, Y, Z durch die (nach §. 25) stets vereinbaren Congruenzpaare

X=c (mod b), Y=a (mod. ¢), Z=> (mod. a) } an
X = 6 (mod. ¢), Y= U (mod. @), Z= B (mod. b)
.aus welchen unter Beriicksichtigung der Annahme (16) die der
Gleichung (1) dhnliche Congruenz
aX?4b0Y?+cZ?= 0 (mod. abc) (1)
folgt, weil ihre linke Seite durch jede der drei relativen Primzahlen
@, b, ¢ theilbar ist. Da ferner die Existenz einer eigentlichen Lg-

abe = 0 (mod. 8), kénnen sie auch den grossten gemeinschaftlichen Theiler
2 haben; umgekehrt, geniigt die Zerlegung abc = dd' diesen Bedingungen,
80 kann man 7, w, o' so wihlen, dass x, y, # eine eigentliche Losung der
Gleichung (1) bilden.

*) Wirft man zwei eigentliche Losungen in dieselbe oder in verschie-
dene Classen, je nachdem sie zu denselben drei Zahlclassen U (mod. a),
B (mod. b), € (mod. ¢) fithren oder nicht, so ist die Anzahl aller verschie-
denen Classen hichstens gleich der Anzahl der incongruenten Wurzeln der
Congruenz 2 = 1 (mod. abc), und der nachfolgende Satz behauptet die
wirkliche Existenz aller dieser Classen von eigentlichen Lésungen.
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sung %, v, w der Gleichung (1) angenommen ist, so behalten wir
alle fritheren Bezeichnungen bei und setzen

T=oawX+b00Y +cw'Z
d. 2abe), 10/
I'=oaouX+bvY+cew” }‘(mo abe) (10)
woraus zufolge (5)
T= T (mod. 2) (119

und mit Riicksicht auf (7) und (9)
2X =uTl+ o1 (mod. 2b¢)
2Y =0T+ 4T (mod. 2ca) (12')
2Z=wT+ T (mod. 2abd)

folgt; multiplicirt man diese Congruenzen resp. mit a X, 5Y, ¢Z,
wodurch sie in Congruenzen nach dem Modulus 2 abe¢ iibergehen,
so ergiebt sich durch Addition unter Beriicksichtigung von (1')
und (10"

TT = 0 (mod. abc). (13"

Wir behaupten nun, dass die dreiZahlen 7, 7", abe keinen un-
geraden gemeinschaftlichen Divisor haben, und dass wenn abc
gerade 1st

T+ T = 2 (mod. 4) (14)

ist. Ginge niimlich eine ungerade Primzahl p in 7, I und
abe, also auch z B. in ¢ auf, so wiirde ¥ zufolge (12') durch
p theilbar sein, und da @ = Y (mod. ¢) ist, so hiitten a und ¢ den
gemeinschaftlichen Theiler p, was unmoglich ist. Wenn ferner
abe, und also auch z B. ¢ gerade ist, so sind zufolge (11') und
(18") auch 7' und 7" gerade Zahlen; wire nun die Congruenz (14')
unrichtig, so wire 7" = T (mod. 4), und aus (12) wiirde folgen,
dass 2 Y=(v+v') T= 0 (mod. 4), also Y gerade wire, was aber-
mals gegen die Congruenz a = Y (mod. ¢) streitet, weil a relative
Primzahl zu ¢ ist.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir im Stande, eine eigent-
liche Losung z, y, # nachzuweisen, welche den Bedingungen (15)
geniigt; diese letztern gehen vermodge der Definition (17) der
Zahlen X, Y, Z in die folgenden iiber

Yz = Zy (mod. a), Zz = Xz (mod. b), Xy = Yz (mod. ¢);

" da ferner aus den Definitionen (10) und (10') der Zahlen ¢, ¢' T, 1"
die Congruenz
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Tt—T¢ = l
d.2
Sbew’(Ye— Zy)+2 cav’ (Zo— Xz) + 2abw'( Xy— Ya)| " 0H200)
folgt, und da «", v, w" zufolge (7) resp. relative Primzahlen zu

a, b, ¢ sind, so fallen die von z, y, # zu erfiillenden Bedingungen
(15) durchaus mit der einzigen Forderung

T't = T¢ (mod. 2abe)

zusammen, welcher die Zahlen ¢, ¢ geniigen miissen; sollen ferner
die Zahlen z, y, # eine eigentliche Losung der Gleichung (1) bil-
den, so haben ¢ und # ausserdem noch die frither erwihnten Be-
dingungen (11), (13), (14) zu erfiillen. Dies Alles lisst sich in der
That auf folgende Weise erreichen.

Ist abcungerade, sosei d der grosste gemeinschaftliche Theiler
der beiden Zahlen 7' und abr=dd’; da nun zufolge (13') 77" durch
abc theilbar ist, so geht d' in 7" auf, und da, wie oben gezeigt ist,
die Zahlen T, 1", abc keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler
haben, so sind dund d' relative Primzahlen, und d' ist zugleich der
grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 7" und abe.
Dann leuchtet ein, dass man allen Forderungen geniigt, wenn man
z.B.t =d, ! = d,t" = 1 nimmt; denn weil £ =# =1 (mod. 2),
so werden z, ¥, z ganze Zahlen, die wegen ' — abct"? eine Lo-
sung der Gleichung (1) bilden; diese Losung ist eine eigentliche,
weil ¢, ¢ ungerade relative Primzahblen sind; da endlich ¢ = ¢,
T= T" (mod. 2), und 7't = Tt = 0 (mod.dd') ist, so folgt auch
I't = Tt (mod. 2abc) d. h. die eigentliche Losung «, y, #z geniigt
den vorgeschriebenen Congruenzen (15).

Ist aber abe, und folglich auch T, 7" gerade, und zwar T4 1"
= 2 (mod. 4), so konnen wir der Symmetrie wegen annehmen, es
sei =0, I" = 2 (mod. 4); dann sei d wieder der grosste ge-
meinschaftliche Theiler der beiden Zahlen T und abec = dd', so
wird d' in 1" aufgehen. Ist nun d’' ungerade, so geniigt man allen
Bedingungen, wenn man z. B. { = 2d, ¢/ = 2d', t" = 2 nimmt;
denn es ist t = 0, ¢/ = 2 (mod. 4), tt' = abet"?, 't =Tt =0
(mod. 2 abc), und ¢, ¢ haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen
Theiler. Ist aber d' gerade, so kann man wieder durch ¢ = d,
t = d, #" = 1 allen Bedingungen geniigen; da némlich 7:d re-
lative Primzahl zu &' und folglich ungerade ist, so muss, weil
T = 0 (mod. 4), auch d = 0 (mod. 4) sein; da ferner d’' in 7" auf-
geht, und 7" = 2 (mod. 4) ist, so muss auch d' = 2 (mod. 4) sein;
mithin ist = 0, ¢ = 2 (mod. 4); es ist ferner ¢¢' = abct”?, und
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die Zahlen ¢, ¢’ haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler;
da endlich die Quotienten 7":d und 7":d' ungerade sind, so ist ihre
Differenz gerade, und folglich, wenn man mit dd’ = abe multi-
plicirt, T'd' — I"d = T¥ — 1"t = 0 (mod. 2abc), was zu be-
weisen war.

Es hat keineSchwierigkeit, ausser den eben angegebenen spe-
ciellen Lsungen, welche die vorgeschriebenen Congruenzen (15) er-
tilllen, alle andern zu bestimmen, und man findet namentlich leicht,
dass zwei eigentliche Liosungen z, y, £ und x,, ¥y, 2;, welche resp.
durch die Werthe ¢, ¢, ¢ und ¢, #;, t{ hervorgebracht werden,
stets und nur dann denselben Congruenzen (15) geniigen, wenn
tth = t't; (mod.2abc) ist*); allein alle diese an sich interessanten
Vervollstindigungen sind fiir unsere Zwecke nicht erforderlich.
Wir begniigen uns daher, aus den obigen Resultaten noch den
Beweis des folgenden Satzes abzuleiten, dessen wir spiter durchaus
bediirfen.

HL. Ist die Gleichung (1) eigentlich losbar, und ist — be quadra-
tuscher Rest von ap?, wo p eine in b nicht aufgehende Primzahl be-
deutet, so besitet die Gleichung (1) auch solche eigentliche Lisungen
z, ¥, 2, welche der Bedingung x = 0 (mod. D), gendigen.

Der Annahme zufolge besitzt die Gleichung (1) eine eigent-
liche Losung u, v, w, und wir kinnen alle hieraus in I. gezogenen
Folgerungen fiir uns in Anspruch nehmen; es versteht sich von
selbst, dass wir den vorstehenden Satz nur fiir den Fall zu be-
weisen brauchen, dass keine der beiden Zahlen , w' durch p theil-
bar ist.

‘ Ist nun p ungerade, so kann man, da der Annahme nach
—bc = «? (mod. p) ist, das Vorzeichen von « so wihlen, dass
beu” 4 o nicht theilbar durch p ist; wiiren nimlich beide Zahlen

*) Hieraus folgt, dass allen zu derselben Classe gehorigen eigentlichen
Lésungen dieselbe Zerlegung abc=dd' entspricht, mit einziger Ausnahme
des Falles, wo abc = 2 (mod. 4), in welchem der Factor 2 nach Belieben
in d oder in d' aufgénommen werden kann, ohne dass eine Aenderung der
Classe eintritt. Auf diese Weise ergiebt sich (vergl. die fritheren Noten),
dass die Anzahl der wesentlich verschiedenen Zerlegungen, und also auch
die der wirklich existirenden Classen genau mit der Anzahl der incon-
gruenten Wilrzeln der Congruenz x2 = 1 (mod. a bc¢) ibereinstimmt; hierin
liegt also ein neuer Beweis des obigen Satzes. Aber es schien angemessener,
ihn so zu fithren, dass zugleich eine Losung gefunden wird, welche den vor-
geschriebenen Congruenzen geniigt.
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bew' + o und beu” — e durch p theilbar, so miisste auch ihre
Differenz 2 &, also auch o durch die ungerade Primzahl p theilbar
sein, was gegen — bc = a2 (mod. p) und die Annahme streitet,
dass p nicht in be aufgeht. Da nun « ebenfalls nicht durch p
theilbar ist, so kann man eine Zahl @ stets so bestimmen (§. 25),
dass sie der Congruenz

uo = beu" + o (mod. p)
geniigt und ausserdem relative Primzahl zu 2abc wird, weil o,
falls p in 2abe, also in a aufgehen sollte, schon vermoge dieser
Congruenz relative Primzahl zu p wird. Setzt man nun
t =102 t' =rvabe, t" =10,

wo 7=1 oder =2 zu nehmen ist, je nachdem abc ungerade oder
gerade ist, so erhilt man eine entsprechende eigentliche Lisung
z, ¥, 2, welche auch der Bedingung # = 0 (mod. p) geniigt. Ist
némlich abc ungerade, also 7 =1, soist t =¢ =1 (mod. 2);
ist aber abe gerade, also v = 2, so ist t = 2, ¢ = 0 (mod. 4); da
ferner @ relative Primzahl zu abec ist, so haben ¢,#' keinen ungera-
den gemeinschaftlichen Divisor, und da ¢t = abet”? ist, so bilden
z, 9, 2 eine eigentliche Losung der Gleichung (1). Nun ist nach (12)

22 = ut + w't' — 2bcu”t"
=t(uw®—2bcu” w + abecu’)
also mit Riicksicht auf (7)

2ux =t {(uo —beu”)? + be} = 0 (mod. p),

weil uow — beu” = o, be = — «? ist; da endlich 2« nicht durch
p theilbar ist, so folgt hieraus = 0 (mod. p).

Wir gehen jetzt zu dem Falle p — 2 iiber. Ist erstens a
gerade, aber nicht = 0 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, da der An-
nahme nach — b¢ quadratischer Rest von 4 a,also be=— 1 (mod. 8)
ist, dass « gar nicht ungerade sein kann; da némlich o gerade,
also bv, cw ungerade sind, und b = — ¢ (mod. 8) ist, so folgt aus
au? 4 bv? + cw? = 0, dass au? = 0 (mod. 8), und folglich, da a
nicht = 0 (mod. 8).ist, jedenfalls u gerade sein muss; und offen-
bar haben dann alle anderen eigentlichen Auflsungen z, y, # die-
selbe Eigenschaft z = 0 (mod. 2). Ist zweitens @ = 0 (mod. 8),
also —bc =1 (mod. 8), so nehme man ¢’ = 1, und t# = abe
der Art, dass einer der beiden Factoren, z.B. ¢ = 2 (mod. 4), also
der andere t' = 0 (mod. 4) wird, und dass sie keinen ungeraden
gemeinschaftlichen Divisor erhalten, was sich stets erreichen ldsst.
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Hieraus folgt, dass die Zahlen z, y, 2 eine “eigentliche Losung bil-
den werden. Da nun der Voraussetzung nach « ungerade ist, und
da aus 14 bcu”? = auu’ = 0 (mod. 8) folgt, dass auch #” un-
gerade ist, so ergiebt sich

20 = ut +u't' —2beuw't" =2+ 0—2 = 0 (mod. 4),

also ist x=0(mod. 2). Ist endlich drittens @ ungerade, und — b¢
quadratischer Rest von 4a, also b¢ = — 1 (mod. 4), so nehme
man #” = 1, und nach Belieben ¢ — abe¢, nur so, dass ¢ und ¢
relative Primzahlen werden; dann bilden z, y, # eine eigentliche
Lésung, weil ausserdem ¢ = #' = 1 (mod. 2) ist. Da nun der Vor-
aussetzung nach keine der Zahlen u, ' gerade ist, so folgt aus
auw = 14 beu"?, dass u” gerade, und folglich auw' =1 (mod. 4)
ist; mithin ist u¢. %'t = auw'.be=—1 (mod. 4), also ut=— 't
(mod. 4), und hieraus ergiebt sich
22 = ut+u't' —2bcu’t" = 0 (mod. 4),

also ist 2 = 0 (mod. 2).

Hiermit ist der obige Satz vollstéindig bewiesen, und dieser
Beweis enthilt offenbar eine Methode, aus einer eigentlichen Lo-
sung w, v, w einer Gleichung, deren Coefficienten a, b, ¢ sind, eine
eigentliche Losung z:p, y, # derjenigen Gleichung abzuleiten, deren
Coefficienten ap?, b, ¢ sind, vorausgesetzt, dass — be quadratischer
Rest von ap? und nicht durch die Primzahl p theilbar ist. Durch
wiederholte Anwendung desselben Satzes gelangt man offenbar zu
folgendem Resultat:

Sind die Zohlen A = aP?, B = b@Q?, C = cR? relative
Primzahlen, und sind die Zahlen — BC, — CA, — AB resp.
quadratische Reste von A, B, C, so folgt-aus der Ezistenz einer
eigentlichen Losung der Gleichung

ax?+byt+ca2 =0
stets die Existens einer eigentlichen Losung der Gleichung
Ax?+ By* 4 Ce? = 0.

Dirichlet, Zahlentheorie. 27
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§. 157.

Durch den zuletzt bewiesenen Satz ist offenbar die Frage nach
der eigentlichen Losbarkeit der Gleichung

ax?+ byt a2 =0 €))
auf den Fall zuriickgefiihrt, in welchem keine der relativen Prim-
zahlen a, b, ¢ durch ein Quadrat theilbar ist; als eine erforderliche
Bedingung fiir die Losbarkeit ist ferner im vorigen Paragraphen (II)
erkannt, dass die Zahlen —b¢, — ¢a, — a b resp. quadratische Reste
von den Zahlen a, b, ¢ sein miissen, und ausserdem leuchtet ein, dass
die letzteren unmoglich alle dasselbe Vorzeichen haben konnen.
Mit Hiilfe einer Reductionsmethode, welche im Wesentlichen von
Lagrange*) herrlihrt, 1dsst sich nun wirklich beweisen, dass diese
Bedingungen auch die hinreichenden sind, dass also folgender
Satz**) besteht:

Sind a, b, ¢ drei von Null vetschiedene und durch kein Qua-
drat theilbare relative Primeahlen, welche nicht alle dasselbe Vor-
zeichen haben, und sind die Zahlen —be, —ca, — ab resp. qua-
dratische Reste der Zahlen a,b,c; so ist die Gleichung (1) eigentlich
losbar.

Zunichst bemerken wir, dass der Satz in dem speciellen Falle
richtig ist, wenn einer der Coefficienten, z. B. @ = - 1, ein anderer,
z. B. b = — 1 ist; denn man geniigt der Gleichung (1) durch die
relativen Primzahlen z =y =1, 2 = 0.

Um uns nun bequemer ausdriicken zu kénnen, nennen wir,
indem wir den absoluten Werth einer Grosse & mit (%) bezeichnen,
dasjenige der drei Producte (bc), (ca), (abd), welches der Grosse
nach zwischen den beiden anderen liegt, den Index der Gleichung
(1), und wenn etwa zwei dieser Producte oder alle drei einander
gleich sein sollten, so soll unter dem Index der gemeinschaftliche

*) Sur la solution des problémes indéterminés du second degré. Mém.
de PAcad. de Berlin. T. XXIIIL. 1769. ((Zuvres de L. T. II. 1868. p. 375.) —
Additions aux Elémens &’ Algébre par L. Euler. §. V.

*¥) Legendre: Théorie des Nombres, 8= éd. T. I. §§. I, IV. — Gauss:
D. A. artt. 294, 295. — Der nachfolgende Beweis lisst sich auf den Fall
ausdehnen, dass a, b, ¢ quadratische Divisoren besitzen.
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Werth dieser beiden oder aller Producte verstanden werden. Aus
dieser Erkldarung ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des Satzes
fiir den Fall, dass ihr Index — 1 ist; denn dann muss, wie man
leicht erkennt, (a) = (b) = (¢) = 1 sein, und da die Coefficienten
nicht alle dasselbe Vorzeichen haben, so ergiebt sich die Liosbarkeit
der Gleichung aus der vorausgeschickten Bemerkung.

Um nun den Beweis allgemein zu fithren, nehmen wir an, er
sei schon geleistet fiir alle Gleichungen, deren Index kleiner als
eine bestimmte positive ganze Zahl J ist, und zeigen, dass der
Satz dann auch fiir alle Gleichungen gelten muss, deren Index
= J ist. Gelingt dies, so gilt der Satz allgemein, weil er fiir
J = 1 richtig ist. ’

Es sei daher J = 2 der Index der Gleichung (1). Nehmen
wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, es sei (a) =< (b) = (¢),
also auch (ab) = (ac) = (be), so ist J=(ac); wire nun (b) = (c),
so miisste, weil & und ¢ relative Primzahlen sind, (b) = (¢) = 1
sein, woraus auch J = 1 folgen wiirde, was mit unserer Annahme
streitet; mithin ist )

(2) = (b)) < (¢), (ab) < (ac) = J = (bo). 2)
Der Annahme nach ist nun — abd quadratischer Rest von ¢, und
folglich kann man eine Zahl » so bestimmen, dass ar? = —b
(mod. ¢), und zugleich (r) = }(c) wird; setzt man dann
art+b=c¢C, (3)
so wird C eine ganze Zahl, deren absoluter Werth
GRS P )
ist, weil (r) = 1(c), (ac) = J = 2, und (b)) <(c) ist.
Ist nun C = 0, so folgt b = — ar?, also, da b relative Prim-
zahl zu @ und durch kein Quadrat theilbar ist, (r) =1 und
b — — a = =+ 1, und mithin besitzt die Gleichung (1) in diesem

Fall wieder die eigentliche Losung x =y =1, 2 = 0.
Ist aber C von Null verschieden, so fithren wir die Gleichung
(1) folgendermaassen auf eine andere von kleinerém Index zuriick.
Es sei a' der grosste gemeinschaftliche Divisor der drei in der
Gleichung (3) vorkommenden Glieder a2, b, ¢ C, so ist o’ zugleich
der grosste gemeinschaftliche Divisor von je zweien dieser Zahlen,
80 dass die drei Glieder der Gleichung
27*



420 Supplement X.
art* . b __¢C

al al - a/l
gewiss relative Primzahlen sind. Da nun a' in b aufgeht, also re-
lative Primzahl zu ¢ und zu a ist, so muss o’ in C und in #?, also
auch in ~ selbst aufgehen, weil o' als Divisor von & durch kein
Quadrat theilbar ist. Man kann daher
r=da, b=dp, C=adC =dacy? 5)
setzen, wo p? das grosste in O’ = ¢’ y? aufgehende Quadrat be-
deutet; hierdurch geht die Gleichung (8) in die folgende iiber
ad ot 4 B = cc'y3, (6)
deren drei Glieder also relative Primzahlen sind; setzen wir end-
lich noch
b = ap, Q)
so sind hierdurch drei Zahlen o, ¥, ¢' definirt, welche, wie wir
beweisen wollen, dieselben Elgenschaften besxtzen, wie die ge-
gebenen Zahlen g, b, ¢.

Dass erstens keine der Zahlen o/, %, ¢ = 0 ist, leuchtet ein,
weil @/'d' = o’af = ab ist, und ¢ in C aufgeht. Aus a’'d’ = abd
folgt ferner, dass a’, ' relative Primzahlen und durch kein Quadrat
theilbar sind, weil a, b dieselben Eigenschaften haben; da ferner
p? das grosste in O’ = ¢'y? aufgehende Quadrat ist, so kann ¢
durch kein Quadrat theilbar sein; und da die Glieder der Gleichung
(6) relative Primzahlen sind, so ist ¢’ auch relative Primzahl zu
aad'f = a'?d.

Die Zahlen o/, b', ¢’ konnen auch nicht alle dasselbe Vorzeichen
haben; ist nimlich ad — a'd' negativ, so haben o', &' entgegen-
gesetzte Zeichen; ist aber ad positiv, folglich ¢a und b¢ negativ,
so ergiebt sich aus der Gleichung ar? +b = ca'c'p?, dass o'c
negativ ist, dass also o', ¢’ entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Da ferner zufolge der Gleichung (6), deren drei Glieder re-

lative Primzahlen sind, die drei Zahlen fec', aca'c’, —aa’'f—=—a't/
resp. quadratische Reste der drei Zahlen aa', B, ¢’ sein miissen,
und da nach Voraussetzung die beiden Zahlen —bec = —fBa’c,

— ca resp. Reste von den beiden Zahlen @, b = o/ sind, so er-
giebt sich hieraus leicht, dass die dreiZahlen —&'¢/, — ¢’ o/, —a'¥’
resp. Reste der drei Zahlen o/, ¥/, ¢’ sind.
Endlich ist (a'd") = (ab) <J zufolge (2), und (¢'a’) = (c'a’) 2
= (0) < J zufolge (4); mithin ist der Index der Gleichung
det 4y dd2 =0
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gewiss kleiner als J, und folglich ist sie nach unserer obigen Vor-
aussetzung losbar in relativen Primzahlen «, ¢/, ¢'; da nun die
Zahlen o' ez’ — By, 2 + aay' nicht beide verschwinden, weil sonst
auch 2’ = gy’ = 0 wire, so kann man
mx = d'ex'—fy'; my=2a+aay’; mz=—cye

setzen, wo m den grossten gemeinschaftlichen Theiler der drei
Zahlen rechter Hand bedeutet; hieraus folgt aber mit Beachtung
von (5), (6), (7)

m?(ax?+ by? +ca?) = cdp?(@ a2+ b y'2+ 7% = 0,

also, da m nicht = 0 ist, auch

ax? +by? 4 c2? = 0;
da endlich die Zahlen z, y, # keinen gemeinschaftlichen Theiler
haben, und keine derZahlen a, b, ¢ durch ein Quadrat-theilbar ist,
so sind z,y, # auch relative Primzahlen und bilden folglich eine
eigentliche Lisung der Gleichung (1).

Hiermit ist der Schluss vollstindig durchgefiihrt, und also
auch der obige Satz allgemein bewiesen. Es leuchtet ferner ein,
dass in der successiven Zuriickfiihrung der Gleichung (1) auf dhn-
liche Gleichungen von immer kleinerem Index und endlich auf
eine Gleichung, in welcher ein Coefficient = 4 1, ein anderer
= — 1 ist, auch eine Methode liegt, eine Lésung derselben zu
finden. _

Nachdem fiir diejenigen Gleichungen, deren Coefficienten durch
kein Quadrat theilbar sind, die oben genannten erforderlichen Be-
dingungen zugleich als hinreichend fiir die Existenz eigentlicher
Lésungen erkannt sind, so geht aus dem Schlusssatze des vorigen
Paragraphen hervor, dass genau Dasselbe Statt findet fiir alle
Gleichungen (1), deren Coefficienten von Null verschieden und re-
lative Primzahlen sind. Wir konnen daher das Gesammtresultat
unserer Untersuchungen in dem folgenden wichtigen Satze nieder-
legen:

Sind die Zahlen a, b, ¢ relative Primzahlen und von Null ver-
schieden, so ist die Gleichung

ax?4byt+tcs? =0

stets und nur danm in relativen Primzahlen x,y, 2 lisbar, wenn
die Zahlen — be, — ca, — ab resp. quadratische Reste von den
Zahlen a, b, ¢ sind, und diese letzteren nicht alle dasselbe Vorzeichen
haben; ist ferner #
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—be = A (mod. a), — ca = B2 (mod. b), —ab = 62 (mod. c),
s0 ist die obige Gleichung in relativen Primzahlen x, y, z der Art
losbar, dass

Az = by (mod. a), Bz = cz (mod. b), €y = ax (mod. c)
wird.

§. 158.

Mit Hiilfe dieses Satzes lisst sich nun das oben (§. 155) er-
wihnte grosse Theorem von Guauss leicht beweisen:

Jede Classe des Hauptgeschlechtes entsteht durch Duplication.

Als Repriisentanten der dem Hauptgeschlechte der Determi-
nante D angehorenden Classe wihlen wir eine Form (4,5, C), deren
erster Coefficient 4 relative Primzahl zu 2 D ist (§.93). Da die Zahl
A durch diese Form darstellbar ist, und alle Einzel-Charaktere
derselben den Werth 4 1 haben, so ist A quadratischer Rest von

_jeder in D aufgehenden ungeraden Primzahl, und auch von 4 oder
von 8, falls D durch 4 oder 8 theilbar ist (§.122); mithin ist (nach §. 37)
A quadratischer Rest von D selbst (umgekehrt ergiebt sich leicht, zum
Theil mit Hiilfe des Reciprocititssatzes, dass die Form (4, B, C) ge-
wiss dem Hauptgeschlecht angehdrt, wenn A4 relative Primzahl zu
2 D, quadratischer Rest von D, und, falls D negativ sein sollte, positiv
ist). Ja, man kann sogar voraussetzen, dass 4 quadratischer Rest
von 4 D ist, d. h. dass 4 = 1 (mod. 4), oder 4 =1 (mod. 8) ist,
je nachdem D ungerade oder gerade ist. Dies ist in der That von
selbst der Fall, wenn D = 3 (mod. 4), oder D = 0 (mod. 8) ist;
sollte ferner A in den iibrigen Féllen dieser Bedingung unicht ge-
niigen, wire also 4 = 3 (mod. 4), = 7 (mod. 8), = 3 (mod. 8),
=5 (mod. 8), je nachdem D =1 (mod. 4), = 2 (mod. 8), =6
(mod. 8), = 4 (mod. 8), so kann man die Form (4, B, C) durch
eine Substitution (§ 3') in eine Form transformiren, deren erster
Coefficient A’ = Aa? + 2 Ba 4 C relative Primzahl zu 2.D ist
und zugleich die verlangte Eigenschaft besitzt; da ndmlich 4 4’
= (Ao + B)?— D ist, so braucht man « nur so zu wihlen, dass
A+ B im ersten Falle gerade, in den drei iibrigen Fillen aber
ungerade wird, was sich stets in der Art erreichen lisst, dass
Ao + B zugleich relative Primzahl zu D wird.
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Wir setzen daher voraus, dass 4 quadratischer Rest von 4 .D
und relative Primzahl zu 4D ist; da nun 4D = (2.B)2 (mod. 4),
also quadratischer Rest von A4 ist, und da die Zahlen A4, 4 D nicht
beide negativ sind, so besitzt die Gleichung

Az 4+ 4Dy?—22 =0
immer eigentliche Losungen z, y, 2, welche der Bedingung
2Bz=4Dy, also 2= 2By (mod. 4)

geniigen (§.157); man kann daher 2 — A¢ + 2 By setzen, wodurch
die obige Gleichung in die folgende iibergeht
A2+ 2BQ2y) + C(2y)* = 7%

da Az, 2Dy, # relative Primzahlen sind, so sind auch ¢, 2y re-
lative Primzahlen, und folglich ist (4, B, C) einer Form dquivalent
(§. 60), deren erster Coefficient x2? eine Quadratzahl und relative
Primzahl zu 2 D ist, und welche folglich (nach §. 155) durch Du-
plication einer Form entsteht, deren erster Coefficient + x ist. Was
zu beweisen war*).

Die unendlich vielen eigentlichen Liésungen z, y, 2 der obigen
Gleichung, welche der Bedingung z = 2By (mod. 4) geniigen,
zerfallen nun noch in verschiedene Classen in Bezug auf den Mo-_
dul 4D (§ 156. IL.); auf den Zusammenhang dieser Lisungen mit
den verschiedenen Classen, durch deren Duplication dieselbe ge-
gebene Classe des Hauptgeschlechtes entsteht, konnen wir aber hier
nicht mehr eingehen. .

§. 159.

Die Theorie der bindren quadratischen Formen, ihrer Aequi-
valenz und Composition bildet nur einen speciellen Fall von der
Theorie derjenigen homogenen Formen nten Grades mit » Ver-
dnderlichen, welche sich in lineare Factoren mit algebraischen

*) Die Zuriickfilhrung dieses Satzes von Gauss auf den von Lagrange
und Legendre ist, wie ich jetzt nachtriglich bemerke, zuerst von 4drndt aus-
gefiihrt (Ueber die Anzahl der Genera der quadratischen Formen; Crelle’s
Journal LVI), doch weicht die obige Darstellung in mehreren Puncten von
der seinigen ab. In Wahrheit gehort der Satz von Lagrange nach Inhalt
und Methode des Beweises in die Theorie der terniren Formen. — Man
vergl. ferner Kromecker: Ueber den Gebrauch der Dirichlet’schen Me-
thoden in der Theorie der quadratischen Formen (Monatsber. d. Berliner
Ak. 12. Mai 1864).
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Coefficienten zerlegen lassen. Diese Formen sind zuerst von La-
grange*) betrachtet; spater hat Dirichlet**) sich vielfach mit die~
sem Gegenstande beschiftigt, aber er hat von seinen weit gehenden
Untersuchungen nur diejenige verdffentlicht, welche die Trans-
formationen solcher Formen in sich selbst (vergl. §§. 61, 62) oder,
was dasselbe ist, die Theorie der Einheiten fiir die entsprechenden
algebraischen Zahlen behandelt; endlich hat Kummer***) durch die
Schopfung der idealen Zahlen einen neuen Weg betreten, welcher
nicht nur zu einer sehr bequemen Ausdrucksweise, sondern auch
zu einer tieferen Einsicht in die wahre Natur der algebraischen
Zahlen fibhrt. Indem wir versuchen, den Leser in diese neuen Ideen
einzufiihren, stellen wir uns auf einen etwas hoheren Standpunct
und beginnen damit, einen Begriff einzufithren, welcher wohl ge-
eignet scheint, als Grundlage fiir die hohere Algebra und die mit
ihr zusammenhingenden Theile der Zahlentheorie zu dienen.

I. Unter einem Kérper wollen wir jedes System von unend-
lich vielen reellen oder complexen Zahlen verstehen, welches in
sich so abgeschlossen und vollstindig ist, dass die Addition, Sub-
traction, Multiplication und Division von je zwei dieser Zahlen
immer wieder eine Zahl desselben Systems hervorbringt. Der ein-
fachste Korper wird durch alle rationalen, der grosste Korper durch
alle Zahlen gebildet. Wir nennen einen Korper A einen Divisor
des Korpers M, diesen ein Multiplum von jenem, wenn alle in 4
enthaltenen Zahlen sich auch in M vorfinden; man findet leicht,
dass der Korper der rationalen Zahlen ein Divisor von jedem an-
dern Korper ist. Der Inbegriff aller Zahlen, welche gleichzeitig in
zwei Korpern 4, B enthalten sind, bildet wieder einen Korper D,
welcher der grisste gemeinschaftliche Divisor der beiden Korper
A, B genannt werden kann, weil offenbar jeder gemeinschaftliche
Divisor von 4 und B nothwendig ein Divisor von D ist; ebenso
existirt immer ein Korper M, welcher das kleinste gemeinschaftliche
Multiplum von 4 und B heissen soll, weil er ein Divisor von jedem
andern gemeinschaftlichen Multiplum der beiden Korper ist. Ent-
spricht ferner einer jeden Zahl a des Korpers 4 eine Zahl b = ¢ (a)

*) Sur la solution des problémes indéterminés du second degré. §. VI.
Mém. de I'Ac. de Berlin. T. XXIII, 1769. ((Buvres de L. T.II, 1868, p.375.)
— Additions aux Elémens & Algébre par L. Euler. §. IX.

**) Vergl. Anm. zu §. 141.
*¥*%¥) Vergl. Anm. zu §. 16.
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in der Weise, dass @ (u+ ') = ¢(a) + ¢ (¢'), und ¢ (aa’) =
®(a) @(a') ist, so bilden die Zahlen b (falls sie nicht simmtlich
verschwinden) ebenfalls einen Korper B = ¢ (4), welcher mdit A
conjugirt ist und durch die Substitution ¢ aus A hervorgeht; dann
ist rickwirts auch 4 = ¢ (B) mit B conjugirt. Zwei mit einem
dritten conjugirte Korper sind auch mit einander conjugirt, und
jeder Korper ist mit sich selbst conjugirt. Correspondirende Zah-
len in zwei conjugirten Korpern A und B, wie ¢ und b = o (a),
sollen conjugirte Zahlen heissen.

Die einfachsten Korper sind diejenigen, welche nur eine end-
liche Anzahl von Divisoren besitzen. Nennt man m bestimmte
Zahlen ay, oy . . . &, von einander abhdngig oder unabhdngig, je
nachdem die Gleichung @0 -+ 2900 + + + + 4+ 2@, = 0 in ratio-
nalen Zahlen z, x, . . . Zy, die nicht sémmtlich verschwinden, 16s-
bar ist oder nicht, so findet man durch sehr einfache Betrachtungen,
auf die wir aber hier nicht eingehen wollen, dass aus einem Kérper
&£ von der angegebenen Art*) nur eine endliche Anzahl » von un-
abhiingigen Zahlen @;, @, ... ®, sich auswihlen lisst, dass also
jede Zahl @ des Korpers stets und nur auf eine einzige Art durch
die Form

© ="Moo +ho+ - +ho, = Ihao, 1)
darstellbar ist, wo Iy, h; . . . h, rationale Zahlen bedeuten. Wir
wollen die Zahl n den Grad, ferner den Complex der » unab-
héngigen Zahlen w, eine Basis des Korpers &, und die » Zahlen
h, die dieser Basis entsprechenden Coordinaten der Zahl o nennen;
offenbar bilden je n Zahlen von der Form (1) wieder eine solche
Basis, wenn die aus den entsprechenden %2 Coordinaten gebildete
Determinante von Null verschieden ist; einer solchen Transformation
der Basis durch eine lineare Substitution entspricht eine Trans-
formation der Coordinaten durch die sogenannte tramsponirte Sub-
stitution.

Die Forderung, dass die Zahlen @ des Korpers & durch Ad-
dition und Subtraction sich reproduciren sollen, wird durch ihre
gemeinsame Form (1) schon erfiillt; fiir die Reproduction durch
Multiplication ist ferner erforderlich und hinreichend, dass jedes

*) Ersetzt man die rationalen Zahlen iiberall dutch Zahlen eines Korpers
R, so gelten die nachfolgenden Betrachtungen auch fiir einen Korper £,
welcher nur eine endliche Anzahl solcher Divisoren besitzt, die zugleich
Multipla von R sind.
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Product ,q, wieder in der Form (1) enthalten ist; diese Bedin-
gungen, deren Anzahl = }n (» + 1) ist, lassen sich am einfachsten
zusammenfassen, indem man die Coordinaten h, als veranderlich
ansieht und

w? — 23 H o, 2

setzt, wo nun Hy, H, . . . H, bestimmte, mit rationalen Coefficienten
behaftete, ganze homogene quadratische Functionen der Coordinaten
bedeuten. Durch diese n Functionen H,, auf deren analytische
Eigenschaften wir unten zuriickkommen werden, ist die Constitution
des Korpers & vollstindig bestimmt, und es ldsst sich zunfichst
zeigen, dass die Zahlen von der Form (1) auch durch Division sich
wieder erzeugen. Durch totale Differentiation von (2) erhilt man
owdo = Y dH,o,; 3
legt man den Coordinaten A, und ihren Differentialen dh, beliebige
rationale Werthe bei, so ist durch die vorstehende Gleichung das

Product aus zwei beliebigen Zahlen & und dw des Korpers & auf
die Form (1) zuriickgefithrt. Speciell ergiebt sich aus (3)

0o, = Y aail ; )

legt man nun den Coordinaten h, beliebige rationale Werthe bei,
welche aber nicht simmtlich verschwinden, so kann auch der ent-
sprechende Werth der Functional-Determinante

oH, oH, oH,

H= Ziahl a%"'m (5)
nicht verschwinden; denn sonst liessen sich bekanntlich » rationale
Zahlen dh,, die nicht simmtlich verschwinden, so bestimmen, dass
fiir jeden Index r

dH_E 'dh,__O

und folglich auch wdw =0 wurde, wihrend doch keine der beiden
Zahlen o und dw verschwindet. Hieraus folgt weiter durch Um-
kehrung der » Gleichungen (4), dass die » Quotienten ®,:w wieder
Zahlen von der Form (1) sind; dasselbe gilt daher auch von jedem
Quotienten «:w, wo « irgend eine Zahl von der Form (1) bedeutet.
Mithin bilden alle Zahlen von der Form (1) wirklich einen Korper.

Durch Elimination der n Zahlen @, aus den » Gleichungen (4)
ergiebt sich die Gleichung
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o, o H, oI,
Fh—l- — W, 57;; e ..57&1_

oI o, ... o4,

ohy oty oh =0 (6)
oM, o1, oH, _

o Ohon T

mithin ist jede Zahl o des Korpers & die Wurzel einer (von der
Wahl der Basis unabhéngigen) Gleichung nten Grades mit ratio-
nalen Coefficienten, also cine algebraische Zahl, und es lisst sich
leicht zeigen, dass in dem Korper £ auch Zahlen existiren, welche
keiner Gleichung mit rationalen Coefficienten von niedrigerem als
dem nten Grade geniigen, fiir welche also die vorstehende Glei-
chung érreductibel ist*). DBedeutet 6 eine solche Zahl, so bilden

*) Der Beweis dieser Behauptung kann z. B. auf das folgende Lemma
gestiitzt werden:
Geniigt eine homogene lineare Function w = Zh,w, der n Variabeln
h, einer Identitit von der Form
Awn + 4, 0om—14 . o o Ay =0, (1)
wo 4, 4, ... Am ganze Functionen der Variabeln h, mit rationalen Coeffi-
cienten bedeuten, die nicht simmtlich identisch verschwinden, und ist der
Grad m kleiner als die Anzahl n der Variabeln, so sind die » Grossen w, von
einander abhdngzy.
Durch totale Differentiation der Identitit (1) ergiebt sich zunichst
Mdotondd+ om—1d 4, + - - - +dAm = 0, @
wo zur Abkiirzung
M=mAdor14{m—1)4;0m—2+ ...} Ana
gesetzt ist. Man kann nun offenbar annehmen, dass keine solche Identitit
(1) von' noch niedrigerm Grade als m existirt, dass also das Product AM
nicht identisch verschwindet; nun lege man, was stets moglich ist, den
Variabeln h, solche rationale Werthe bei, fiir welche AM einen von Null
verschiedenen Werth erhalt; hierauf kann man, weil m << »n ist, den =
Differentialen dh, solche rationale Werthe beilegen, welche den m homogenen
linearen Gleichungen
AdA, = AjdA, Addy = 4,dA ... AdAn = Amd A
geniigen und nicht simmtlich verschwinden; multiplicirt man nun (1) mit
d A, (2) mit 4, und subtrahirt, so folgt A Mdw =0, also auch dw = 3dh, w,
= 0, was zu beweisen war.
Hieraus folgt zunschst, dass, wenn die Grossen w, und © wieder ihre
alte Bedeutung erhalten, die aus den Coordinaten der n Grissen 1, ,
w? . .. wn—1 gebildete Determinante D, welche eine homogene Function der
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offenbar die Potenzen 1,6, 62...6" ebenfalls eine Basis des Korpers
£, und & ist das System aller Zahlen, welche sich durch beliebige
Wiederholung der vier arithmetischen Grundoperationen aus 6 ab-
leiten lassen. Substituirt man nun fiir § der Reihe nach alle Wur-
zeln derselben irreductibelen Gleichung, so entstehen ebensoviele
entsprechende Korper welche offenbar mit & und folglich auch mit
einander conjugirt sind, und es liesse sich leicht zeigen, dass ausser
diesen Korpern kein anderer mit & conjugirt ist. Dabei bemerken
wir aber, um Missverstindnissen vorzubeugen, dass diese » Korper,
was ihren gesammten Zahleninhalt anbetrifft, sehr wohl theilweise
oder auch simmtlich identisch sein konnen, obgleich sie durch »
verschiedene Substitutionen aus einem von ihnen hervorgehen *).

Da nun vermdge des Begriffes conjugirter Korper die Glei-
chungen (4) giiltig bleiben, wenn die Zahlen des Korpers & durch
die entsprechenden Zahlen eines conjugirten Korpers ersetzt werden,
so folgt leicht, dass die simmtlichen Wurzeln der Gleichung (6) die
mit @ conjugirten Zahlen sind. Bezeichnet man daher mit N(w)
die sogenannte Norm der Zahl w, d. h. das Product aus allen »
conjugirten Wurzeln, die auch .gruppenweise einander gleich sein
kinnen, so ist zufolge (6) "

N(o) = H, ™
d. h. die homogene Function H ist das Product aus » conjugirten
Factoren ersten Grades mit algebraischen Coefficienten. Aus dieser

Variabeln h, vom Grade Y% (n —1) ist, nicht identisch verschwinden kann,
weil sonst w einer Identitit von der obigen Form (1) und von niedrigerem
Grade als n geniigte, und folglich die Grossen w, von einander abhingig
wiren. Giebt man nun den Coordinaten k, solche rationale Werthe, fir
welche D einen von Null verschiedenen Werth erhilt, so folgt unmittelbar,
dass die entsprechende Zahl w des Korpers 2 die Wurzel einer irreductibeln
Gleichung nten Grades ist.

" Jeder Lésung der Gleichung D = O in rationalen Zahlen h, entspricht
eine Zahl w, welche einem Divisor des Kérpers £ von niedrigerem als dem
nten Grade angehort; der Grad eines solchen Divisors ist immer ein Divisor
von n.

*) Durch die weitere Verfolgung dieses Gegenstandes gelangt man un-
mittelbar zu den von Galois in die Algebra eingefithrten Principien (Sur
les conditions de résolubilité des équations par radicaux; Journ. de Math.
p. p. Liouville. T. XI. 1846); hierbei ist es zweckméssig, zuniichst die ein-
fachen Reciprocitatsgesetze aufzusuchen, welche zwischen irgend zwei solchen
Korpern wie L, ihrem grossten gemeinschaftlichen Divisor und ihrem klein-
sten gemeinschaftlichen Multiplum herrschen.
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Definition geht unmittelbar der Satz hervor: die Norm eines Pro-
ductes ist immer gleich dem Product aus den Normen der Factoren.
Setzt man ferner
| N@) = oa, ®)
s0 ist @', weil N(w) als rationale Zahl in £ enthalten ist, ebenfalls
eine Zahl des Korpers &, was auch aus (6) hervorgeht, und zwarist
N (o) = N(a); &)
nennen wir o' die 2u @ adjungirte Zahl*), so ist die zu &' adjun-
girte Zahl = @ N(w)*2.
Sind ey, o . . . &, beliebige Zahlen des Korpers £, und be-
deuten B, p, . . . 4, die iibrigen (» — 1) mit e, conjugirten Zahlen,
so setzen wir zur Abkiirzung

Ctap...)=d, ..., (10)
und nennen dieses Determinantenquadrat die Discriminante der n

Zahlen oy, oy . . . o,; sie ist eine symmetrische Function der » mit
6 conjugirten Zahlen und folglich eine rationale Zahl, und zwar ist

Aoty ot o oo 00,) = M2A (0 Oy . .. @), (11)
wo m die aus den Coordinaten der Zahlen o), oy . . . o, gebildete
Determinante bedeutet; da die Discriminante A(1, 6, 62. .. )
bekanntlich das Product aller Differenzen zwischen den mit
conjugirten Zahlen und folglich von Null verschieden ist (weil eine
irreductibele Gleichung nur ungleiche Wurzeln haben kann), so ist
A(oy . . . o) stets und nur dann =0, wenn die Zahlen oy, ;... %,
von einander abhingig sind. Endlich ist allgemein

Ad(wey, 00y . .. @0,) = N(0)2d (e, 0 . . . &) 12)

II. Im Vorhergehenden sind die Begriffe und Sétze entwickelt,
deren wir in der Folge bediirfen; zur Erlduterung mogen aber hier
noch die wichtigsten und néchstliegenden Resultate aus dem grossen
Reichthume analytischer Entwicklungen mitgetheilt werden, welche.
sich an die Betrachtung der Functionen H, ankniipfen. Zwischen
diesen n Functionen bestehen fundamentale Relationen, welche man
erhilt, wenn man das Product aus dre: beliebigen Zahlen des Kor-
pers & auf alle moglichen Arten bildet (vergl. §§. 1, 2). Bedeutet
d’ wieder eine beliebige Variation, so ist zufolge (4)

*) Dieser Ausdruck wird hier in ganz anderer Bedeutung gebraucht, wie
von Galois.
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dow, = dd aH)m,;

multiplicirt man nun (3) mit d'w@, und ersetzt die Producte d'w @,
der vorstehenden Gleichung gemiss durch Summen, so folgt

wdodo = SdHd (aH” o

da die linke Seite symmetrisch in Bezug auf d und d' ist, und da
die n Zahlen @, unabhingig sind, so ergiebt sich, dass die Func-
tionen H, den » Diﬁ'erentialgleichungen

S dH,d ah ) — Ed'H,d(%%) 13)

geniigen, wo r irgend einen der Indices 1, 2 ... n bedeutet. Um
die Bedeutung dieser Relationen mehr hervortreten zu lassen,
wollen wir sie den folgenden Entwicklungen zu Grunde legen,
ohne den Zusammenhang der Functionen H, mit dem Korper £ zu
benutzen.
Zunichst wollen wir zeigen, dass die Functionaldeterminante
H, welche zufolge ihrer Definition (5) eine ganze homogene Func-
tion nten Grades mit rationalen Coefficienten ist, sich durch Mul-
tiplication reproducirt; gehen die Formen K und L dadurch aus
H hervor, dass die Coordinaten A, resp. durch dh, und durch dH,
ersetzt werden, so ist
L = HK; (14)

denn wenn man die Coordinaten %, durch dh, ersetzt, so geht jede
homogene lineare Function

oH, in d 8E>
aﬁ; aks !
und folglich H in
‘ 0.H, o0 H,
x=3xa(g) () (7
iiber; werden aber die Coordinaten A, durch die bilinearen Fumnc-
tionen d H, ersetzt, so geht zufolge (13)

oH, . o (0H, aH,
'b—h; m E 571’: (ah )dH == 2 ( )

und folglich H in L — HK iiber, was zu beweisen war. Dies ist
der schon oben angefiihrte Satz itber die Norm eines Productes.
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Bedeutet ¢ eine willkiirliche Function der Coordinaten A,, und
definirt man die Variation 0 dadurch, dass

dp =3 %h,, also 8H, = h, (15)

wird, so ergiebt sich aus (13), wenn man d' durch & ersetzt,

oH, oH.\ __
= dm&( oh, oh, ) = &,
weil H, eine homogene Function zweiten Grades ist, mithin
oH,\ .
a(ah‘ —1 oder =0 (16)

Jje nachdem r und s gleich oder ungleich sind; hieraus folgt, dass
die » Variationen 8%, constante, rationale Zahlen sind. Wird ferner
die Variation ¢’ durch

Vo =HY sz 3"’ Ok, also M, = Hok, (17)

definirt, so ergiebt sich, wenn man in (13) d’ durch &' ersetzt,

S dH,0 (%ﬁf’) H 3 0h, d(aH — Hdz H s,
. (2
= Hdd0H, = Hdh,,
folglich
o (S o (18)
da nun der Ausdruck rechter Hand der Coefficient des Elementes
0H,
oh,

in der Determinante H, also eine ganze homogene Function (n — 1)ten
Grades der Coordinaten %, mit rationalen Coefficienten ist, so-gilt
dasselbe von den Grossen

W= ¥, —Hz e 7 b, (19)

und umgekehrt geht aus (18) hervor, dass d1e Coefficienten der ein-
zelnen n? Elemente in der Determinante H sich als homogene li-
neare Functionen der soeben definirten n Grossen A, darstellen
lassen. Wir wollen, wenn ¢ eine beliebige Function der Coordi-
naten h, bedeutet, mit ¢’ dieselbe Function der Grossen k) bezeich-

’ nen; dann lautet die Gleichung (18)
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oH. _ _ 0h

= Hom (20)
und hieraus folgt zugleich
ok, oH
[ n—1. s —_ 8 .
H = H~; H 3EC = oh (21)
Da H eine Functionaldeterminante ist, so ist bekanntlich*)
0dH, odh,
und folglich ergiebt sich unter Beriicksichtigung von (13)
0 10g H 0 EI
3 g b =3 5 (55!
oH,\ 0oH,
= 4(50) 7E =2 g ah ’

fiihrt man daher die homogene lineare Function

oH,
S=232 oh (22)
ein, so ist
OlogH ologH 98 .
2 —oh, dH, = a8s; ~oh = oH (23)
also mit Riicksicht auf (20)
oH oS ©oh, oS oH,
Ok, =HZ 50 = 2o ok’
man fithre daher die ganze homogene Function zweiten Grades
oS
T=3 g8, (24)
ein, so wird
oH _ 0 T 0 T’
. Sh = dH=2%d (25)

mithin sind auch’ die Derivirten der Form H darstellbar als homo-
gene lineare Functionen der in (19) definirten Grossen %, und riick-
wirts diese durch jene. Da ferner zufolge (20)

*) Jacobs: De determinantibus functionalibus §. 9 (Crelle’s Journal
XXII); in der obigen Form ist auch der Fall beriicksichtigt, dass die
Differentiale dA, Functionen von den Verinderlichen #, sind. Ersetzt man
d durch d’, so folgt aus (17) und (19) unmittelbar

M,
PP 30 =0
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5 oH, oH,

oh; 0oh,

ist, je nachdem » und s gleich oder ungleich sind, so folgt durch
Multiplication mit %, oder dh} und Summation in Bezug auf s

o H, _ .., , 0H,
on, — dhs TdH,

und hieraus durch Differentiation
WAH— Hdl, — 23 H.d 661,3'). (26)
(2

Mit Hiilfe von (25) und (26) ist man im Stande, auch die
Differentiale hoherer Ordnung von H zu bilden; auf diese Weise
findet man

HddH—dHd' H—=2H Z—dd’ 23 55—

— H oder =0

23 H, = Hdh,

0T
oh,0h,

ausserdem ergiebt sich aus Gleichung (26), welcher man mit Hiilfe
von (13) auch die Form

Hdd Hy,; (27)

0H, oH,

1] 1 r
he dH-— Hdh, = 3 - oh o ——dhy
geben kann, die Functionaldeterminante
Ohy 0h; oh, _ —1( 1) Tt
S+ = h ok ok (—D)r—(n—1)H (28)

und folglich aus (25) die Hesse’sche Determinante der Form H,
némlich

2 2
) i Bh“’ NN %_}.g—— (— l)n——l(n_l)Hn 2y i@h’ %; (29)

Aus den Gleichungen (16), (22), (24), (25), (26), (27) ergeben
sich unmittelbar folgende 'auf die Variation & beziiglichen Re-
sultate : N

0S=mn; O6T=2S; h.dH— Hoh — 2H;; 30)
0H=1S'; YH = 0H*— H:H=2T.

III. Alle diese Sitze sind abgeleitet aus der Voraussetzung,
dass'das System der » ganzen homogenen Functionen H, vom
zweiten Grade den Bedingungen (13) geniigt, und dass ihre Func-
tionaldeterminante H nicht identisch verschwindet; fiigt man noch
die Voraussetzung hinzu, dass die Coefficienten dieser Functionen

Dirichlet, Zahlentheorie. 28



434 Supplement X.

rationale Zahlen sind, und dass die Form H érreductibel, d. h. nicht
zerlegbar ist in Factoren niedrigeren Grades, deren Coefficienten
ebenfalls rationale Zahlen sind, so lisst sich umgekehrt beweisen,
dass zu diesem Functionensystem ein algebraischer Zahlkorper £
von der oben betrachteten Art gehort. Der Kiirze halber fiithren
wir eine Charakteristik ¢ ein, welche folgenden Sinn hat: ist ¢
irgend eine Function der Coordinaten %,, und ersetzt man die
letzteren durch 4, —wdh,, wo @ vorldufig eine willkiirliche Func-
tion bedeutet, so geht @ in eine neue Function iiber, welche?mit
£(9) bezeichnet werden soll. Aus dieser Definition folgt sofort

de(p) = e(dp)—:(0p) do; (31)
unter der Voraussetzung, dass die Differentiale dh, constant sind.
Hierauf definire man die Function ® als Wurzel der Gleichung
nten Grades

e(H) =0, (32)
welche zufolge (16) vollstéindig mit der Gleichung (6) iibereinstimmt,
so ldsst sich beweisen, dass @ eine ganse (homogene) Function
ersten Grades, d. h. dass dd'®@ = 0 ist, wenn die Differentiale dh,,
d'h, als constant vorausgesetzt werden. In der That ergiebt sich
durch successive Differentiation der Identitit (32) nach der in (31)
" ausgesprochenen Regel

s(0H)do = ¢(dH) (33)
und
t(0H)2dd'o = ¢(R), (34)
wo zur Abkiirzung die homogene Function (3 — 4)ten Grades
0Hdd’'H+ 0*HdHd' H
{ —0HdHdOH—0HdHAOH
gesetzt ist. Dass diese Function R durch H theilbar, in Zeichen,
dass B = 0 ist*), ergiebt sich auf folgende Weise.
Aus (30) folgt
- hoH=2H, 4 Hoh. = 2H,
ferner

|=r

h62H = 20H, 4+ Hh, = 20H!
und hieraus durch Elimination von %/
0*HH, —0HOH, = 0;

© *) Dies gilt allgemein von dem Ausdrucke
dHA"Hdd"H+dHA"Hd'd"H—d"HdHd'd"H—d' Had" Hdd'" H,
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da nun zufolge (27) dHd'H— Hdd'H eine homogene lineare
Function der » Grossen H] ist, so folgt auch, dass
02H(dHd H—Hdd' H)—0Hd(dHd H— Hdd H) =0

ist; die linke Seite unterscheidet sich aber von R nur um Bestand-
theile, welche durch H theilbar sind. Mithin ist R = PH, wo P
eine ganze Function bedeutet, und folglich &(R) =& (P) e(H)=0.
Da sich nun aus den Voraussetzungen iiber H beweisen ldsst, dass
&(0 H) nicht identisch verschwindet, so folgt aus (34) dd'w = 0,
d. h. die Wurzel @ der Gleichung (32) ist eine ganze Kunction
ersten Grades; dass sie zugleich homogen ist, versteht sich von
selbst, weil H, 0 H . .. 1 H und folglich auch ® glelchzeltlg mit
den Coordinaten &, verschwmden Setzt man nun

0w

o =aw, o=2>ho, (1)
so ergiebt sich aus (33), dass
Soh o, =0 =1 (35)
und
e(%?) — s(OH) (36)
ist. Da ferner zufolge (23)
oH -
2 oh, dH,=— HdS =0
und

¢(dH)=dH,—wddH, = dH,— wdh,
ist, so folgt
0=¢(@dS =3 s( )e(dIL)
= ¢(0H) Yo,(dH,—wdh,),

mithin

odo =3 dH,o, (3)
also auch
. 0?=23Ho, @)-

wodurch wir riickwiirts zu unseren urspriinglichen Annahmen zu-
riickgekehrt sind; und man kann auch beweisen — worauf wir hier
nicht eingehen wollen — dass aus den Voraussetzungen iiber H
die Unabhingigkeit der n Zahlen , folgt.

28 %
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Wir fiigen diesen Entwicklungen endlich noch folgende leicht
zu beweisende Bemerkungen hinzu. Die ausgefiihrte Form der
Gleichung (32) oder (6) ist folgende

w3

. @ 0?2 .
O=H—6HT+62H1‘3—63H:-[—:—2-—.§+"°, (37)
es ist ferner )
H=llo=N@), )

wo das Productzeichen IT sich auf alle » Wurzeln @ bezieht; eben-
go findet man (wenn man in (3) d durch &' ersetzt)

H= oo, (8)
wo
o =00=3Iko, (38)
zu © adjungirt ist, und
S=3w, 2T7=30?, (39)

wo die Summenzeichen sich ebenfalls auf alle » Wurzeln beziehen.
Die quadratische Form 7T ist charakteristisch fiir die Anzahl der
reellen Wurzeln; bildet man ferner die Hesse’sche Determinante
des Productes H = IT®, so ergiebt sich durch Vergleichung mit
(29) die Discriminante

0T
A(wl,wg...co,,)=2ﬂzm-
was auch umittelbar aus (39) folgt.

2T

i W ] (40)

§. 160.

Der Inbegriff aller algebraischen Zahlen bildet offenbar eben-
falls einen Korper*). Wir wollen nun, indem wir unserem eigent-

*) Dass es ausser den algebraischen noch andere, sogenannte transcen-
~ dente Zahlen giebt, ist meines Wissens zuerst von Liouville bewiesen (Sur
des classes trés-étendues de quantités dont la valeur m'est ni algébrique, ni
méme réductible & des irrationnelles algébriques; Journ. de Math. T. XVI.
1851). Man vermuthet, dass die Ludolph’sche Zahl 7 eine solche transcendente
Zshl ist; allein selbst die als specieller Fall hierin enthaltene Behauptung,
dass die Quadratur des Zirkels unmoglich sei, ist bis auf den heutigen Tag
noch nicht erwiesen. "(Vergl. Euler: De relatione inter ternas pluresve
quantitates tnstituenda. §. 10. Opusc. anal. T. II. 1785.)
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lichen Gegenstande ndher treten, eine Zahl o eine gamze alge-
braische Zahl nennen, wenn sie die Wurzel einer Gleichung ist,
deren Coefficienten rationale ganze Zahlen sind, wobei wir ein- fiir
allemal bemerken, dass wir unter den Coefficienten einer Function
mten Gyades

Fg) =cam+ ot pam2 4 - -« +cp
oder der Gleichung F(x) = 0 stets die m Quotienten
1

2 nCn
- +'c—'(~1) ¢

c

verstehen. Aus dieser Erklarung folgt zunichst, dass eine rationale
Zahl stets und nur dann eine ganze algebraische Zahl ist, wenn
sie eine ganze Zahl im gewdhnlichen Sinne des Wortes ist (vergl.
§. 5, 4.); diese Zahlen wollen wir von jetzt ab rationale gamze
Zahlen, alle algebraischen ganzen Zahlen aber kurz ganze Zahlen
nennen. Dieses vorausgeschickt, schreiten wir zum Beweise der
folgenden Fundamentalsitze.

1. Die Summe, die Differenz und das Product zweier ganzen
Zahlen o, B sind wieder ganze Zahlen.

Sind a, b resp. die Grade der Gleichungen @ (o) = 0 P (B)=0,
deren’ Coefficienten rationale ganze Zahlen sind, und bezeichnet
man mit oy, @, . . . ©, die simmtlichen ab Producte von der Form
a8, wo o irgend eine der Zahlen 0, 1,2 ... (¢ —1), und &' ir-
gend eine der Zahlen 0,1, 2 ... (b —1) bedeutet, so wird, wenn
© = a + B, oder = «— f3, oder — a f ist, jedes der n Producte
0o, OO, ... 00, mit Zuziehung der Gleichungen ¢ (a) =0,
¥(8) = 0 auf die Form r, 0, + 7,0, + - - - + 7,0, gebracht wer-
den konnen, wo 7y, 73 . . . 7, rationale ganze Zahlen sind. Elimi-
nirt man die » Grossen ®;, @, ... @, aus diesen n Gleichungen,
so ergiebt sich fir @ eine Gleichung vom #ten Grade (wie (6) in
§. 159), deren Coefficienten rationale ganze Zahlen sind, was zu
beweisen war (vergl. §. 139).

9. Die ganze Zahl « heisst theilbar durch die ganze Zahl g,
oder ein Multiplum von B, wenn der Quotient «:f ebenfalls eine
ganze Zahl ist; umgekehrt heisst § ein Divisor oder Theiler von
o (vergl. §. 3). Ebenso setzen wir @ = f (mod. ), wenn o —f3
durch y theilbar ist, und nennen «, 8 congruent nach dem Modul y
(vergl. § 17). Man erkennt sofort (zufolge 1.), dass die Sétze des
§. 8 und auch die des §. 17 (mit vorliufiger Ausnahme von 6. und
8.; vergl. §. 164, 3.) ihre Giiltigkeit behalten.
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3. Jede Wurzel @ einer Gleichung, deren Coefficienten ganze
Zahlen sind, ist ebenfalls eine ganze Zahl.

Ist @ die Wurzel einer Gleichung mten Grades F(w) = 0,
deren Coefficienten o, 8 . . . ganze Zahlen sind, sind ferner 4,5 ...
resp. die Grade der mit rationalen ganzen Coefficienten behafteten
Gleichungen @ (@) = 0, ¢ () = 0 . . ., so fiihre man die simmt-
lichen mab . . . Producte @, @, . .. @, von der Form o™ o g'..
ein, wo dle ganzen rationalen Exponenten den Bedlngungen
0 S m<m0=ad<a 0=V <b...geniigen; dann lisstsich
vermoge der Gleichungen F(w) = 0, t;p(oc) =0, () =0.
jedes der » Producte ww,, ww, ... @, wieder in die Form
r @+ ry0, + -+« - + 7,0, bringen, wo #,7; . . . 7, rationale ganze
Zahlen bedeuten, und hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit des
Satzes.

Ist daher z. B. @ eine ganze Zahl, und r eine beliebige (ganze
oder gebrochene) positive rationale Zahl, so ist auch ar eine ganze
Zahl (vergl. §. 5, 4.).

4. Bekanntlich lassen sich die Begriffe der Theilbarkeit und
des Vielfachen von den ganzen rationalen Zahlen unmittelbar auf die
ganzen rationalen Functionen iibertragen, und es giebt einen Algo-
rithmus zur Auffindung des grissten gemeinschaftlichen Divisors
@ (%) zweier gegebenen Functionen F'(2), f(x), welcher demjenigen
der Zahlentheorie (§. 4) vollstindig analog ist. Sind die Coeffi-
cienten von F'(z) und f(») sémmtlich in einem Korper K enthalten,
so werden auch die Coefficienten von ¢(z) Zahlen des Korpers K
sein, weil sie durch Addition, Multiplication, Subtraction und Di-
vision aus den Coefficienten von F(z) und f(x) entstehen. Hier-
aus folgt leicht, dass, wenn o die Wurzel einer solchen Gleichung
F'(0) = 0 ist, deren Coefficienten Zahlen des Korpers K sind, noth-
wendig auch eine solche Gleichung ¢(e) = 0 von niedrigstem
Grade existiren muss, welche trreductibel in K heissen soll und
welche offenbar keme anderen Wurzeln besitzen, kann als die
Gleichung F'(¢) = 0. Hieraus folgt der Satz:

Ist o eine gamze Zahl, und K ein bestimmier Korper, so sind
alle Coefficienten der in K irreductibelen Gleichung ¢ (¢) = 0
ganze Zahlen.

Denn weil o eine ganze Zahl, also die Wurzel einer Gleichung
F(e) = 0 ist, deren Coefficienten rationale ganze Zahlen und folg-
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lich auch Zahlen des Korpers K sind (§. 159), so kann die in K
irreductibele Gleichung ¢(«) — 0, welcher o geniigt, nur ganze
Zahlen zu Wurzeln haben; da aber die Coefficienten einér Gleichung
durch Addition und Multiplication aus ihren Wurzeln entstehen,
so sind (zufolge 1.) auch die Coefficienten der Gleichung @ (¢) =0
ganze Zahlen, was zu beweisen war.

Der einfachste Fall, in welchem K der Korper der rationalen
Zahlen ist, findet sich bei Gauss*).

5. Ist @ trgend eine algebraische Zahl, so giebt es immer un-
endlich viele (von Null verschiedene) rationale ganze Zahlen h von
der DBeschaffenheit, dass ho eine ganze Zahl wird, und swar stim-
men diese simmitlichen Zahlen h mit den simmilichen rationalen
Vielfachen der kleinsten unter ihnen tiberein.

Da ¢ eine algebraische Zahl, also die Wurzel einer Gleichung
von der Form

cem et F et o =0
ist, wo ¢, ¢, ¢ . .. ¢, rationale ganze Zahlen bedeuten, so er-
giebt sich durch Multiplication mit ¢»—1, dass c¢ eine ganze Zahl
ist. Sind ferner ap, bo ganze Zahlen, wo @, b rationale ganze
Zahlen bedeuten, deren grosster gemeinschaftlicher Theiler = &
ist, so folgt leicht (aus 1. und §. 4), dass auch ho eine ganze Zahl
ist. Hieraus ergiebt sich unmittelbar der zu beweisende Satz.

6. Versteht man unter einer Einheit eine ganze Zahl &, welche
in allen ganzen Zahlen aufgeht, so ist zunichst erforderlich, dass
sie auch in 1 aufgeht, dass also 1 = ¢¢&’, und & eine ganze Zahl
ist; wenn nun .
emteoemtdodey =0
die im Korper der rationalen Zahlen irreductibele Gleichung ist,
welcher & geniigt, so muss (zufolge 4.) ¢» = 1 1 sein, weil & der
ebenfalls irreductibelen Gleichung

Cn€™+Cpg&@m 13 b +1=0
geniigt; umgekehrt, ist dies der Fall, so geht & in 1 und folglich
in allen ganzen Zahlen auf, ist also eine Einheit. Die Anzahl der
Einheiten ist offenbar unbegrenzt.
Ist « theilbar durch o/, und sind &, & irgend welche Einheiten,
so ist offenbar auch eo durch &'¢’ theilbar; hinsichtlich der Theil-
barkeit verhalten sich daher alle Zahlen ¢, welche den simmt-

%) D. A. art. 42.
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lichen Einheiten & entsprechen, genau wie «. Zwei ganze Zahlen,
deren Quotient keine Einheit ist, wollen wir wesentlich verschieden
nennen.

7. Will man nun den Begriff der Primesahl so fassen, dass sie
ausser sich selbst und den Einheiten keine wesentlich verschiedene
Theiler besitzt und auch selbst keine Einheit ist, so erkennt man
sofort, dass gar keine solche Zahl existirt; ist ndmlich o eine ganze
Zahl, aber keine Einheit, so besitzt sie immer unendlich viele
wesentlich verschiedene Divisoren, z. B. die Zahlen Ve, Ve,
Ve u s. £, welche (zufolge 3.) ganze Zahlen sind. ]

Dagegen lisst sich der Begriff von relativen Primzahlen voll-
stindig definiren, und diese Frage wird uns iiberhaupt auf den
richtigen Weg leiten, welcher bei den ferneren Untersuchungen
einzuschlagen ist. Da von einem grissten gemeinschaftlichen Theiler
zweier ganzen Zahlen wvorliufig (vergl. §. 164, 3.) nicht gesprochen
werden kann, so ist es auch unmdéglich, die Definition von relativen
Primzahlen so zu fassen, wie sie in der Theorie der rationalen
Zahlen aufgestellt wird (§. 5); aber aus dieser Definition ergaben
sich mehrere Sétze, deren jeder umgekehrt das Verhalten zweier
relativen Primzahlen vollstdndig charakterisirt, ohne die Kennt-
niss ihrer simmtlichen Divisoren vorauszusetzen. Ein solcher Satz
ist z. B. der folgende (§. 7): Sind a, b relative Primzahlen, so ist
jede durch @ und & theilbare Zahl auch durch ab theilbar. Dieser
Satz lisst sich in der That umkehren: Ist jede durch @ und &
“theilbare Zahl auch durch ab theilbar, so sind a, b relative Prim-
- zahlen. Héatten nédmlich die beiden Zahlen @ — ha', b = hd’ einen
gemeinschaftlichen Theiler A > 1, so wire ha'd’ eine durch ¢ und
- b, aber nicht durch ab theilbare Zahl.

« Diese Betrachtung veranlasst uns, folgende fiir das Gebiet aller
ganzen algebraischen Zahlen giiltige Erklidrung aufzustellen:

Zwei von Null verschiedene ganze Zahlen e, f heissen relative
Primzahlen, wenn jede durch ¢ und B theilbare Zohl auch durch
af theilbar ist.

Vor Allem bemerken wir, dass zwei relative Primzahlen im
~alten Sinne des Wortes, d.h. zwei rationale ganze Zahlen a, b, deren
grosster gemeinschaftlicher Divisor = 1 ist, auch im neuen Sinne -
relative Primzahlen bleiben; ist ndmlich eine ganze algebraische
Zahl p theilbar durch ¢ und &, so ist der Quotient ¢ = p:ab eind
algebraische Zahl der Art, dass ag und be ganze Zahlen sind; mit-
hin muss (zufolge 5.) auch ¢ eine ganze Zahl, also y theilbar durch



Composition der Formen. 441

ab sein, was zu beweisen war. Dass ferner umgekehrt zwei rela-
tive Primzahlen im neuen Sinne des Wortes, welche zugleich ra-
tional sind, auch relative Primzahlen im alten Sinne sind, versteht
sich zufolge der der neuen Erklirung vorausgeschickten Erorterung
von selbst.

Wir nennen ferner die ganzen Zahlen «, 8, p, 0 . . . kurz rela-
tive Primzahlen, wenn jede von ihnen relative Prlmzahl zu jeder der
andern ist (vergl. §. 6); ist dann eine ganze Zahl o durch jede von
ihnen theilbar, so ist sie auch durch ihr Product theilbar (vergl.
§. 7), weil, wie man leicht findet, auch der folgende Satz (§. 5, 3.)
seine Giiltigkeit behalt: Ist jede der Zahlen «, ', 9’ ... relative

Primzahl zu jeder der Zahlen o, B, ", 8" ..., so sind auch die
Producte «'f'y'... und o"p"9"d"” ... relative Primzahlen und
umgekehrt.

Aber wie soll man definitiv entscheiden, ob zwei gegebene
ganze Zahlen «, 8 relative Primzahlen sind? Man konnte ver-
suchen, folgenden Weg einzuschlagen. Da «—! und - algebrai-
sche Zahlen sind, so giebt es (zufolge 5.) immer zwei kleinste po-
sitive ganze rationale Zahlen @, b von der Art, dass ao—! und 54!
ganze Zahlen, d. h. dass a, b resp. durch «,  theilbar werden;
zeigt sich nun, dass a, b relative Primzahlen sind, so sind auch «, 3
gewiss relative Primzahlen. Aber man muss sich hiiten zu glauben,
dass auch das Umgekehrte Statt findet, dass also die kleinsten ra-
tionalen Multipla a, b von zwei relativen Primzahlen «, § noth-
wendig selbst relative Primzahlen sein miissen. So z. B. sind in
der That die beiden conjugirten Zahlen « = 2 + 4 und g = 2—1
relative Primzahlen, und doch ist @ = = 5. Eine wesentliche
Reduction unserer Aufgabe wird aber durch den folgenden Satz
bewirkt:

Wenn zwei ganze Zahlen o, B sich in einem Kirper K, dem
sie selbst angehdren , als relative Primzahlen bewdhren, d. h. wenn
Jede durch o und @ theilbare Zahl™ des Korpers K auch durch of
theilbar ist; so sind e, B wirklich relative Primzahlen.

Ist nidmlich @ irgend eine durch e und durch B theilbare
ganze Zahl, und ist

O 10"+ PR 4P =0

die in K irreductibele Gleichung, welcher @ geniigt, so sind (zufolge
4.) die Zahlen y;, 7; . . . yn ganze Zahlen des Korpers K; da ferner
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die ganzen Zahlen o' — w:a und ' — w:f resp. den in K irre-
ductibelen Gleichungen

(@e)+ p (@)™ - oy =10

(ﬁﬂ’)m + Vl(ﬁﬁ’)m_l +-ee+ =0
geniigen, so sind (zufolge 4.) auch die Quotienten ¢,: ¢» und y,: 8"
ganze Zahlen des Korpers K; da ferner nach Voraussetzung jede
durch « und g theilbare Zahl des Korpers K auch durch «p theil-
bar ist, so ergiebt sichleicht, dass auch jede durch «* und g theil-
bare Zahl y, des Korpers K durch a»f” theilbar, also von der Form
arfiry, ist, wo ¢, eine ganze Zahl bedeutet; setzt man nun @ =
afw’, so geniigt @' der Gleichung

@' P gy = 0,

deren Coefficienten ‘ganze Zahlen sind; mithin ist @' (zufolge 3.)
eine ganze Zahl, d. h. @ ist auch theilbar durch «f, was zu be-
weisen war.

Hieraus geht hervor, dass man, um das gegenseitige Verhalten
zweier ganzen Zahlen o,  zu untersuchen, nur den kleinsten Kor-
per K zu bilden braucht, welchem sie beide angehoren; und dieser
Korper ist, wie man leicht erkennt, immer von der im vorigen Pa-
ragraphen betrachteten Beschaflenheit.

§. 161.

Um den spiteren Verlauf der Darstellung nicht zu unter-
brechen, schalten wir hier eine sehr allgemeine Betrachtung ein,
welche fiir die nachfolgenden, sowie fiir viele andere, unserem Ge--
genstande fremde Untersuchungen von grossem Nutzen ist.

1. Ein System a von reellen oder complexen Zahlen «, deren
Summen und Differenzen demselben System a angehiren, soll ein
Modul heissen; wenn die Differenz zweier Zahlen @, ' in a ent-
halten ist, so wollen wir sie congruent nach a nennen und dies
durch die Congruenz

0 = o (mod. a)
andeuten. Solche Congruenzen konnen addirt, subtrahirt und folg-
lich auch mit beliebigen ganzen rationalen Zahlen multiplicirt wer-
den, wie Gleichungen. Da je zwei einer dritten congruente Zahlen
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auch einander congruent sind, so kann man alle existirenden Zahlen
in Classen (mod. a) eintheilen, indem man je zwei congruente Zahlen
in dieselbe Classe, je zwei incongruente in zwei verschiedene Classen
aufnimmt.

2. Wenn alle Zahlen eines Moduls a auch Zahlen eines Moduls
b sind, so heisse a ein Vielfaches von b, und d ein Theiler von a;
oder wir sagen auch, b gehe in a auf, a sei theilbar durch b. Aus
jeder Congruenz @ = @' (mod. a) folgt auch ® = o' (mod. d).
Offenbar besteht d aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl
von Classen (mod. a).

Sind a, b irgend zwei Moduln, so bilden alle die Zahlen, welche
gleichzeitig in a und in b enthalten sind, das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache m von a und b, weil jedes gemeinschaftliche Viel-
fache von a und b auch durch den Modul m theilbar ist. Durch-
lduft « alle Zahlen des Moduls a, 8 alle Zahlen des Moduls b, so
bilden die Zahlen « -+ 8 den grissten gemeinschaftlichen Theiler
von a und b, weil jeder gemeinschaftliche Theiler von a und % auch
in dem Modul b aufgeht.

3. Sind @, @, . .. @, gegebene Zahlen, so bilden alle Zahlen
von der Form

w=h1m1+h2m2+"'+hnwna (1)
wo hy, by . . . h, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, einen
endlichen Modul o, und wir wollen den Complex der = Zahlen
©,;, @y . .. 0, migen sie abhiingig oder unabhingig von einander

sein, eine Basis des Moduls o nennen. Dannbesteht folgender Satz:

Wenn alle Zahlen o eines endlichen Moduls o durch Multi-
plication mit rationalen, von Null verschiedenen Zahlen in Zahlen
etnes Moduls m verwandelt werden kinmen, so enthdlt o nur eine
endliche Anzahl incongruenter Zahlen (mod. m).

Da es niimlich » rationale, von Null verschiedene Zahlen ry,
¥y ..., der Art giebt, dass die Producte », oy, 7, @,...7,60, inment-
halten sind, so giebt es auch eine ganze rationale, von Null verschie-
dene Zahl s der Art, dass alle Producte s@ =0 (mod.m) sind. Lésst
man daher jede der » ganzen rationalen Zahlen h,, hy . .. h, ein
vollstéindiges Restsystem (mod. s) durchlaufen, so entstehen s» Zahlen
@ von der Form (1), und jede Zahl des Moduls o ist wenigstens einer
derselben congruent (mod. m); mithin ist die Anzahl der in o ent-
haltenen, nach m incongruenten Zahlen hichstens = s, was zu
beweisen war.
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Allein es ist wichtig, die Anzahl dieser incongruenten Zahlen
genau zu bestimmen. Zu diesem Zweck betrachten wir das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache a der beiden Moduln o und m; da je
zwei nach m congruente Zahlen o, @' des Modul o auch nach a con-
gruent sind, und umgekehrt, so ist unsere Aufgabe die, die An-
zahl der Classen (mod. a) zu bestimmen, aus welchen o_besteht.
Wir suchen daher zundchst die allgemeine Form aller in a ent-
haltenen Zahlen '

a=k1m1+k2m2+°-'+knmn (2)
aufzustellen, wo %;, %, . . . k, jedenfalls ganze rationale Zahlen be-
deuten. Ist nun # ein bestimmter Index aus der Reihe 1, 2 ... n,

so giebt es unter allen den Zahlen ¢=6,, in welchen k.., = 0,
Feyo = 0 ...k, = 0 ist, auch solche, in denen k. von Null ver-
schieden ist (z.B. s ®,), und unter diesen sei

o = oo + a4 -+ - +aw, 3)
eine solche, in welcher %, den kleinsten positiven Werth a besitzt.
Dann leuchtet ein, dass der Werth von %, in jeder Zahl 6, durch
a theilbar, also von der Form a{, ist, wo z, eine ganze ratio-
nale Zahl bedeutet, und dass folglich 6, — 2z, o, = 6,_; eine Zahl
o ist, in welcher %, %, . . . k, verschwinden. Hieraus folgt sofort,
dass, nachdem man fiir jeden Index 7 eine solche particulire Zahl
o, des Moduls a aufgestellt hat*), jede Zahl « gewiss in die Form

] B o == I 04 +Z'2ag+"'+xnan (4)
gebracht werden kann, wo zy, 2, . . . , ganze rationale Zahlen be-

deuten , aus welchen die in der Form (2) vorkommenden Zahlen
ki, ks . . . k, durch die Gleichungen
kr = a's'r)xr + a£r+1)xr+1 + te + aﬁ")xﬂ (5)
abgeleitet werden; und umgekehrt sind alle Zahlen & von der Form
(4) in a enthalten.
Ist nun eine Zahl @ von der Form (1) gegeben, sind also &,
hy . . . h, gegebene rationale ganze Zahlen, so sind alle Zahlen o’

des Moduls o, welche ihr nach m congruent sind, welche also eine
Classe (mod. a) bilden, von der Form

m’=m+uihiw1+kﬁwz+"'+k:»mm (6)

*) Das System dieser n particuliren Zahlen wird ein vollstindig be-
stimmtes, wenn man die Bedingung hinzufiigt, dass 0 < a{? < a{” sein
soll, wenn #/ > r ist.
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wo zufolge (5)
=h, +aPz +aftVz,  + - +alz,

ist, und hleraus folgt, dass man successive die wﬂlkurhchen ratio-
nalen ganzen Zahlen 2,, z,—; . . . %, ; stets und nur auf eine ein-
zige Art so bestimmen kann, dass die » Zahlen A, den Bedingungen

0=h <a® M
geniigen. In jeder Classe existirt daher ein und nur ein Reprd-
sentant ®' von der Form (6), welcher diesen Bedingungen (7) ge-
niigt; mithin ist die Aneahl der verschiedenen Classen (mod. a),
aus welchen der Modul o besteht, gleich dem Producte a)a} ... a(,
d. h. gleich der Determinante des Coefﬁc1entensystems in den n

particuliren Zahlen o, von der Form (3), welche eine Basis von a
bilden *). '

8. 162.

Wir beschrinken uns von jetzt an auf die Untersuchung der
ganzen Zahlen, welche in einem endlichen Korper & !(§. 159) ent-
halten sind.

1. Da jede algebraische Zahl (zufolge §. 160, 5.) durch Mul-
tiplication mit einer rationalen ganzen von Null verschiedenen Zahl
in eine ganze Zahl verwandelt werden kann, so diirfen wir an-
nehmen, dass die Zahlen @, @, ... ®@,, welche eine Basis des
Korpers & bilden, simmtlich ganze Zahlen sind, und es wird dann
(zufolge §. 160, 1.) jede Zahl

(11— Eh,ca, (1)

gewiss eine ganze Zahl sein, wenn ihre Coordinaten A, rationale
ganze Zahlen sind; aber dies ldsst sich im Allgemeinen nicht um-
kehren, d. h. es kann @ sehr wohl eine ganze Zahl sein, auch wenn
ihre Coordinaten theilweise oder sémmtlich gebrochene Zahlen

*) Die weitere Entwicklung der allgemeinen Theorie der Moduln wiirde
uns hier zu weit fihren (vergl. §. 168); wir erwihnen nur noch folgenden
Satz: Sind die Basiszahlen eines endlichen Moduls von einander abhéngig,
so giebt es immer eine aus unabhiingigen Zahlen bestehende Basis desselben
Moduls. Die eleganteste Methode, die neue Basis aufzufinden, bestehtin einer
Verallgemeinerung der von Gauss angewandten Behandlung der partialen
Determinanten (D. 4. artt. 284, 236, 279).
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sind. Dies ist einer der wichtigsten Puncte der Theorie und muss
deshalb vor Allem aufgeklidrt werden.

Wir schicken zunichst die einleuchtende Bemerkung voraus,
dass die Discriminante (§. 159, (10)) eines jeden Systems von n
unabhéingigen ganzen Zahlen gewiss eine von Null verschiedene
rationale und zwar ganee, Zahl ist, weil sie durch Addition, Sub-
traction und Multiplication aus lauter ganzen Zahlen gebildet ist.
Giebt es nun wirklich in & eine ganze Zahl

)
ﬁ — .ELTS._" (2)
wo 8, ki, ks . . . k, ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen

Theiler bedeuten, deren erste s > 1 ist, so behaupten wir, dass
s? in der Discriminante 4 (w;, @, . . . ®,) aufgeht, und dass man
eine neue Basis von ganzen Zahlen ,, 8, ... f, aufstellen kann,
deren Discriminante absolut genommen < A (o5, @, . . . @,) ist.

Um dies zu beweisen, bezeichnen wir mit m den aus allen
durch s theilbaren ganzen Zahlen bestehenden Modul, ebenso mit
o das System aller Zahlen @ von der Form (1), deren Coordinaten
h, ganze Zahlen sind; da jedes Product se eine Zahl des Moduls m
ist, so konnen wir die allgemeine Untersuchung des vorigen Para-
graphen auf unsern Fall anwenden. Alle durch s theilbaren Zah-
len o des Systems o sind daher von der Form

o= Fx,0 =38 Izp,

wo die » Zahlen &, = s, particuldre Zahlen &, also die 8, ganze
Zahlen des Korpers &, und die #, willkiirliche rationale ganze
Zahlen bedeuten.

Da nun alle Zahlen s auch solche Zahlen « sind, so kann man

@y = Zbﬁr)ﬁ‘, d(ml, Wy . .. G’n) = b2d(ﬁ], ﬁg PN ﬂn)

setzen, wo die Coefficienten b(” rationale ganze Zahlen sind, und b
die aus ihnen gebildete Determinante bedeutet; durch Umkehrung
ergiebt sich, dass die » Producte b,, mithin auch alle Quotienten
ba:s Zahlen des Systems o sind.

Wenden -wir dies Resultat auf die obige Voraussetzung (2) an,
dass die Zahl B eine ganze Zahl, ihr Zéhler X %, @, also eine Zahl
o ist, obgleich die Zahlen s, k;, %, . . . k, keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben, so folgt unmittelbar, dass b durch s theilbar ist, wo-
durch zugleich die obigen Behauptungen erwiesen sind. .
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Da nun die Discriminante eines jeden Systems von #» unab-
héingigen ganzen Zahlen des Korpers & eine von Null verschie-
dene ganze rationale Zahl ist, so giebt es unter allen diesen Dis-
criminanten .eine solche, deren Werth — abgesehen vom Vorzeichen
— ein Minimum ist, und aus der vorstehenden Untersuchung
folgt unmittelbar, dass, wenn eine Basis aus solchen ganzen Zahlen
@y, 0, . .. @, besteht, deren Discriminante diesen Minimumwerth
besitzt, die entsprechenden Coordinaten &, einer jeden ganzen Zahl
@ des Korpers nothwendig ganze rationale Zahlen sein miissen.
Eine solche Basis &y, @, ... @, wollen wir eine Grundreshe des Kor-
pers & nennen; aus ihr ergeben sich alle anderen Grundreihen
desselben Korpers, wenn man » ganze Zahlen  von der Form (1)
so wahlt, dass die aus den #? zugehorigen Coordinaten gebildete
Determinante =— 4 1 wird.

Die wichtigste Rolle spielt aber die Minimaldiscriminante selbst,
sowohl hinsichtlich der inneren*) Constitution des Korpers £, als
auch hinsichtlich seiner Verwandtschaft mit anderen Korpern**);
wir wollen daher diese positive oder negative ganze rationale Zahl
die Grundzahl oder die Discriminante des Kirpers & nennen und
mit 4 () bezeichnen; sie ist offenbar zugleich die Grundzahl eines
jeden mit & conjugirten Korpers.

Die Zahlen eines quadratischen Korpers sind z. B. von der Form
t+uVD, wo t, w alle rationalen Zahlen durchlaufen, und D eine
ganze rationale Zahl bedeutet, welche kein Quadrat und auch durch
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist. Ist D = 1 (mod. 4), so bilden
die Zahlen 1 und 1(1 4+ VD) eine Grundreihe des Korpers, und
seine Grundzahl ist =— D; ist dagegen D = 2 oder = 3 (mod. 4),
so bilden die Zahlen 1 und VD eine Grundreihe des Korpers, und
seine Grundzahl ist =— 4 D.

i

*) Vergl. Kronecker: Ueber die algebraisch auflosbaren Gleichungen
(Monatsbericht der Berliner Ak. 14. April 1856).

*¥) Die erste Spur dieser Beziehungen hat sich bei einer schénen Unter-
suchung von Kronecker gezeigt (Mémoire sur les facteurs irréductibles de
Vexpression x»—1; Journ. de Math., p. p. Liouville; T. XIX. 1854). Um
den Charakter dieser Gesetze, deren Entwicklung ich mir auf eine andere
Gelegenheit verspare, niher anzudeuten, fihre ich nur das einfachste Bei-
spiel an: das kleinste gemeinschaftliche Multiplum zweier von einander ver-
schiedenen quadratischen Korper 4, B ist ein biquadratischer Korper K, der
noch einen dritten quadratischen Kérper C zum Divisor hat; die Grundzahl
von K ist gleich dem Product aus den Grundzahlen von 4, B, C, und zwar
eine Quadratzahl.
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Ist ferner § eine primitive Wurzel der Gleichung 6™ — 1
(§. 139), wo m > 2, so bilden die Zahlen 1,6, 62... 6»! die
Grundreihe eines Korpers vom Grade n= ¢ (m), dessen Grundzahl

()
a—1 b—1 e¢—1
h Va Vb Ve . ..

ist, wo @, b, ¢ . . . alle verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen
bedeuten. Ist m — 3 (oder = 6), so ist dieser Korper ein qua-
dratischer, seine Grundzahl =— —3; ist m = 4, so ist die Grund-
zahl des quadratischen Korpers —— 4.

2. Aus den vorstehenden Principien ergiebt -sich leicht der
folgende Fundamentalsatz:

- Ist p eine von Null verschiedene ganze Zahl des Kirpers £, so
ist die Anzahl der nach dem Modul w incongruenten ganzen Zohlen
des Korpers gleich dem absoluten Werth der Norm des Moduls .

Es sei m das System aller durch p theilbaren ganzen Zahlen
(welche sich durch Addition und Subtraction reproduciren), und o
das System aller ganzen Zahlen des Korpers £, d. h. aller Zahlen
® von der Form (1), wo die Zahlen @, eine Grundreihe des Korpers
bilden, und die Coordinaten 4, beliebige ganze rationale Zahlen be-
deuten; da jeder Quotient w:u (zufolge §. 160, 5.) durch Multi-
plication mit einer von Null verschiedenen ganzen rationalen Zahl
in eine ganze Zahl verwandelt werden kann, so ist die Unter-
suchung des vorigen Paragraphen auf unsern Fall anwendbar.
Mithin sind alle durch g theilbaren Zahlen « des Systems o von
der Form '

: o= 3Xz0 =p 22,0,
wo die n Zahlen o, =— up, particuldre Zahlen « bedeuten, also die
Zahlen B, in o enthalten sind, und die Grossen z, alle rationalen
ganzen Zahlwerthe annehmen diirfen; die Anzahl der Classen,
in welche das System o in Bezug aufden Modul g zerfallt, ist ferner
gleich der aus den Coordinaten der » Zahlen @, a, . . . o, gebil-
deten Determinante a. Zugleich ist (nach §. 159, (11), (12))

A ) =wd(Q)=N@ @B - .. fu);

da nun jede durch yp theilbare Zahl o = yw des Systems o die
Form g 3z, B, besitzt, so-ist jede Zahl @ des Systems o auch von
der Form I x,f,; mithin bilden die Zahlén B, ebenfalls eine Grund-
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reihe des Korpers, und folglich ist 4 (B, . . . B,) = 4 (R), also a=
+ N(u), was zu beweisen war.

Zugleich leuchtet ein, dass nach der Methode des vorigen Para-
graphen ein System von @ incongruenten Reprisentanten der ver-
schiedenen Classen, also ein vollstindiges Restsystem fiir den Mo-
dul p aufgestellt werden kann*). N '

3. Will man jetzt zwei gegebene ganze Zahlen 6, u darauf
priifen, ob sie relative Primzahlen sind, so braucht man offenbar
@ nur ein vollstindiges Restsystem (mod. u) durchlaufen zu
lassen und nachzusehen, wie oft @ = 0 (mod. u) wird; zeigt sich,
dass dies nur dann eintritt, wenn @ = 0 (mod. g) ist, so ist also
jede durch A und u theilbare ganze Zahl §w auch theilbar durch
Ou, mithin sind 6, p relative Primzahlen; besitzt aber die Con-
gruenz o = 0 (mod. ) auch eine Wurzel w, welche nicht = 0
(mod. w) ist, so ist die entsprechende Zahl §» durch § und g, aber
nicht durch Ay theilbar, mithin sind 6, u keine relative Primzahlen.

Ist @ relative Primzahl zu g (z. B. § = 1), so durchliuft fe
gleichzeitig mit o ein vollstéindiges Restsystem (mod. w); folglich
hat jede Congruenz f® = @' (mod. g) immer eine und nur eine
Waurzel o (vergl §. 22); ist ferner ¢ (u) die Anzahl aller Classen,
deren Zahlen relative Primzahlen zum Modul g sind, so durchliuft
0 @ gleichzeitig mit @ die Reprisentanten aller dieser Classen, und
da dasProduct dieser Zahlen @ auch relative Primzahl zu y ist, so
ergiebt sich der Satz

Vv = 1 (mod. ),
welcher dem Fermat'schen Satze (§. 19) entspricht.

4. Verfolgt man diese Analogie mit der rationalen Zahlen-
theorie weiter, so dringt sich immer wieder die Frage nach der
Zusammensetzung der Zahlen des Systems o (d.h. der ganzen Zahlen
des Korpers &) aus Factoren auf, welche demselben System o an-

¥) Bilden die n Zahlen o, ¢rgend eine Basis des Kdrpers £, und ist o
das System aller der Zahlen w von der’Form (1), deren Coordinaten ganze
Zahlen sind, so reproduciren sich die Zahlen des Systems o durch Addition
und Subtraction ; nimmt man ferner an, dass sie sich auch durch Multiplication
reproduciren, woraus zugleich folgt, dass sie ganze Zahlen sind, und nennt
man zwei solche Zahlen o, o' stets und nur dann congruent in Bezug auf eine
dritte solche Zahl u, wenn der Quotient (w— o'):u wieder eine Zahl des
Systems o ist, so ist die Anzahl der in o enthaltenen, nach u incongruenten
Zsahlen ebenfalls = + N (u). Vergl §. 165, 4.

Dirich1dt , Zahlentheorie. 29
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gehoren, und es zeigt sich zunichst, dass die unbegrenzte Zerleg-
barkeit der ganzen Zahlen, wie sie in dem unendlichen Korper
aller algebraischen Zahlen auftrat (§. 160, 7.), in einem endlichen
Korper & wieder verschwindet. Dafiir tritt aber bei unendlich
vielen solchen Korpern £ ein hochst eigenthiimliches Phinomen
auf, das schon frither (§. 16) gelegentlich erwihnt ist*). Nennt
man eine Zahl in o zerlegbar, wenn sie dasProduct aus zwei Zahlen
in o ist, welche beide keine Einheiten sind, dagegen wnzerlegbar,
wenn dies nicht der Fall ist, so ist offenbar jede zerlegbare Zahl u
darstellbar als Product aus einer endlichen Anzahl von unzerleg-
baren Zahlen (vergl. § 8), weil die Norm von u gleich dem Pro-
ducte aus den Normen der einzelnen Factoren ist (§. 159); aber es
zeigt sich hiiufig, dass diese Zerlegung nicht eine vollkommen be-
stimmte ist, sondern dass mehrere wesentlich verschiedene Zer-
legungen derselben Zahl in unzerlegbare Factoren existiren (§. 160,
6.). Dies widerspricht so sehr dem in der rationalen Zahlentheorie
herrschenden Begriffe des Primzahlcharakters (§. 8), dass wir des-
halb eine unzerlegbare Zahl als solche noch nicht als Primzahl an-
erkennen wollen; wir suchen daher fiir den wahren Primzahl-
charakter ein kriftigeres Kriterium als diese unzuléngliche Unzer-
legbarkeit aufzustellen, #hnlich wie frither bei dem Begriffe der
relativen Primzahl (§. 160, 7.), indem wir die zu untersuchende
Zahl g nicht zerlegen, sondern ihr Verhalten als Modul -betrachten:

Eine ganze Zahl w, welche keine Einheit ist, soll eine Primzahl
heissen, wenn jedes durch w theilbare Product no wenigstens einen
durch p theilbaren Fuactor v oder @ besitat.

Es ergiebt sich dann sofort, dass die hochste in einem Pro-
ducte aufgehende Potenz einer Primzahl w das Product aus den
hochsten in den einzelnen Factoren aufgehenden Potenzen von u,

*) Das dortige Beispiel passt freilich nicht ganz hierher, insofern die
ganzen Zahlen des der Gleichung ¢? = — 11 entsprechenden quadratischen
Kérpers nicht durch die Form ¢ 4 ug, wohl aber durch die Form ¢ 4 %0
erschopft werden, wo 26 = 1 + o ist; die Zahlen 38, 5, 2 +-9¢, 2 — ¢ sind
in der That zerlegbar: 83=6(1—6), 5=(1+4+6) (2—0), 2—po=—06(110),
24 ¢ =—(1—6) (2—0); die vier Zahlen 6, 1 —6, 1+ 6, 2 —46 sind Prim-
zahlen in diesem Korper. Die in Rede stehende Erscheinung tritt aber in
dem der Gleichung #2=—5 entsprechenden quadratischen Kérper an dem
Beispiel 8.7 = (1+2#) (1 —2%) wirklich auf (vergl. §. 71; die beiden
Zabhlen 8, 7 sind durch die Hauptform der Determinante — 5 nicht dar-
stellbar).
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und dass jede durch g nicht theilbare Zahl relative Primzahl zu p
ist. Man erkennt ferner leicht, dass die kleinste durch w theilbare
rationale ganze Zahl p nothwendig eine Primzahl (im Kérper der
rationalen Zahlen), und folglich die Norm von g eine Potenz von p,
nimlich ein rationaler Divisor von N(p) = p* sein muss. Es wer-
den daher gewiss alle Primzahlen g des Korpers & entdeckt, wenn
die Divisoren aller rationalen Primzahlen p aufgesucht werden.

5. Ist aber p keine Primzahl (und auch keine Einheit), exi-
stiren also zwei durch g nicht theilbare Zahlen %, ¢, deren Pro-
duct 5o durch g theilbar ist, so schreiten wir zu einer Zerlegung
von g in wirkliche oder ideale, d. h. fingirte Factoren.. Giebt es
némlich in o einen grossten gemeinschaftlichen Theiler » der bei-
den Zahlen 5 und g = wvy’, der Art, dass die Quotienten 7:» und
w:v relative Primzahlen sind, so ist g in die beiden Factoren »
und g’ zerlegt, von denen keiner eine Einheit ist, weil weder ¢ noch
n durch p theilbar ist. Der Factor u' ist wesentlich dadurch be-
stimmt, dass- alle Wurzeln o der Congruenz 7o’ = 0 (mod. u)
durch g’ theilbar sind (z. B. auch o/ = @), und dass ebenso jede
durch p' theilbare Zahl ' auch der vorstehenden Congruenz ge-
niigt. Umgekehrt, giebt es in o eine Zahl ', welche in allen Wur-
zeln o' der Congruenz ne/ = 0 (mod. g) und nur in diesen aufgeht,
so istauch g theilbar durch w/, und der Quotient » = p: g’ ist der
grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 5 und .

Aber es kann sehr wohl der Fall eintreten, dass in o keine
solche Zahl g’ zu finden ist; als nun diese Erscheinung (bei den
aus Einheitswurzeln gebildeten Zahlen) Kummer entgegentrat, so
kam er auf den gliicklichen Gedanken, trotzdem eine solche Zahl
' zu fingiren und dieselbe als ideale Zahl einzufiihren; die Theil-
barkeit einer Zahl o/ durch diese ideale Zahl w’ besteht lediglich
darin, dass ¢’ eine Wurzel der Congruenz ne’ = 0 (mod. ) ist,
und da diese idealen Zahlen in der Folge immer nur als Theiler
oder Moduln auftreten, so hat diese Art ihrer Einfilhrung durchaus
keine Bedenken. Allein die Befiirchtung, dass die unmittelbare
Uebertragung der bei den wirklichen Zahlen iiblichen Benennungen
auf die idealen Zahlen im Anfang leicht Misstrauen gegen die
Sicherheit der Bewelsfuhrung einflossen konnte, veranlasst uns, die
Untersuchung dadurch in ein anderes Gewand einzukleiden, dass
wir immer ganze Systeme von wirklichen Zahlen betrachten.

~

29*
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§. 163.

Wir griinden die Theorie derin o enthaltenen Zahlen, d. h. aller
ganzen Zahlen des Korpers &, auf den folgenden neuen Begriff.

1. EinSystem a von unendlich vielen in o enthaltenen Zahlen
soll ein Ideal heissen, wenn es den beiden Bedingungen geniigt;

I. Die Summe und die Differenz je zweier Zahlen in a sind
wieder Zahlen in a. ‘

II. Jedes Product aus einer Zahl in q und einer Zahl in o ist
wieder eine Zahl in a.

Ist o irr a enthalten, so sagen wir, o sei theilbar durch a, a gehe
in o auf, weil die *Ausdrucksweise hierdurch an Leichtigkeit ge-
winnt. Wir nennen ferner zwei in o enthaltene Zahlen w, ®’, deren
Differenz durch a theilbar ist, congruent nach a (vergl. §. 161), und
bezeichnen dies durch die Congruenz @ = &’ (mod. a); solche Con-
gruenzen diirfen (zufolge 1) addirt, subtrahirt und (zufolge II.)
multiplicirt werden, wie Gleichungen. Da je zwei einer dritten
congruente Zahlen auch einander congruent sind, so kann man alle
Zahlen in Classen (mod. a) eintheilen, indem man je zwei con-
gruente Zahlen in dieselbe, je zwei mcongruente Zahlen in zwei
verschiedene Classen wirft; da nun, wenn g eine von Null ver-
schiedene Zahl in a bedeutet, je zwei nach g congruente Zahlen (zu-
folge IL.) auch nach a congruent sind — woraus zugleich folgs, dass
a aus einer oder mehreren Classen (mod. ) besteht — so ist (zufdlge
§.162, 2.) die Anzahl der Classen (mod. a), in welche o zerfillt, end-
lich*). Wahlt man aus jeder Classe ein Individuum als Reprasen-
tanten, so bilden dieselben ein vollstindiges Restsystem (mod. a);

" die Anzahl dieser Classen oder incongruenten Zahlen soll die Nom
von a.heissen und mit N (a) bezeichnet werden.

Ist  eine vonNull verschiedene Zahl in o, so bilden alle durch
4 theilbaren Zahlen in o ein Ideal, welches mit i(n) bezeichnet
werden soll; solche Ideale sind besonders ausgezeichnet und sollen

*) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar' aus §. 161; ist niémlich w.irgend
eine Zahl in o, so kann durch Multiplication mit einer von Null verschiedenen
ganzen rationalen. Zahl der Quotient w:u in eine ganze Za.hl also w (zu-
folge I1) in eine Zahl des Ideals a verwandelt werden. :
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Hauptideale heissen; die Norm von i(n) ist = £ N(); ist # eine
Einheit, so ist i(y) = o, und umgekehrt.

2. Wenn alle Zahlen eines Ideals a auch in einem Ideal b
enthalten sind, so besteht offenbar b aus einer oder mehreren Classen
(mod. a), und wir wollen sagen, a sei ein Multzplum von b oder
theilbar durch b, b sei ein Theiler von a oder gehe in a auf.

Besteht b aus » Classen (mod. a), soist N(a) =N (d). Durch-
lguft ndimlich 0 die Représentanten dieser  Classen, und ¢ ein voll-
stindiges Restsystem (mod. b), so bilden die » N(d) Zahlen y 4 &
ein vollstindiges Restsystem (mod. a); denn erstens:ist jede Zahl
in o congruent einer Zahl y (mod. b), also = ¢ + 0 (mod. a), und
zweitens folgt aus y 40 =y’ + ¢’ (mod. a), wo 9, & #hnliche
Bedeutung haben wie ¢, 8, successive y 48 = 3’ 4 &' (mod. b),
y = ¢' (mod. d), y = 7', also d = &' (mod. a), § = &', d. h. die
simmtlichen Zahlen y 4 0 sind incongruent (mod. q).

Ein Ideal besitzt folglich nur eine endliche Anzahl von Theilern.
Ist m theilbar durch a, a durch b, so ist auch m durch b theilbar.
Das Hauptideal o selbst geht in jedem Ideal auf und ist zugleich
das einzige Ideal, welches die Zahl 1 oder iiberhaupt Einheiten ent-
hilt, und dessen Norm = 1 ist.

DasSystem aller derjenigen Zahlen, welche gleichzeitig in zwei
Idealen o, b enthalten sind, ist das leinste gemeinschaftliche Mul-
tiplum m von a, b, insofern jedes gemeinschaftliche Multiplum von
a, b durch das Ideal m theilbar ist. Durchliuft o alle Zahlen in. q,
B alle Zahlen in b, so ist das System aller Zahlen « + 8 der grisste
gemeinschaftliche Theiler b der Ideale a, b, weil jeder gemeinschaft-
liche Theiler von q, b in dem:Ideale b aufgeht*).

Ist r die Anzahl der in b enthaltenen Zahlen, welche (mod: a)
incongruent sind, so besteht b aus » Classen (mod. m), und b aus
r Classen (mod. a); also ist N(m) = rN(b), N(a) = N (b), und
Nm)N@®) = N@)N(@®). -

Ist b ein Hauptideal = i(n), so ist die Anzahl » der in b ent-
haltenen Zahlen 8 = n®, welche (mod. a).incongruent sind, zZu-
gleich die Norm des aus allen Wurzeln e der Congruenz ne=20
-(mod. q) bestehenden Ideals v, weil zwei Zahlen w, @' stets und
nur dann congruent (mod. ) sind, wenn n® = no' (nod a) ist.
Mithin ist in diesem Falle N (a) = N () N(d).

*) Die Erwe1terung dieser Definitionen von und b fiir mehr als zwei
Ideale a, b . . . liegt auf der Hand.

.
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3. Ein von o verschiedenes Ideal p, welches keinen von o und
p verschiedenen Theiler besitzt, soll ein Primideal heissen. Dann
gilt folgender Satz:

Ist o = 0 (mod. b), so ist wenigstens eine der beiden Zahlen
1, 0 durch p theilbar. Ist ndmlich % nicht = 0 (mod. p), so bilden
die siimmtlichen Wurzeln ¢ der Congruenz ng = 0 (mod.p) offen-
bar ein in p aufgehendes Ideal, welches, da es die Zahl 1 nicht ent-
hiilt, von o verschieden und folglich mit p identisch ist, was zu be-
weisen war.

Dieser Satz ist charakteristisch fiir ein Primideal, da er sich
folgendermaassen umkehren lidsst: Enthdlt jedes durch ein (von o
verschiedenes) Ideal b theilbare Product mindestens ecinen durch p
theilbaren Factor, so ist P ein Primideal. Ist ndmlich g ein Theiler
des Ideals p, aber verschieden von b, so giebt es in ¢ eine nicht in
p enthaltene Zahl w@; dann ist (zufolge der Annahme) auch keine
der Potenzen w2, @ . .. durch p theilbar; da aber nur eine end-
liche Anzahl von incongruenten Zahlen (mod. p) existirt, so muss
einmal fiir zwei verschiedene Exponenten m und m + s > m noth-
wendig @™+* = @™ (mod. p), also das Product @™(w*—1) durch
p theilbar sein; da nun @™ nicht durch p theilbar ist, so muss (zu-
folge der Annahme) der andere Factor @*— 1 durch p, und folg-
lich auch durch ¢ theilbar sein; nun ist o und, weil s> 0 ist, auch
®* = 0 (mod. q), mithin ist auch die Zahl 1 in q enthalten, also
q = 0, was zu beweisen war.

Nennt man ein von o verschiedenes Ideal susammengesetzt,
wenn es kein Primideal ist, so ldsst sich dieser Satz auch so, aus-
sprechen: Ist a ein zusammengesetztes Ideal, so giebt es zwei durch
a nicht theilbare Zahlen 1, @, deren Product no durch a theilbar
ist. Wir beweisen ihn zum zweiten Male auf folgende Art. Es sei
¢ ein von a und o verschiedener Theiler von g, so giebt es in ¢ eine
.durch a nicht theilbare Zahl 5, und der grosste gemeinschaftliche
Theiler b von a und i(y) ist theilbar durch e, also von o ver-
schieden, mithin ist N(d) >1. Das aus allen Wurzeln ¢ der Con-
gruenz ¢ = 0 (mod. a) bestehende Ideal ¢ ist ein Theiler von q,
und da (zufolge 2.) N(a) = N (t) N(b) > N(z) ist, so ist v ver-
schieden von a und enthiilt folglich eine durch a nicht theilbare
Zahl @, was zu beweisen war.

Es leuchtet nun ein, dass die kleinste (von Null verschiedene)
rationale Zahl p, welche in einem Primideale p enthalten ist, noth-
wendig eine Primzahl (im rationalen Zahlkorper) sein muss; da
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ferner p in i(p) aufgeht, so ist N(p) ein Theiler von N(p) = p~,
also ebenfalls eine Potenz p’ der rationalen Primzahl p, und man
findet leicht (vergl. §. 162, 3.), dass jede in o enthaltene Zahl @
der Congruenz '
o’ = o (mod. p)

geniigt*). Auch hat es keine Schwierigkeit, die allgemeinen Sitze
der §§. 26, 27, 29, 30, 31 auf Congruenzen in Bezug auf den Mo-
dul p zu tibertragen.

Ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum m der Ideale a, b,
... durch das Primideal p theilbar, so geht b wenigstens in einem
der Ideale a, b, ¢ . .. auf. Ist nidmlich keins dieser Ideale durch p
theilbar, giebt es also in a, b, ¢ ... resp. Zahlen «, 8, p .. ., die
nicht durch p theilbar sind, so ist das in a, b, ¢ . . ., also auch in

*) Hierauf beruht das Eingreifen der Theorie der hiheren Congruenzen
(vergl. §. 26), welche zur Bestimmung der Primideale dient. Fiir die Korper
vom Grade n = @ (m), welche aus den primitiven Wurzeln 6 der Gleichung
Om = 1 entspringen, ist dieselbe zuerst ausgefithrt, und zwar von Kummer,
dem Schépfer der Theorie der idealen Zahlen; den hierauf beziiglichen Theil
seiner Untersuchungen findet man am vollstdndigsten zusammengestellt in
den Abhandlungen: Mémoire sur la théorie des mombres complexes com-
posés ‘de racines de Vunité et de mombres entiers (Journ. de Math. p. p.
Liouville, T. XVI. 1851). — Theorie der idealen Primfactoren der complexen
Zahlen, welche aus den Wurzeln der Gleichung wn = 1 gebildet sind,
wenn n eine susammengesetzte Zahl st (Abh. der Berliner Ak. 1856). Das
Hauptresultat ergiebt sich mit grosster Leichtigkeit aus unserer Theorie und
lautet in unserer Ausdrucksweise folgendermassen: Ist p eine rationale Prim-
zahl und m’ der grosste durch p nicht theilbare Divisor von m = p'm’, ge-
hort ferner p zum Exponenten f (mod. m'), wo ¢(m’) = ef (§. 28), so ist

i) = Wy 0y - - - P)P®, wo p;, Py . . . pe von einander verschiedene Prim-
ideale bedeuten, deren Normen = ps sind; wenn p’ > 1, so ist i(l —6»') =
p1Ps - . . ¥ — Fiir complexe Zahlen einer hoheren Stufe vergl. Kummer:

Ueber die aligemeinen Reciprocititsgesetze unter den Resten und Nicht-
resten der” Potenzen, deren Grad eine Primzahl vst (Abh. der Berliner Ak.
1859). — Fiir diejenigen Korper £, deren conjugirte Korper mit £ iden-
tisch sind, und welche ich Galois’sche Kirper nennen mochte, vergl. Sel-
ling: Ueber die idealen Primfactoren der complexen Zahlen, welche aus
den Wurzeln einer beliebigen irreductibelen Gleichung rational gebildet sind
(Schlémilch’s Zeitschr. fiilr Math. u. Phys. Bd. 10. 1865). — Ein specieller Fall
biquadratischer Kérper ist vollstindig durchgefiihrt von Bachmann: Drie
Theorie der complexen Zahlen, welche aus zwei Quadratwurzeln zusammen-
gesetzt sind. 1867.— Fiir eine gewisse Classe cubischer Korper vergl. Eisen-
stein: Allgemeine Untersuchungen wber die Formen dritten Grades mit
dres Variabeln, welche der Kreistheilung <hre Entstehung verdanken
. (Crelle’s Journ., XXVIII).
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m enthaltene Product ¢ By . .. nicht theilbar durch das Primideal
p, und folglich geht p nicht in m auf, was zu beweisen war.

Ist die Zahl n nicht theilbar durch das Ideal a, so giebt es
immer eine durch n theilbare Zahl v der Art, dass alle Wurzeln =
der Congruenz v = 0 (mod. a) ein Primideal bilden. Alle Wur-
zeln B der Congruenz # B =0 (mod. a) bilden ein in a aufgehendes
Ideal b, welches von o verschieden ist, weil es die Zahl 1 nicht ent-
hilt; ist b ein Primideal, so ist der Satz bewiesen. Ist b kein
Primideal, giebt es also zwei durch b nicht theilbare Zahlen 7/, ',
deren Product 7' ¢’ = 0 (mod. b) ist, so bilden alle Wurzeln y der
Congruenz 7%’ v = 0 (mod. b), d. h. der Congruenz nn'y =0
(mod. a), ein in b aufgehendes Ideal ¢, und zwar ist (zufolge 2.)
N(c) < N(b), weil ¢’ in ¢, aber nicht in b enthalten ist; ausserdem
ist ¢ von o verschieden, weil 7' nicht in b, und folglich die Zahl 1
nicht in ¢ enthalten ist; ist ¢ ein Primideal, so ist der Satz bewiesen.
Ist aber ¢ kein Primideal, so kann man in derselben Weise fort-
fahren; endlich muss in der Reihe der Ideale b, ¢, d ..., deren

* Normen immer kleiner werden, aber stets > 1 bleiben, ein Primideal
p auftreten, welches aus allen Wurzeln = der Congruenz vz =
(mod. a) besteht, wo v = nu'%"” . .. durch 7 theilbar ist.

4. Ist g eine von Null verschiedene Zahl in o und keine Ein-
heit, so existirt zufolge des zuletzt bewiesenen Satzes (in welchem
man 4 = 1 nehmen kann) jedenfalls eine Zahl » der Art, dass alle
Wurzeln 7 der Congruenz vw =0 (mod. 1) ein Primideal p bilden;
Prlmldeale, welche aus den sémmtlichen Wurzeln einer solchen Con-
gruenz bestehen, wollen wir vorldufig einfache Ideale nennen. Ist
nun # irgend ein ganzer rationaler, nicht negativer Exponent, so
bilden alle Wurzeln ¢ der Congruenz g»" = 0 (mod. w) ein Ideal,
welches die rte Potenz von p heissen und mit pr bezeichnet werden
soll. Diese Definition ist unabhingig von dem zur Definition von p

. benutzten Zahlenpaar g, v; ist ndmlich ' irgend eine von Null ver-
schiedene, durch p theilbare Zahl, also vy’ = pv', so folgt aus
ev" = 0 (mod. pr) durch Multiplication mit u’r und Division durch
u" auch ¢7'*=0 (mod. u'7), und umgekehrt. Von der grissten
Wichtigkeit sind aber die folgenden Sitze iiber einfache Ideale p:

Ist s = r, so ist p* theilbar durch pr. Ist ndmlich 6 in p* ent-
halten, also dv* = zy*, so folgt, dass

ovr\s
(yr —_— erH
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eine ganze Zahl ist; mithin ist (nach §. 160, 3.) der jedenfalls dem
Korper & angehorige Quotient 6v":ur ebenfalls eine ganse Zahl,
also in o enthalten, weil o alle ganzen Zahlen des Korpers &£ um-
fasst*); also ist jede Zahl 6 des Ideals p* auch in pr enthalten.

Ist o eine von Null verschiedene Zahl in o, so giebt es immer
eine hichste in @ aufgehende Potenz von p. Wire ndmlich fir un-
endlich viele Exponenten » das Product gvr theilbar durch ur, so
miisste, da nur eine endliche Anzah] incongruenter Zahlen (mod. g)
existirt, fiir zwei verschiedene solche Exponenten 7, s nothwendig

einmal

oV __ gv v\*

o = (med- @), ( ) <u> +o
werden, wo @ eine ganze Zahl; hieraus wiirde aber (nach §.160,3.)
folgen, dass v durch u theilbar wire, was nicht der Fall ist, weil
sonst p = o wire.

Sind pr, b* resp. die hichsten in o, 6 aufgehenden Potenzen, so
ist pr+s die hochste in 96 aufgehende Potenz von p. Denn da
ov" = ¢'ur, 6v* = ¢'yu*, und keins der Producte v¢', v¢' durch p
- theilbar ist, so folgt gev++ — g'6’ur+*, und v 9’6’ kann nicht durch
p theilbar sein, weil p ein Primideal ist.

Ist e = 1 der Exponent der hichsten in u selbst aufgehenden
. Potenz von b, also wve = xu’, wo vx nicht theilbar durch u, so
folgt v¢ = xue—1, d. h. der Exponent der hichsten in » aufgehen-
den Potenz von p ist = e—1. Das Ideal p¢ besteht aus den
simmtlichen Wurzeln 6 der Congruenz %6 = 0 (mod. u). Die
ganze Zahl 4 = xp:v = Vyuxe1 ist durch p, aber nicht durch p?
theilbar; mithin ist A7 durch pr, aber nicht durch pr+! theilbar,
woraus beildufig folgt, dass die Ideale pr und pr+! wirklich ver-
schieden sind. Endlich leuchtet folgender Satz ein:

Jede Potenz b eines einfachen Ideals b ist durch kein von b
verschiedenes Primideal theilbar. Ist niimlich = irgend eine Zahl
in p, s0 muss ein in p~ aufgehendes Primideal in ar, also (zufolge
3.) in & selbst, d. h. in p aufgehen und folglich mit y identisch sein.

5. Die Wichtigkeit der einfachen Ideale und ihre Analogie
mit den rationalen Primzahlen tritt unmittelbar hervor in dem fol-
genden Hauptsatz: ‘

*) Sobald diese Bedingung nicht erfiillt ist, verlieren auch die obigen
Sitze ihre allgemeine Giltigkeit; dies ist von chhtlgkelt fir die Erweite-
rung der Definition der Ideale (vergl. §. 165, 4.).
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Wenn alle in einer von Null verschiedenen Zahl u aufgehen-
den Potenzen cinfacher Ideale auch in einer Zahl v aufgehen, so
ist n durch w theilbar. Ist n nicht theilbar durch p, so giebt es
(zufolge 3.) eine durch % theilbare Zahl v der Art, dass alle Wur-
zeln = der Congruenz vw = 0 (mod. w) ein in g aufgehendes ein-
faches Ideal p bilden; ist pe die hochste in p aufgehende Potenz, so ist
(nach 4.) p=—1 die hochste in v aufgehende Potenz, und da » durch
7 theilbar ist, so kann % nécht durch pe theilbar sein, was zu beweisen
war. Derselbe Satz lisst sich offenbar auch so aussprechen: Jedes
Hauptideal i(u) ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum aller in
u aufgehenden Potenzen von einfachen Idealen. Es folgt zuniichst:

Jedes Primideal b ist ein einfaches Ideal. Es sei w irgend
eine von Null verschiedene Zahl in p, so muss p (zufolge 3.) in einer
der Potenzen einfacher Ideale aufgehen, deren kleinstes gemein-
schaftliches Multiplum i(g) ist; mithin ist p selbst (zufolge 4.) ein
einfaches Ideal. — Wir sprechen daher kiinftig nur noch von Prim-
idealen, nicht mehr von einfachen Idealen.

Wenn alle in einem Ideal m aufgehenden Potenzen von Prim-
idealen auch in einer Zahl v aufqehen, so ist y theilbar durch m. Ist
n nicht theilbar durch m, so giebt es (nach 3.) eine durch 7 theil-
bare Zahl v der Art, dass alle Wurzeln » der Congruenz vx = 0
(mod. m) ein Primideal p bilden; ist pe die hochste in m aufgehende
Potenz von p, so giebt es in m eine nicht durch pe+? theilbare Zahl
@, und das aus allen Wurzeln ¢ der Congruenz v9=0 (mod. u) be-
stehende Ideal t ist theilbar durch p, weil v 9 =0 (mod.m) ist. Sind
nun pe, p’?, p"'¢", .. die simmtlichen hichsten in u aufgehendenPotenzen
verschiedener Primideale p,p’,p" ..., so besteht 1 zufolge des obigen
Hauptsatzes aus allen gemeinschaftlichen Wurzeln ¢ der Congruen-
zen v =0 (mod. p?), v =0 (mod. p'¢), v =0 (mod. p"¢") w.s. w.,
d. h. v ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Ideale g,
q, 9" . . ., welche resp. aus den Wurzeln jeder einzelnen dieser Con-
gruenzen bestehen; da nun die Ideale ¢, q” . .. als Theiler von
p'e, p"”e" . .. nicht durch p theilbar sind, so muss, weil r durch p
theilbar ist, auch q (zufolge 3.) durch p theilbarsein; es kann folg-
lich p¢ nicht in v aufgehen ( weil sonst q = o, also nicht durch p
theilbar wire), und da v durch 7 theilbar ist, so kann pe auch
wicht in 7 aufgehen, was zu beweisen war.

Dieser Fundamentalsatz lisst sich offenbar auch so aussprechen:
Jedes Ideal ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum aller in ihm
aufgchenden Potenzen von Primidealen. Er entspricht durchaus
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dem Fundamentalsatze der rationalen Zahlentheorie iiber die Zu-
sammensetzung der Zahlen aus Primzahlen (§.8); denn ihm zufolge
ist jedes Ideal m wvollstindig bestimmt, sobald die hochsten in m
aufgehenden Potenzen pe, p'¢, p”¢ ... von Primidealen gegeben
sind; aus ihm ergiebt sich auch ohne Weiteres der folgende Satz:
Ein Ideal m ist stets und nur dann durch ein Ideal b theilbar,
wenn alle in d aufgehenden Potenzen von Primidealen auch in m
aufgehen. Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe des kleinsten
gemeinschaftlichen Multiplums.

Ist m das Fkleinste gemeinschaftliche Multiplum wvon pe, p'¢,
pret oL, wo b, P, 0 ... von einander verschiedene Primideale
bedeuten, so ist N(m) = N(p) N(P)* N(p")®"... Es giebt immer
(zufolge 4.) eine durch pe—1, aber nicht durch a = p¢ theil-
bare Zahl 7; das aus allen Wurzeln ¢ der Congruenz n¢ = 0
(mod. a) bestehende Ideal t ist verschieden von o (weil es die
Zahl 1 nicht enthilt) und ein Theiler von p (zufolge 4.), folglich
identisch mit p; da ferner der grosste gemeinschaftliche Theiler b
der Ideale a == p¢ und i(n) zufolge des eben bewiesenen Funda-
mentalsatzes = pe—! ist, so folgt (aus 2.) N(a) = N(r) N(b), d. h.
N(p) = N(p) N(p>'), und hieraus allgemein N (p¢) = N (p)°. —
Nun ist (zufolge der Definition 2.) das kleinste gemeinschaftliche
Multiplum m der Ideale pe, p'¢, p”¢' ... zugleich auch das der
Ideale a =y und b, wo b daskleinste gemeinschaftliche Multiplum
der Ideale p'?, p"¢” ... bedeutet; da ferner (zufolge des Funda-
mentalsatzes ) o der grosste gemeinschaftliche Theiler von a und b
ist, so folgt (aus 2.) N(m) = N(a) N(b), d. h. N(m) = N(p)° N(b)
und hieraus ergiebt sich offenbar der zu beweisende Satz.

6. Multiplicirt man alle Zahlen eines Ideals a mit allen Zahlen
eines Ideals b, so bilden diese Producte und deren Summen ein
durch a und b theilbares Ideal, welches das Product aus den Fac-
toren a und b heissen und mit ab bezeichnet werden soll. Aus dieser
Erklidrung leuchtet sofort ein, dass ap = q, ab = ba, ferner (ab)c
= a(bc) ist (vergl. §§. 1, 2, 147). Zugleich gilt folgender Satz:

Sind pe, p* resp. die hichsten in a, b aufgehenden Potenzen des
Primideals b, so ist pe+d die hichste in ab aufgehende Potenz von
p; und es ist N(ab) = N(a) N(b).

Aus der Erkldrung folgt namlich unmittelbar (mit Riicksicht
auf 4.), dass ab durch ps+? theilbar ist; da ferner in a eine durch
pa+! nicht theilbare Zahl e, in b eine durch p*+! nicht theilbare
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Zahl B existirt, so giebt es in ab eine durch pe+2+1 nicht theilbare
Zahl «f, womit der erste Theil des Satzes bewiesen ist. Ist alsoa
das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Potenzen pa, p'«,
p”a” . .. der von einander verschiedenen Primideale b, ', p" .. .,
und b das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Potenzen p?,
poopMY L., so ist ab dasjenige der Potenzen pa+d, p'a'+¥ plarter
woraus (mlt Riicksicht auf5.) auch der zweite Theil des Satzes folgt
Da aus diesem Satze auch pap? = pa+? folgt, so ist die oben
(in 4.) gewihlte Ausdrucks- und Bezeichnungsweise gerechtfertigt.
Sind ferner b, }’, " . .. von einander verschiedene Primideale, so
ist pep’e'p”e” . .. das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Po-
tenzen po, p'e, p"e” .. Auch leuchtet ein, dass der Begriff der
Potenz durch die Definition a7+! = aq” auf jedes Ideal a ausge-
dehnt werden kann. Ist endlich a thedbar durch b, so giebt es
immer ein und nur ein Ideal ¢ der Art, dass a = td wird; sind
nimlich p¢, p¢ die hochsten resp. in a, d aufgehenden Potenzen
eines Primideals b, so ist d < @, und t ist das Product aus allen
Potenzen pe—2. Mit Riicksicht hierauf erkennt man leicht, dass
die fritheren Sétze (in 2.) sich jetzt einfacher aussprechen lassen.

7. Wir nennen nun a und b relative Primideale, wenn ihr
grosster gemeinschaftlicher Theiler = b ist; ebenso soll 4 relative
Primzahl zum Ideal a heissen, wenn a und i(n) relative Primideale
sind. Es leuchtet dann ein, dass die Sitze der rationalen Zahlen-
theorie iiber relative Primzahlen sich leicht auf die Theorie der
Ideale iibertragen lassen; wir begniigen uns aber hier, folgenden
wichtigen Satz zu beweisen (vergl. §. 25):

Sind a, b relative Primideale, und u,v zwei gegebene Zahlen, so
giebt es immer eine und nur eine Classe von Zahlen n (mod. ab), welche
den Bedingungen n == u (mod. a), 1 = v (mod.b) geniigen. Durchlaufen

. nimlich g, v, n vollstéindige Restsysteme resp. fiir die drei Moduln
a, b, ab, so entspricht jeder Zahl % eine und nur eine Combination
, v der Art, dass g = 7 (mod. a), v = n (mod. b) ist; entspriiche
ferner zyei verschiedenen Zahlen 7, %' des Restsystems fiir den
Modul ab eine und dieselbe Combination w,v, so wiire n—1x' theil-
bar sowohl durch a als durch b, also auch durch ab (weil a, b re-
lative Primideale sind), mithin wire n = 7' (mod. ab), was gegen
die Voraussetzung streitet. Durchlduft daher # alle seine Werthe,
deren Anzahl = N (ab) = N (a) N (b) ist, so entstehen ebensoviele
verschiedene Combinationen u, v; und da genau ebensoviele ver-
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schiedene Combinationen g, v wirklich existiren, so muss auch um-
gekehrt jede Combination g, v einer Zahl 5 entsprechen, was zu
beweisen war.

Bedeutet v (a) die Anzahl der (mod.a) incongruenten relativen
Primzahlen zu a, so ist ¢(ab) = ¥ (a) ¢ (b), wenn a, b relative
Primideale bedeuten. Ist ferner p ein Primideal, und e = 1, so ist
() = N(p)—N(p—) = N(p)— (N(p)—1); denn, wemn 8
alle r durch p theilbaren und nach dem Modul pe incongruenten
Zahlen, wenn ferner y ein vollstindiges Restsystem (mod. p) durch-
lauft, so bilden die Zahlen y 4 & (zufolge 2.) ein vollstandiges Rest-
system (mod. ), und es ist N(p9) = r N(b), also r = N (p*);
nun ist aber eine solche Zahl y 4 d stets und nur dann relative
Primzahl zu pe, wenn p nicht = 0 (mod. p) ist, und folglich ist die
Anzahl der Zahlen y -4 d., welche relative Primzahlen zu pe sind,
gleich (N (p) — 1), was zu beweisen war.

Bedeutet p ein Primideal, so giebt es (zufolge 4.) immer eine
Zahl A, welche durch p, aber nicht durch p? theilbar ist, mithin
auch eine Zahl A¢, welche durch pe, aber nicht durch pe+! theilbar
ist. Sind nun p, ', p” . .. von einander verschiedene Primideale,
und haben A, 4” . .. shnliche Bedeutung fiir p’, p” . . ., wie 4 fiir
p, so existirt immer, wenn e, ¢, ¢” . .. gegebene Exponenten be-
deuten, eine Zahl %, welche den gleichzeitigen Congruenzen

n = A¢ (mod. pet+t), 5 = A'¢ (mod. p'¢+1),
n = A4"¢ (mod. p"<"+) . ..

geniigt, weil die Moduln relative Primideale sind. Dann ist offen-
bar i(p) = mpep’dp”¢ ..., und das Ideal m ist durch keines der
Primideale p, p', p” theilbar. Hieraus folgt unmittelbar der Satz:

Sind a, b zwei beliebige Ideale, so giebt es immer ein solches
relatives Primideal m zu b, dass am ein Hauptideal wird. Sind
niamlich p, p’, p” ... alle von einander verschiedenen in ab auf-
gebenden Primideale, und ist a = pep’¢p”¢ ... (wo die Ex-
ponenten e, ¢/, ¢”... auch =0 sein kionnen), so giebt es, wie eben ge-
zeigt ist, ein durch a theilbares Hauptideal i(g) = am der Art,
dass b und m relative Primideale sind.

Hieraus folgt auch, dass jedes Ideal a, welches kein Hauptideal
ist, immer als der grosste gemeinschaftliche Theiler von zwe; Haupt-
idealen angesehen werden kann; hat man némlich nach Belieben
ein durch a theilbares Hauptideal i(y') = ab gewihlt, so kann
man immer ein zweites i(y) = am so wihlen, dass b und m re-
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lative Primideale werden; die simmtlichen Zahlen des Ideals a
sind dann von der Form nw 4 ’®’, wo @, &' alle Zahlen in o
durchlaufen.

§. 164.

Wir gehen nun zu einer Eintheilung der Ideale des Korpers
£ in Classen iiber, welche auf folgenden Grundlagen beruht.

1. Das System E aller Hauptldeale besitzt folgende fundhmen-
tale Eigenschaften *).

I. Jedes Product aus zwei Idealen in E ist wieder ein Ideal
in E. Denn es ist i(n)i(y") = i(n7).

II. Sind ¢ und e¢ Ideale in FE, so ist auch ¢ ein Ideal in E.
Ist néimlich e = i(n), e¢’ = i(y"), so ist %" theilbar durch 7, also
7' = ny', woraus ¢ = i(%’) folgt.

IIL." Ist a ein beliebiges Ideal, so gicbt es immer ein Ideal m
der Art, dass am ein Ideal in F wird. Denn es sei n irgend eine
von Null verschiedene Zahl in q, so ist das Ideal e = i(%) theilbar
durch q, und folglich existirt (nach §. 163, 6. oder 7.) ein Ideal m,
welches der Bedingung am — e geniigt.

Wir nennen nun zwei Ideale a, o/ dquivalent, wenn ein Ideal
m der Art existirt, dass beide Producte am, a'm dem System E
angehoren**). Sind ferner a', a” dquivalent, giebt es also ein Ideal
m' der Art, dass o'm’, a”m’ Ideale in E sind, so gehoren, wenn
a'mm' = m" gesetzt wird, auch die Producte am” = (am) (a'm’)
und a"m” = (a’m) (a"m’) dem System E an (zufolge L), d. h. die

*) Diese drei Eigenschaften sind aber nicht charakteristisch fiir das Sy-
. stem E der Hauptideale, sondern sie kommen auch anderen Systemen zu,
fir welche dann nothwendig dieselben Gesetze der Classification gelten.
Giebtes z.B. in £ keine Einheit, deren Norm ——1 ist, und nimmt man ein
Ideal i(n) nur dann in das System E auf, wenn N(n) positiv ist, so hat auch
dieses System E dieselben drei Eigenschaften (vergl. Kromnecker: Ueler die
Classenanzahl der aus Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen;
Monatsber. d. Berliner Ak. 23. Juli 1863). Ebenso &koénnte man in E alle
Ideale einer ganzen Gruppe von Classen aufnehmen, z. B. alle diejenigen,
welche dem Hauptgeschlecht angehéren.

**) Diese Definition kann offenbar auch durch die folgende ersetzt
werden: zwei Ideale q, o’ heissen diquivalent, wenn es zwei Ideale ¢, ¢’ in F
giebt, welche der Bedingung ae’ = a’e geniigen.
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dem Ideale o’ Hquivalenten Ideale a, a” sind auch einander &qui-
valent. Hieraus allein folgt schon die Moglichkeit, alle Ideale in
Classen einzutheilen: eine Classe ist der Inbegriff aller Ideale,
welche einem bestimmten Ideal dquivalent sind.

Das System F selbst bildet eine solche Classe. Gehoren ndmlich
e, ¢, ¢’ diesem System an, so gilt (zufolgel.) dasselbe von den Pro-
ducten ee”, ¢’¢”, d. h. ¢, ¢ sind #dquivalent und gehéren folglich in
eine und dieselbe Classe. Sind umgekehrt e, ¢ dquivalent, und ge-
hort e dem System E an, so gilt dasselbe von ¢'; denn, wenn e, ee”,

¢’¢” Ideale in F sind, so gehort (zufolge II.) auch e”, mithin auch ¢’
dem Systeme I an. Diese Classe E soll die Hauptclasse heissen.

Durchlduft nun a alle Ideale einer Classe 4, b alle Ideale einer
Classe B, so gehoren alle Producte ab einer und derselben Classe
an, welche aus A und B zusammengesetzt heissen und mit A B be-
zeichnet werden soll; gehoren ndmlich am, a'm, bn,b'n der Hauptclasse
E an, so gilt (zufolge 1.) dasselbe von (ab)(mn) = (am) (bn) und
@'y (mn) = (¢’m) (¢'n). Offenbar ist AB = B4, (4B)C =
A(BC) u s. w. (vergl. §. 147).

Ist a ein beliebiges Ideal, ¢ ein Ideal in E, so sind a und ae
dquivalent; gehort ndmlich am dem System E an, so gilt dasselbe
von (ae)m = (am)e. Hieraus folgt A E = A (vergl. §. 148, 1.).

Da ferner jedes gegebene Ideal a (zufolge IIL) durch Multi-
plication mit einem Ideal m in ein Ideal der Hauptclasse E ver-
wandelt werden kann, so gehort zu jeder gegebenen Classe A auch
eine entgegengesetzte Classe M (oder A—1) der Art, dass AM = E
wird, und zwar nur eine einzige, weilaus AM' — E auch AM' M
= FEM, d h. M' = M folgt. Allgemein ergiebt sich hieraus, dass
aus AB = A C stets B = C folgt (vergl. §. 148, 2.).

2. Dass nun die Anzahl aller Idealclassen endlich ist, beruht
auf einer tieferen Eigenschaft des Systems FE aller Hauptideale,
welche jetzt zu besprechen ist. Bilden die ganzen Zahlen a,
@ ..., eine-Grundreihe (oder irgend eine Basis) des Korpers
L, und setzen wir (wie in §. 159) 0 = Y h,w,, H = N (@), so ist
H eine homogene Function nten Grades der Coordinaten’ h, mit
ganzen rationalen Coefficienten ; bedeutet nun s die Summe der
absoluten Werthe dieser Coefficienten, so besteht folgender Satz:

Ist a irgend ein Ideal, so giebt es immer ein durch o theilbares
Hauptideal, dessen Norm = sN (a) “ist. Man gebe jeder der » Coor-
dinaten , alle (k + 1) Werthe 0, 1, 2... &k, wo k < VN(a)<k+1;
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da die Anzahl (% + 1)* der so entstehenden ganzen Zahlen @ grosser
als N (a) ist, so miissen’ zwei ungleiche von ihnen einander con-
gruent (mod. a) sein; ihre Differenz 5 wird dann eine von Null
verschiedene, durch a theilbare Zahl, und da die absoluten Werthe
ihrer Coordinaten den Werth % nicht iibersteigen, so ist N(n) ab-
solut genommen = sk* < s N(a); das Hauptideal i(n) hat daher
die geforderte Eigenschaft. Derselbe Satz kann offenbar auch so aus-
gesprochen werden: Jedes Ideal a kann in ein Hauptideal ver-
wandelt werden durch Multiplication mit einem Ideal m, dessen
Norm = s st

Hierzu tritt folgende Ueberlegung. Durchliuft ¢ ein voll-
stindiges Restsystem (mod. m), so nimmt auch 1 4 ¢ lauter incon-
gruente Werthe an, woraus durch Addition leicht folgt, dass die
Zahl m = N(m) durch m theilbar, dass also m ein Theiler des
Hauptideals i(m) ist. Da nun jedes Ideal nur eine endliche An-
zahl von Theilern besitzt (§. 163, 2.), so giebt es auch nur eine
endliche Anzahl von Idealen m, deren Normen einen gegebenen
Werth m besitzen, mithin auch nur eine endliche Anzahl von
Idealen m, deren Normen einen gegebenen Werth s nicht iiber-
treffen. Zufolge des vorhergehenden Satzes giebt es daher eine
endliche Anzahl von Idealen m der Art, dass jedes beliebige Ideal
a durch Multiplication mit einem dieser Ideale m in ein Hauptideal
verwandelt werden kann; dieser wichtige Zusatz zu der Eigen-
schaft IIL. des Systems E kann offenbar auch so gefasst werden:
Die Anzahl der Idealclassen, d. h. die Anzahl der wicht dqui-
valenten Ideale ist endlich.

3. Es leuchtet nun ein, dass alle Sitze iiber Perioden oder
itber Gruppen von Classen quadratischer Formen (§. 149) ohne
Weiteres auf unsere Idealclassen iibertragen werden konnen. Wir
heben hier nur die einzige Folgerung hervor:

Jedes Ideal kann durch Potenzirung in ein Hauptideal verwandelt
werden. Istalso a einIdeal, so giebt es immer einen positiven ganzen
rationalen Exponenten m (Divisor der Classenanzahl) der Art, dass
am ein Hauptideal i(n) wird; ist nun « irgend eine Zahl des Ideals
a, 80 ist om theilbar durch , mithin « theilbar durch die ganze
Zahl Vn (§. 160, 3.). Ist pe die hiochste in a aufgehende Potenz
eines Primideals p, so ist me der Exponent der hochsten in % auf-
gehenden Potenz von p; hieraus folgt leicht, dass umgekehrt jede
durch {/n theilbare Zahl « in 0 dem Ideale a angehort; denn da
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om theilbar durch 7 ist, so ist, wenn pe die hochste in « aufgehende
Potenz von p bedeutet, ma = me, also a = e, mithin geht pe auch
in & auf (§. 163, 5.). Das Ideal a besteht daher aus allen durch
V/n theilbaren Zahlen in o.

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Vorhergehenden ist der
wichtige Satz: Je zwei ganze Zahlen u, v besitzen einen grossten
gemeinschaftlichen Divisor 8 der Art, dass die Quotienten w:9, v: 9
relative Primeahlen werden. Denn bildet man in irgend einem
Korper £, welchem die beiden Zahlen u, v angehdren, den grossten
gemeinschaftlichen Theiler a der beiden Hauptideale i(u), i(v), so
wird, wenn a» = i(y)) ist, |/ = & ein solcher grisster gemein-
schaftlicher Divisor von g, v; natiirlich giebt es umendlich viele
solche Zahlen &, welche aber nicht wesentlich verschieden sind
(§. 160, 6.).

Auf die weitere Entwicklung unserer Theorie der Ideale, wie
z. B. auf die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen den
Idealen zweier verschiedenen Korper miissen wir hier verzichten.

§. 165.

Die Theorie der Ideale eines Korpers & hingt unmittelbar zu-
sammen mit der Theorie der zerlegbaren Formen, welche demselben
Korper entsprechen; wir beschréinken uns hier darauf, diesen Zu-
sammenhang in seinen Grundziigen anzudeuten.

1. Ist F ein Product aus » homogenen linearen Functionen

fisfo - - - fo von n Variabeln Ay, hy . . . ks so wollen wir das De-
terminantenquadrat

of of ofN? o
(3250 a0 o) =4

setzen und die Determinante der homogenen zerlegbaren Function
F nennen*). Aus

otlogF' 5 ologf, ologf,
oh.0h, oh, 0h,
folgt die Gleichung

otlog ' ologF
oh? oh?

Fry+ = (—Dr4(F),

*) Fir guadratische Formen ist diese Determinante das Vierfache voun
der in §. 53 definirten Determinante.
Dirichlet, Zahlentheoric. A

30
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welcher man verschiedene andere Formen, z. B. auch die folgende

oF oF
oF OF | oF
oh, ok ohyoh, | = (—1)"Fr14(F)

oF ooF  o'F
Ohy, Ohnoh,  ohZ

geben kann. Besitzt F' lauter ganze rationale Coefficienten, so
wollen wir ihren grissten gemeinschaftlichen Theiler ¢ auch den
Theiler der Form F nennen (vergl. §. 61); da sich nun leicht all-
gemein zeigen lisst, dass der Theiler eines Productes aus beliebigen
Formen mit ganzen rationalen Coefficienten gleich dem Producte
aus den Theilern der einzelnen Formen ist*), so folgt aus der vor-
stehenden Gleichung, dass 4 (F) eine ganze rationale, durch ¢2
theilbare Zahl ist.

2. Aus der Definition eines Ideals a (§. 163, 1.) ergiebt sich
(zufolge §. 161), dass die sémmtlichen in ihm enthaltenen Zahlen
o von der Form

o= 0, 1)
sind, wo die Zahlen «, a, . .. &, particuldre Zahlen des Ideals a
bedeuten, wihrend x,, @, ..., alle ganzen rationalen Zahlen
durchlaufen diirfen. Bilden nun die Zahlen w;, @, . .. @, eine be-
stimmte Grundreihe des Korpers & (§. 162, 1.), so wollen wir die
n Zahlen
e, = YaPa,, ©)
welche eine Basis des Ideals a bilden, in ihrer Aufeinanderfolge
immer so wihlen, dass ihre Coordinaten a( eine positive Deter-
minante
a=3Ytaa...a"» = N(a) 3)
besitzen; ferner ist die von der Wahl der Basis unabhéngige Dis-
criminante '
Ao,y 00 . . . 0,) = a2d(L2). 4)
Damit die Zahlen o wirklich ein Ideal bilden, ist erforderlich
und hinreichend, dass die simmtlichen Producte «, @, wieder
Zahlen in q sind; es wird daher

*) Vergl. Gauss: D. A. art. 42.
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—_ ¥ —_N\
aw, =3 XVe =Y XVaVa,, (5)
wo die n2 Gréssen X® homogene lineare Functionen der Verinder-

lichen #;, @, . . . x, mit ganzen rationalen Coefficienten bedeuten,
und hieraus folgt

N() =a X, ’ (6)
wo die Determinante
X=2X+XiXy... X" )

eine homogene Form nten Grades von z;, , . . . 2, bedeutet; ihre
Coefficienten sind ganze rationale Zahlen, und man erkennt leicht,
dass diese Form X irreductibel ist, weil sie durch die lineare Func-
tion & und folglich auch durch alle mit & conjugirten Functionen
algebraisch theilbar ist (vergl. § 159). Aus (4) und (6) folgt ihre
Determinante

A4(X) = 4(8). (®)

Ist ferner & eine gegebene ganze rationale (von Null verschie-
dene) Zahl, so kann man den Variabeln z, stets solche ganze ra-
tionale Werthe beilegen, dass X relative Primzahl zu %k wird. Man
kann nimlich a durch Multiplication mit einem Ideal m, welches
ein relatives Primideal zu i(%) ist, in ein Hauptideal i(¢) = am
verwandeln (§. 163, 7.); ist nun p irgend ein in m aufgehendes
Primideal, und p die durch p theilbare rationale Primzahl (§.163, 3.),
so kann % nicht durch p theilbar sein, und da N(m) ein Product
aus Potenzen solcher Primzahlen p ist (§. 163, 5.), so ist N (m) re-
lative Primzahl zu 2. Nun ist « in a enthalten, also von der Form
(1), wo die Grossen z, bestimmte ganze rationale Werthe haben,
und N («)=a X; da andererseits i(«) =am, also N(«) =1aN(m)
ist (§ 163, 6.), so ergiebt sich, dass X = + N(m) relative Prim-
zahl zu k ist, was zu beweisen war (vergl. §. 93). Hieraus folgt
von selbst, dass X eine wrspriingliche Form ist, d. h. dass ihre
Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler haben.

Wenn in dem Korper £ keine Einheit existirt, deren Norm
— —1 ist, so wollen wir ein Hauptideal i(y) nur dann in die
Hauptclasse F/ aufnehmen, wenn N(x) positiv ist; ebenso sollen
zwei Ideale a, o’ nur dann #iquivalent heissen und in dieselbe Classe
aufgenommen werden, wenn beide durch Multiplication mit dem-
selben Ideale m in Ideale der Hauptclasse E verwandelt werden
(vergl. § 164. Anm.). Gehort nun das Ideal a der Classe 4 an, so
leuchtet ein, dass jeder positive Werth der Form X, welcher

30*
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ganzenrationalen Werthen z, entspricht, die Normcines zur entgegen-
gesetzten Classe A~ gehorenden Ideals m ist, und dass umgekehrt
die Norm eines jeden solchen Ideals m durch die Form X darge-
stellt werden kann.

Wihlt man statt der Basiszahlen o, o, . .. o, des Ideals an-
dere By, B3 . . . B, welthe aber ebenfalls der Bedingung geniigen,
dass die aus ihren Coordinaten gebildete Determinante positiv ist,
so ist

ﬁr—:xcr,tan Eicl,ICQ,Z--'cn,n:+1’ (9)

und die der Basis &, @, . . . &, entsprechende Form X geht durch
die Substitution

Tr = 2 C,rYs, (10)

deren Coefficienten ¢, , ganze rationale Zahlen sind, in eine dqui-
valente Form Y iiber, welche der neuen Basis entspricht. Umge-
kehrt: ist ¥ eine mit X &dquivalente Form, d. h. geht X durch
eine ganzzahlige Substitution (10), deren Determinante — 4 1 ist,
in Y iiber, so giebt es offenbar eine Basis des Ideals a, welcher diese
Form Y entspricht. Allen Basen desselben Ideals a entspricht daher
eine bestimmte Formenclasse, d. h. ein System von Formen X|Y...,
der Art, dass je zwei von ihnen einander dquivalent sind, und wir
wollen sagen, dass diese Formenclasse dem Ideale a entspricht.
Ist ferner 7 eine ganze Zahl von positiver Norm, so bilden die »
Producte n«, eine Basis des Ideals ai(n), und hieraus folgt un-
mittelbar, dass allen mit a dquivalenten Idealen, also einer ganzen
Idealclasse, auch dieselbe Formenclasse entspricht. Auf die Frage,
wie vielen Idealclassen eine und dieselbe Formenclasse entspricht,
gehen wir hier nicht ein.

3. Bilden die Zahlen «,, o5 ... «, die Basis eines Ideals a,

. ebenso die Zahlen f;, #, . . . B, die Basis eines Ideals b, so hingen

die Basiszahlen 9, 9, . . . p, des Productes ¢ = ab mit denen der
Ideale a, b durch Gleichungen von der Form

w B, =2ppy, v,=22q¢"ep, (11)
zusammen, wo die simmtlichen 2#3 Grossen p und ¢ ganze ratio-
nale Zahlen bedeuten; durch Substitution erhilt man

Tpaghd =1 oder =0, 12)
je nachdem r = s ist oder nicht. Bezeichnet man mit P alle aus
den Zahlen p gebildeten Determinanten nten Grades, mit @ die ent-
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sprechenden Determinanten aus den Zahlen ¢, so folgt hieraus nach
einem bekannten Satze

> Py =1; (13)
also haben die Determinanten P keinen gemeinschaftlichen Theiler.
Fithrt man nun drei Systeme von je » Variabeln «,y,2 ein, und setzt

. o« =3x,0, B=23ypB, v=2ay, (14)
so wird
N(@=aX, NB)=10bY, N(p) = cZ, (15)
wo X, Y, Z die zu q, 0, ¢ gehorigen Formen bedeuten, und
a = N(a), b=N®»), ¢=N()=uab (16)
ist. Zwischen diesen Formen findet nun folgender Zusammenhang

Statt. Setzt man

Lo =7, (17)
so werden die Variabeln z bilineare Kunctionen von den Varia-
beln 2 und g, ndmlich

2, = 219‘ W Yoo (18)
und da gleichzeitig IV (a)N () = N(p), d. h.
XY=2Zz (19)

wird, so geht die Form Z durch diese bilineare Substitution in das
Product der beiden Formen X, Y iiber, und wir wollen sagen, die
Form Z sei aus den beiden Formen X, Y susammengesetst.
Zwischen diesen Formen und der bilinearen Substitution findet
nun ein einfacher Zusammenhang Statt; da ndmlich

sz

~

0z,

aﬂr—uay v Bor =X 2 (20)

ist, so erhiilt man, wenn man r die Werthe 1, 2 . . . n durchlaufen
lisst, fiir & die » mit £ conjugirten Kirper setzt und die De-
terminanten nimmt,
., 04 02, 02y,
X == )_i 0 @; .. ayn axn (21)
die Formen X, Y sind daher durch die Substitution (18) villig be-
stimmt. Bezeichnet man ferner mit

(oF-}
Y= +a——

o = Yz (22)
die zu « adjungirte Function (§. 159, (8) und (38)), so ist
N(x) = aX = ad, (23)

und die » Grossen z' sind homogene Functionen (n— 1)ten Grades
von den Variabeln z mit rationalen Coefficienten. Durch Multipli-
cation mit 8 ergiebt 'sich
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aX 3y, p, = yd; (24)

mithin sind die # Grossen

v, = Xy, (25)
bilineare Functionen von den Variabeln 2/, z mit rationalen Coeffi-
cienten; da ferner ’

L 0, .
“Za—x,rﬂpzyam (26)
so ergiebt sich, wie oben,
oy o0,
— a2 ¥V e .
Z=wmitan 5 @n

Hieraus folgt, dass auch die Form Z durch die bilineare Substitution
(18) vollstindig bestimmt ist; denn bezeichnet man mit u(” den
Coefficienten des Elementes
0z, . 04 02y
oY, . Eia_?/—l.“a?/n

k)

so ist auch

v, =X u"z, (28)
und. die n? Grossen (", welche homogene Functionen (»n — 1)ten
Grades der Variabeln z mit ganzen rationalen Coefficienten sind,
lassen sich folglich als homogene lineare Functionen der » Grissen
2’ darstellen. Statt der letzteren kann man auch # solche lineare
Functionen von den n? Grossen «(” mit ganzen rationalen Coeffi-
cienten einfiithren, durch welche sich umgekehrt auch die #? Grossen
u( als lineare Functionen mit ganzen rationalen Coefficienten dar-
stellen lassen. Auf die ndhere Untersuchung dieser Eigenschaften
der hier auftretenden bilinearen Substitutionen konnen wir aber
nicht mehr eingehen.

4. Die urspriinglichen Formen X, welche den simmtlichen
. Idealen desKorpers & entsprechen und alle dieselbe Determinante
A4(8) besitzen, bilden nur einen speciellen Fall der Formen H,
welche jeder beliebigen Basis ,, @, ... ®, des Korpers & ent-
sprechen (§. 159). Fiir die Untersuchung dieser Formen ist es
zweckmissig, den Begriff eines Ideals so zu erweitern, dass darunter
ein System a von ganzen Zahlen o des Korpers & verstanden wird,
welche sich durch Addition, Subtraction und Multiplication repro-
duciren, mit der ferneren Bedingung, dass dieses System n unab-
hingige Zahlen enthilt, oder dass, was dasselbe sagt, jede Zahl des
Korpers durch Multiplication mit einer rationalen, von Null ver-
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schiedenen Zahl in eine Zahl « des Systems a verwandelt werden
kann. Congruenzen in Bezug auf ein solches Ideal a als Modul
kénnen addirt, subtrahirt und mit beliehigen Zahlen des Ideals
multiplicirt werden. Von besonderer Wichtigkeit ist aber das Sy-
stem aller Zahlen, mit welchen solche Congruenzen multiplicirt
werden diirfen, d. h. aller Zahlen, welche durch Multiplication mit
allen Zahlen des Ideals a in Zahlen desselben Ideals a verwandelt
werden; man erkennt sofort, dass dies System selbst ein Ideal ist,
welches die Zahl 1 enthilt. Dieses Ideal kann die Ordnung von a
oder auch ein Finheitsideal genannt werden, weil fiir die in ihm
enthaltenen Zahlen die von Dirichlet*) aufgestellte Theorie der
Einheiten gilt, und wir wollen uns im Folgenden auf die Dar-
stellung dieser Dirichlet’schen Principien beschrénken, indem wir
auf die weitere Entwicklung der allgemeinen Theorie der Ideale
verzichten.

§. 166.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Basiszahlen o, @, ... ®,
des Korpers & zugleich die Basiszahlen einer Ordnung o sind, d. h.
dass die Zahl 1 und alle Producte ,®, ganze Coordinaten haben,
woraus schon folgt, dass die Basiszahlen selbst ganze Zahlen sind.
Die Zahlen in o, d. h. alle Zahlen @ = Y h,@,, deren Coordinaten
h ganze rationale Zahlen sind, haben nun folgende Eigenschaften.

1. Ist o eine Zahl in v, so ist auch die su ihr adjungirte
Zall &' in o enthalten.

Da némlich ® einer Gleichung nten Grades mit ganzen ratio-
nalen Coefficienten geniigt, deren letster = N (0) = ww' ist, so er-
héalt man durch Division mit @ eine Gleichung von der Form

0 =c+cot+co?rt- ..,
WO ¢, ¢, €y . . . ganze rationale Zahlen bedeuten; mithin ist o’ in
o enthalten.

2. Den.mit £ conjugirten » Korpern entsprechen ebensoviele
homogene lineare Functionen @ der Coordinaten 2, und ihr Pro-
duct N (w) wird, wenn die Coordinaten ganze Zahlen sind, ebenfalls

*) Vergl. §. 141, Anm,
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eine ganze rationale Zahl und folglich absolut = 1, ausgenommen,
wenn alle Coordinaten verschwinden. Die # mit & conjugirten
Korper enthalten entweder nur reelle Zahlen, oder es treten auch
Paare von zwei solchen Korpern auf, dass wenn der eine die imagi-
nére Zahl z 4 y<¢ enthilt, die conjugirte Zahl z — y¢ sich in dem
andern vorfindet. Wir wollen die Anzahl dieser imaginiren Paare
mit n — v, also die Anzahl der reellen Korper mit 2 v — » bezeich-
nen; dann ist v die Gesammtanzahl aller reellen Korper und imagi-
niren Paare. Die einem imagindren Paare entsprechenden beiden
Functionen o sind von der Form % 4 v¢ und ¥ —v¢, wo % und v
zwei homogene lineare Functionen der Coordinaten bedeuten. Diese
2 (n — v) Functionen u, v und die den reellen Kérpern entsprechen-
den (2 v—n) Functionen @ bilden ein System von »reellen Functio-
nen, die wir gemeinschaftlich mit w bezeichnen wollen, und deren
Functionaldeterminante

= 2 Vd(wy, 0 ... 0,),

also von Null verschieden ist, weil die Zahlen @, @, ... @, von
einander unabhingig sind. Die Variabeln A sind daher umgekehrt
vollig bestimmte lineare Functionen von den Grossen w; durch-
laufen nun die letzteren stetig alle reellen Werthe, welche absolut
kleiner als eine gegebene Constante sind, so bleiben auch die ab-
soluten Werthe der Grossen h kleiner als eine entsprechende Con-
stante und folglich wird auf diese Weise nur eine endliche Anzahl
von Zahlen der Ordnung o erzeugt, vielleicht gar keine.

Verstehen wir, wie iiblich, unter dem Modulus M (2) einer com-
plexen Grosse # = 2 + yi die positive Quadratwurzel aus (z2 + y?),
50 konnen wir dies Resultat auch so aussprechen: FEs giebt in o
nur eine endliche Anzahl von Zahlen © der Art, dass die Moduln
aller mit @ conjugirten Zahlen, also auch die absolutex Werthe der
Grossen w kleiner als eine vorgeschriebene Comstante ausfallen.

3. Wir theilen nun die » Korper, also auch die » Functionen
o nach Belieben in zwei Reihen, doch so, dass jede dieser Reihen
wenigstens eine Function enthélt, und dass je zwei Functionen
w+ v¢ eines imaginiren Paares in eine und dieselbe Reihe fallen
(also ist der Fall » = 1 auszunehmen, ebenso der Fall » — 2 bei
negativer Grundzahl). Bedeutet fermer ¢ den grossten Werth,
welchen die Modulsumme ¥ M(w,) in irgend einer der » Functio-
nen o erreicht, so gilt folgender Satz:
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Ist a ein beliebig kleiner, b ein beliebig grosser positiver ge-
gebener Werth, so giebt es in o eine solche Zuhl o, dass M(w) in
det ersten Reihe < a, in der zweiten > b, und dass N (@) absolut
< (3 ¢)* wird. _

Ist % eine bestimmte positive ganze rationale Zahl, und legt
man jeder Coordinate & einen der (k4 1) Werthe 0, 1, 2 . . . k bei,
so wird durchweg M (@)= ck, und die » Werthe w liegen zwischen
den Grenzen + ¢k Wir betrachten nun zuniichst die der ersten
Reihe angehorigen r Functionen o oder w; da »>#>0, und k> 0
ist, 80 ist auch

b+ D)r>kr+1,

und folglich kann man eine positive ganze rationale Zahl m so
wihlen, dass

k4 1)r>mr >k
wird ; setzt man nun zur Abkiirzung

d=2% g0k,
m .
so wird das Gebiet aller zwischen den Grenzen =+ ¢k liegenden
reellen Werthe durch Einschaltung der (m— 1) Zahlen

—ck4+d, —ck+4-2d...—ck+(m—1)d

in m Intervalle von gleicher Grosse d getheilt, wobei man diese
(m — 1) Zahlen selbst nach Belieben dem einen oder anderen der
beiden benachbarten Intervalle zurechnen kann. Da nun jeder
der r Werthe w aus der ersten Reihe einem und nur einem dieser
m Intervalle angehdrt, so ist mr die Anzahl der verschiedenen
denkbaren Fille, welche die Vertheilung der » Werthe w auf diese
m Intervalle darbieten kann. Da ferner, wenn jede der »n Coordi-
natén halle (k 4+ 1) Werthe 0,1,2 . . . k durchlduft, (k¥ + 1)* solche
Systeme von » zusammengehorigen Werthen w entstehen, so miissen,
weil (k 4 1)*>mr ist, mindestens zwei verschiedene solche Werth-
systeme hinsichtlich ihrer Vertheilung auf die m Intervalle voll-
stindig iibereinstimmen, in der Art, dass je zwei Werthe w’, w”,
welche eine und dieselbe Function w in diesen beiden Systemen
annimmt, auwch einem und demselben Intervall angehoren. Wird
nun das System der » Werthe «' durch die Coordinaten &, ferner
das System der r Werthe w” durch die Coordinaten k' hervorge-
bracht, so entspricht den Coordinaten h,= hj — h;' ein System von
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r Werthen w — w' — w", welche absolut den Werth d nicht iiber-
steigen. Fiir diese ganzen Coordinaten A,, welche absolut =k sind
und nicht simmtlich verschwinden, wird daher in der ersten Reihe

M@) <dV2 < 3ck "

Ist ferner P das Product aus den » Werthen @ der ersten
Reihe, und N(w) = P, so ergiebt sich M(P) < (Beyrkr—,
M(Q) = (ck)*, mithin absolut

N(w) < (3c)

Da endlich N (w) eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl
ist, so wird M¢P Q) = M(P) M(Q) = 1, also M (Q)> (3e) "k,
ist nun @ eine der (n — ) Functionen der zweiten Reihe, und Q—
of, so ist M(0) = (ck)»r, und folglich wird in der zweiten
Reihe

M(w) > (3¢)tk.

Offenbar kann nun, wie kleinauch a, und wie gross auch b sein
mag, k stets so gross gewihlt werden, dass M(w) in der ersten
Reihe <@, in der zweiten >b ausfillt, wihrend N(w) absolut
< (3¢)* wird; was zu beweisen war.

4. Aus dem soeben bewiesenen Satze ergiebt sich, indem man
dieselbe Eintheilung in zwei Reihen beibehilt, dass man eine nie
abreissende Kette von aufeinander folgenden, von Null verschiede-
nen Zahlen @ in o aufstellen kann, deren Normen < (3¢)* sind,
und welche ausserdem noch die zweite Eigenschaft besitzen, dass
M (w) in der ersten Reihe kleiner, in der zweiten grosser ausfallt,
als die Moduln aller vorhergehenden Zahlen ® und der mit ihnen
conjugirten Zahlen; denn bezeichnet man mit a den kleinsten, mit
b den grossten untet allen Moduln der schon gebildeten Zahlen e
und der mit ihnen conjugirten Zahlen, so giebt es zufolge des be-
‘wiesenen Satzes immer nogh eine Zahl w der Art, dass M(w) in
der ersten Reihe < a, in der zweiten > b ausfillt, wihrend N (w)
absolut genommen ebenfalls < (3¢)» wird; diese neue Zahl o ist
daher auch von Null und von allen vorhergehenden Zahlen @ ver-
schieden. Wir theilen nundie Zahlen o dieser Kette in Gruppen ein,
indem wir zwei von ihnen stets und nur dann in dieselbe Gruppe
aufnehmen, wenn sie dieselbe Norm m besitzen, und wenn ausser-
dem die Coordinaten ihrer Differenz siimmtlich durch m theilbar
sind; da nun die hier auftretenden Normen m ganze rationale Zahlen
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und absolut < (3¢)” sind, und da die Coordinaten einer Zahl w
hinsichtlich ihrer Reste (mod. m) hichstens (dm)" verschiedene
Fille darbieten konnen, so kann in dieser Kette von Zahlen & auch
nur eine endliche Anzahl verschiedener Gruppen auftreten, und
folglich muss bei hinreichender Fortsetzung der nie abbrechenden
Kette eine Zahl § in ihr erscheinen, welche mit einer fritheren
Zahl « in dieselbe Gruppe fillt. Dann ist also N(o) = N(B) =
BB = m,und a = B + my=p4(1+ pp)=p¢ wo p' (zufolge1.)
und y, folglich auch ¢ = 1 4y’ Zahlen in o bedeuten; zugleich
ergiebt sich, da N(x) = N(f) = N(B¢) von Null verschieden ist,
N(e) = 1, und aus M(e) = M(B) M(s) folgt, dass M(e) in
der ersten Reihe >1, in der zweiten <1 ist. Versteht man unter
einer Finheit im Folgenden stets eine Zahl in o, deren Norm = 4 1
ist, so haben wir daher folgendes Resultat gewonnen:

Es giebt eine Einheit von der Art, dass die Moduln der mit
thr conjugirten Zahlen in der ersten Reihe > 1, in der zweiten
<1 sind.

5.  Multiplicirt man je zwei zusammengehdrige imaginiire
Functionen @ = »+ v¢ mit einander, so bilden diese (n-—-v) Pro- -
ducte (u? 4 v2) und die (2 v — n) reellen Functionen o ein System
von v reellen, theils quadratischen, theils linearen Functionen /'
f" ... f® der Coordinaten; nennt man die reellen Bestandtheile
ihrer Logarithmen kurz die (conjugirten) Logarithmen von @, so
kann man das eben erhaltene Resultat auch so aussprechen:

Theilt man die v Functionen f nach Belieben in zwei Reihen,
doch so, dass jede dieser Reihen wenigstens eine quction enthdlt,

so existirt stets eine Einheit ¢, deren Logarithmen ¢, €' . .. ¢» po-
sittv oder megativ sind, je nachdem sie 'der ersten oder der zweiten
Reihe entsprechen. -

Da die Summe der Logarithmen einer Zahl @ gleich dem reel-
len Bestandtheile des Logarithmen von N(w) ist, so ist die Summe
der Logarithmen ¢, ¢’ . .. ¢® einer Einheit ¢ stets = 0; hat man
daher v beliebige Einheiten &, &, . . . ¢,, so ist die aus den zuge-
horigen v? Logarithmen gebildete Determinante

Stefe...e=0;

lisst man aber einen dieser Logarithmen, z. B. den letzten e®),
welcher der Function f("> entspricht, stets weg, so gilt folgender
Fundamentalsatz:

;
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Es giebt immer ein System S von (v—1) unabhingigen, d. h.

solchen Einheiten &, & . .. &1, dass die aus ihren Logarithmen
gebildete Determinante
L =3Xdteief ...

einen positiven, also von Null verschiedenen Werth besitzt.

Ist ndmlich v = 2, so folgt aus dem obigen Satze, wenn man
/' in die erste, f” in die zweite Reihe aufnimmt, die Existenz einer
Einheit ¢, fiir welche der Logarithme ¢’ positiv ausfillt (hiermit ist
fir den nicht ausgeschlossenen Fall » — 2 die Theorie der Ein-
heiten im Wesentlichen absolvirt; vergl. § 142). Ist aber v>2

und m < v, und hat man schon m — 1 Einheiten ¢,, & . . . &,_, auf-
gestellt, fiir welche die Determinante

\ 1 n —

Y 4-eled ... em—D

einen positiven Werth I/ hat, so kann man mit Hiilfe desselben
Satzes die Existenz einer Einheit &, beweisen, fiir welche auch die
Determinante

Yteief ... e Dem
positiv ausfillt; ordnet man dieselbe nach den Logarithmen ¢,
€ - - . e™ der neuen Kinheit ¢,, so nimmt sie die Form

LEe,+E'"el 4+---+ E(m"l)gs;ﬂ—l) + Emem

m

an, wo E® der Annahme zufolge positiv ist, withrend die iibrigen
aus den Logarithmen von &, &, . . . &,-; gebildeten Determinanten
E', E" ... EmD positiv, negativ oder auch = 0 sein konnen.
Nimmt man nun von den Functionen f', /" ... f® alle diejenigen
in die erste Reibe auf, denen positive Werthe E’, E" ... E™ ent-
sprechen, also jedenfalls die Function f(, wihrend die iibrigen
und die Functionems f»+1) | .. ), also jedenfalls f® in die zweite
Reihe fallen, so existirt zufolge des obigen Satzes eine Einheit
‘&, deren Logarithmen e, €], ... e positiv oder negativ ausfallen,
je nachdem sie der ersten oder zweiten Reihe entsprechen; mithin
enthiilt das obige Aggregat mindestens ein positives Glied E¢e(,
und die iibrigen Glieder sind nicht negativ, so dass das Aggregat
selbst einen positiven Werth erhilt, was zu beweisen war. Auf
diese Weise kann man offenbar von m = 2 bis m = v—1 fort-
schliessen, und erhilt zuletzt das in dem Satze ausgesprochene
Resultat.
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6. Behilt man die bisherigen Bezeichnungen bei, und lisst
man my, my . . . M, alle ganzen rationalen Zahlen von — o bis
+ o durchlaufen, so bilden die entsprechenden Zahlen

my Mg

My
n=¢&"e g vl

MR
eine Gruppe (S) von unendlich vielen Einheiten, welche sich durch
Multiplication und Division reproduciren.

Es fragt sich nun, ob ausser diesen Einheiten % noch andere
existiren. Ist & eine beliebige Einheit, deren Logarithmen ¢/,
e’ ...e" sind, so giebt es, weil die Determinante L von Null
verschieden ist, stets ein und nur ein System reeller Grossen z;,

Zy . .. Zy—y, welche den v Gleichungen

ax e+ ez, =¢

......................

egV)xl + 6(2").732 + e e + e(;’ll my_l — e

geniigen, deren letzte eine Folge der iibrigen ist; wir nennen diese
Werthe z;, 2, . . . #,—; kurz die Exponenten der Einheit & in Be-
zug auf das System S der (v — 1) unabhingigen Einheiten ¢,
&....&_1; die Exponenten eines Productes entstehen offenbar
durch Addition der entsprechenden Exponenten der Factoren, und
die Exponenten einer Einheit n aus der Gruppe (S) sind ganze
rationale Zahlen m,, my...m,_;. Sind die Exponenten einer Ein-
heit & simmtlich <1 und nicht negativ, so soll ¢ eine in Bezug
auf S reducirte Einheit heissen. Zunichst leuchtet ein, dass es nur
eine endliche Anzahl solcher reducirten Einheiten giebt; lisst man
nidmlich in den vorstehenden linearen Ausdriicken linker Hand die
Grossen z;, 23 . . . Z,—; allereellen Werthe zwischen 0 und 1 durch-
laufen, so bleiben die Werthe dieser lineareiy Ausdriicke absolut
kleiner als eine von den Coefficienten, d. h. von dem System S ab-
héingige endliche Constante; dasselbe gilt daher von den Loga-
rithmen ¢, ¢’ . . . ® einer reducirten Einheit ¢, und folglich sind
auch die Moduln aller mit & conjugirten Zahlen kleiner als eine
von S abhingige Constante, woraus (mit Riicksicht auf 2.) die
Richtigkeit der obigen Behauptung sich unmittelbar ergiebt.

Jede beliebige Einheit & ldsst sich stets und nur auf einzige
Art als ein Product aus einer reducirten Einheit ¢ und einer Ein-
heit # aus der Gruppe (S) darstellen. Soll némlich ¢ = gn,
also en—! = ¢ eine reducirte Einheit sein, so miissen, wenn z,
Zy . . . Zy— die Exponenten von & bedeuten, die Exponenten m,,
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m, ...m,— der der Gruppe (S) angehorigen Einheit 5 solche
ganze rationale Zahlen sein, dass die Exponenten von ¢, also die
Zahlen z, — my, £, —my . . . Zy—_3 — M, —, simmtlich << 1 und nicht
negativ werden; dies kann immer und nur dadurch erreicht werden,
dass man fiir m,, m, . . . m,_, resp. die grossten in den reellen
Werthen z;, 2, . . . 2,—; enthaltenen ganzen rationalen Zahlen
wihlt (vergl. §8. 43, 44); also ist # und folglich auch ¢ vollstindig
bestimmt. -

Ist r die Anzahl aller von einander verschiedenen reducirten
Einheiten ¢ (unter denen sich auch die Zahl 1 befindet), und & ir-
gend eine Einheit, so ist & eine der Gruppe (S) angehiorige Ein-
heit; durchlauft ndmlich ¢ alle reducirten Einheiten, soistjedes der
r Producte ¢¢ von der Form 614, wo ¢ eine reducirte Kinheit, 5
eine Einheit aus der Gruppe (S) bedeutet, und 6 muss ebenfalls
alle r reducirten Einheiten durchlaufen, weil aus &g = 675 und
e’ =061 auch die Gleichung ¢'n = ¢’ folgen wiirde, welche, wie
oben gezeigt ist, nur dann bestehen kann, wenn ¢ = ¢’ ist; multipli-
cirt man nun die » Gleichungen von der Form eg9 =01, und dividirt
durch das Product der  reducirten Einheiten ¢ oder @, so folgt,
dass & ein Product aus + Einheiten der Gruppe (S), mithin selbst
eine Kinheit dieser Gruppe ist.

Die Exponenten von ¢ sind daher immer ganze rationale
Zahlen my, my . ..m,_1, und folglich sind die Exponenten einer jeden
Einheit ¢ stets rationale Zahlen mit dem gemeinschaftlichen Nen-
ner . Sind nun 8,, 0, ... d,_; beliebige Einheiten, deren Lo-
garithmen mit d bezeichnet werden, so folgt, dass die ihnen ent-
sprechende Determinante

=S+ ad... aw-p="L

TV_I

ist, wo m die aus den (v — 1)2 Exponenten der Kinheiten 9,
.0y ... 0r_ gebildete Determinante, also eine ganze rationale Zahl
bedeutet, welche von Null verschieden ist, wenn 04, &y ... 0,
ebenfalls ein System von unabhingigen Einheiten bilden. Hieraus
ergiebt sich die wichtige Folgerung, dass es unter allen Systemen
von (v —1) unabhingigen Einheiten ein solches geben muss, fiir
welches die entsprechende Determinante absolut genommen einen
Minimalwerth annimmt; denn unter allen hier auftretenden ganzen
rationalen, von Null verschiedenen Zahlen m muss es eine absolut
kleinste geben. Ein solches System von (v —1) unabhéingigen Ein-
heiten soll ein Fundamentalsystem heissen.
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7. Wir wollen nun annehmen, das obige System S der (v—1)
unabhingigen Einheiten sei ein solches Fundamentalsystem, also
L der eben erwihnte Minimalwerth, so folgt zunéchst, dass die
Exponenten z;, 2, . . . 2, einer jeden in Bezug auf S reducirten
Einheit & simmtlich = 0 sind; wire namlich z.B. #; von Null ver-
schieden, also positiv und < 1, so wire die den (»— 1) Einheiten
& & ... &, entsprechende Determinante

S+ delf ... eV—D = L,

von Null verschieden und absolut kleiner als L, was mit unserer
Annahme streitet. Da ferner die Exponenten eines Productes
zweier Einheiten durch Addition der entsprechenden Exponenten
der beiden Factoren entstehen, so sind die Exponenten eines jeden
Productes @' = ¢” aus zwei reducirten Einheiten g, ¢’ simmtlich
= 0, d. h. ein solches Product ist wieder eine reducirte Einheit.
Hieraus folgt unmittelbar, dass die sdmmtlichen r reducirten Ein-
heiten ¢ die Wurzeln der Gleichung ¢ = 1 sind; durchlduft ndm-
lich ¢' alle reducirten Einheiten, so gilt dasselbe von " = g¢’;
multiplicirt man diese r Gleichungen, und dividirt durch das Pro-
duct aller reducirten Einheiten o' oder o”, so folgt ¢ = 1. Da
endlich schon (in 6.) gezeigt ist, dass jede Einheit ¢ von der Form
o ist, wo g eine reducirte, und 5 eine Einheit aus der Gruppe (S)
bedeutet, so haben wir hiermit den folgenden grossen Satz von
Dirichlet bewiesen:

Bezeichnet v die Gesammianzahl der reellen und imagindren
Paare unter den mit 82 conjugirten Korpern, so giebt es in jeder
Ordnung o immer (v — 1) Fundamentaleinheiten von solcher Be-
schaffenheit, dass, wenn man dieselben beliebiy oft in einander mul-
tiplicirt und dividirt und dem so gebildeten allgemeinen Product
gewisse besondere Iiinheiten ¢ in endlicher Anzahl einzeln als Factor
zugesellt, alle Einheiten dieser Ordnung und zwar jede nur einmal
dargestellt werden; ist v die Anzahl dieser besonderen Einheiten o,
so sind sie die Wurzeln der Gleichung o = 1.
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§. 167.

Der eben bewiesene Satz bildet neben der Theorie der Ideale
(§. 163) die wichtigste Grundlage fiir das tiefere Studium der
ganzen Zahlen des Korpers £, und er ist unentbehrlich fiir die
wirkliche Bestimmung der Anzahl der Idealclassen nach Dirichlet’-
schen Principien. Diese geschieht dadurch, dass der Grenzwerth
der iiber alle Ideale a ausgedehnten Summe

-« §—1

> ¥er
fiir unendlich kleine positive Werthe von (s —1) auf doppelte Weise
ermittelt wird. Einmal muss das System aller Idealnormen N(a)
genau definirt werden, d. h. es muss von jeder positiven ganzen
rationalen Zahl m festgestellt werden, wie gross die Anzahl z(m)
der verschiedenen Ideale q ist, deren Norm =—=m; die Beantwortung

dieser Frage fiillt der Theorie der Ideale zu. Die Summe nimmt
dann die Form

. T(m)
(s—1) X o
an, wo m alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchlaufen

muss*).

Das andere Mal theilt man die obige Summe in Partialsummen
ein, deren jede alle die Glieder enthilt, welche den simmtlichen
. Idealen a einer und derselben Classe entsprechen, und es sind bei

*) Hierbei zeigt sich, dass z(mm') = v (m) z(m') ist, wenn m, m' relative
Primzahlen sind; mithin ist 7 (m) vollstindig bekannt, wenn fiir jede ratio-
nale Primzahl p die Zerlegung von i(p) in Primideale bekannt ist; die Prim-
zahlen p zerfallen hiernach in eine endliche Anzahl verschiedener Arten, in
der Weise , dass fiir alle Primzahlen p gleicher Art die Bestimmung von
©(p¢) nach derselben Regel geschieht. Die obige Summe lisst sich daher
gewissen Umformungen unterwerfen, welche fir alle Kérper giltig sind;
am einfachsten gestalten sich dieselben fiir Galois’sche Korper.
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der weiteren Untersuchung hauptsichlich folgende Momente zu be-
riicksichtigen.

Nimmt man, falls in & keine Einheit von der Norm — 1 exi-
stirt, ein Ideal i(w) nur dann in die Hauptclasse E auf, wenn
H = N(w) positiv ist, so braucht man nur alle ganzen Zahlen
@ von positiver Norm zu betrachten, und es wird, wenn «
eine bestimmte solche Zahl bedeutet, i (@) stets und nur dann mit
i(«) identisch sein, wenii @ =¢w, und ¢ eine Einheit von positiver
Norm ist. Abgesehen von dem Falle eines quadratischen imagi-
néren Korpers wird daher jedes Ideal der Hauptclasse unendlich
oft auftreten, und es kommt darauf an, @ solchen Bedingungen zu
unterwerfen, dass jedes Ideal i(w) nur einmal oder wenigstens
nicht unendlich oft erscheint (vergl. §. 87). Behalten wir die Be-
zeichnungen des vorhergehenden Paragraphen bei, indem wir an-
nehmen; dass die Ordnung o alle ganzen Zahlen des Korpers um-
fasst, so kann dies in folgender Weise erreicht werden.

Dividirt man jede der » Functionen S f" -+ f®, je nachdem
sie linear oder quadratisch ist, durch VH oder durch VH2 und
bezeichnet man mit 7/, ¢ . l(”) die- reellen Bestandtheile der Lo-

garithmen dieser v Quotienten, soist ' 470" 4+... 1= 0, und
es giebt stets ein und nur ein System von reellen Grossen z,;...
Zy—1, welche den Gleichungen )

ax +ex+- e x g =T

o+, -t =10

geniigen; nennen wir sie kurz die Exponenten von @ (vergl. §. 166,6.),
so leuchtet ein, dass die Exponenten eines Productes durch Ad-
dition der entsprechenden Exponenten der Factoren entstehen.
Nennt man ferner @ eine reducirte Zahl, wenn ihre Exponenten
simmtlich < 1 und nicht negativ sind, und ldsst man & zunichst
nur alle Einheiten % durchlaufen, welche der Gruppe (S) ange-
horen, wihrend « eine gegebene ganze Zahl bedeutet, so erglebt
sich, dass unter allen Producten @ = 5« eine und nur eine re-
ducirte ganze Zahl, und folglich unter allen Producten w = &«
genau r reducirte ganze Zahlen @ existiren, wenn » wieder die An-
zahl der in Bezug auf S reducirten Einheiten bedeutet. Mithin
ist die auf die Hauptclasse E beziigliche Partialsumme gleich

s—1 o 1 s —1
r Z‘N(w)'_ r 2‘Itl"

Dirichlet, Zahlentheorie. 81
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wo o alle reducirten ganzen Zahlen durchlaufen muss, d. h. alle
ganzen Zahlen @ = Yk, @, von positiver Norm H, deren Expo-
nenten den Bedingungen

0§x1<1, O_S_xg<l ...0§x,,..1<1
geniigen.

Zur Bestimmung des Grenzwerthes g dieser Partialsumme fiir
unendlich kleine positive Werthe von (s— 1) dienen nun die von
Dirichlet aufgestellten Principien. Bedeutet ¢ eine iiber alle Gren-
zen wachsende positive Grosse, I die Anzahl der hier auftreten-
den Normen H, welche nicht grosser als ¢ sind, und nihert sich
der Quotient 7':¢ einem endlichen Grenzwerth %, so ist (§. 118)

9=

7y

Um ferner den Grenzwerth % des Quotienten T':¢ zu ermitteln,
muss der von Dirichlet benutzte geometrische Satz (§. 120) zu dem
folgenden Princip erhoben werden, welches seinen unmittelbaren
Grund in dem Begriff eines vielfachen bestimmten Integrals findet:
Durchlaufen die % stetigen, reellen Variabeln %, ein endliches Ge-
biet G von n Dimensionen, und bedeutet 7", wenn d eine beliebig
kleine positive Grosse ist, die Anzahl derjenigen dem Gebiete G
angehorigen Werthsysteme der Variabeln 7,, fiir welche die »
Quotienten %, : 0 ganze rationale Zahlen werden, so wird fir un-
endlich kleine Werthe von d

lim (7”07 =/dh1dh2 .. dha,

wo das nfache Integral iiber das Gebiet G auszudehnen ist. De-
finirt man nun das Gebiet G durch die obigen Bedingungen fiir die
Exponenten z;, 2; .. Zy—; von ® = Y h,®, und durch die Be-
dingung '
O<H=1,

und bedenkt, dass die Exponenten von @ nurvon den Verhdltnissen
der Variabeln %, abhéingen, wihrend H eine homogene Function
nten Grades ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass 7" durchaus iden-
tisch mit 7' ist, sobald

=1

Vi
genommen wird; denn wenn die ganzen rationalen Zahlen %, durch
h.Vt = h,:0 ersetzt werden, so geht die durch 7' reducirte ganze
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Zahlen o erfiillte Bedingung 0 < H <t in 0 < H < 1 iiber, wih-
rend die Bedingungen fiir die Exponenten ungedindert bleiben.
Da zugleich 70" = T':{ ist, so ergiebt sich also, dass der Grenz-
werth der auf die Hauptclasse E beziiglichen Partialsumme

g=%/dhldh,...dh,.

ist.

Um den Werth dieses Integrals zu erhalten, fithre man als
neue unabhingige Variabele H, 2, 2, . . . 2,1 und die zwischen
den Grenzen 0 und 2=z liegenden Winkel ¢,, @g ... @,—, ein,
welche den (» — ) mit @ conjugirten imaginiren Paaren « 1 v3
in der Weise entsprechen, dass

utvi=Vf.e?, f=utt0?

wird. Jedem System der urspriinglichen Variabeln 5, entspricht
ein und nur ein System der neuen Variabeln; umgekehrt aber
entsprechen jedem System der neuen Variabeln, wenn H positiv
genommen wird, 22——1 verschiedene Systeme der alten Variabeln
h,; denn durch die Werthe von H, z;, @, . . . ,— Werden nur die
absoluten Werthe der (2v—mn) reellen mit @ conjugirten Functio-
nen bestimmt, und da ihr Product positiv sein muss, so kann man
ihnen, mit Ausnahme einer, sowohl das positive wie das negative
Vorzeichen geben; nur in dem Falle n=—=2v, wenn garkein reeller
Korper mit & conjugirt ist, muss diese Anzahl 2%—+—1 wieder
durch 1 ersetzt werden. Geht man ferner von den urspriinglichen
Variabeln A, successive zu den mit @ conjugirten oder den » Func-
tionen w, von diesen zu f', f' ... f®, @1, @3 . . . @,—,, Von diesen
zu den neuen Variabeln iiber, so findet man leicht, dass die ent-
sprechende Functional-Determinante gleich

L S +eelf ... 05D
y—n VZ] (.Q) - v VA (.Q)

ist; mithin ist der auf die Hauptclasse E beziigliche Grenzwerth
g gleich

—1gn—v ],

rov—YVd4(R)’

oder doppelt so gross, falls n = 2v ist (wenn zugleich n = 2 ist,

so ist L =1 zu setzen, und r bedeutet die Anzahl aller Einheiten).

An dieses Resultat kniipfen wir zunéichst folgende Bemerkung.

Nimmt man in die erste Partialsumme nicht alle Ideale der Haupt-
31*



_ 484 Supplement X.

classe E, sondern nur diejenigen Ideale e auf, welche zugleich durch
ein bestimmtes Ideal m theilbar sind, so treten an die Stelle der
Basiszahlen w;, @, . . .~0, von o die Basiszahlen u,, gy ...u, dieses
Ideals m, wihrend alles Uebrige unverindert bleibt; mithin ist
4(8R) durch

Ay g - - - o) = N(m)2 (L)

zu ersetzen, und der Grenzwerth dieser auf alle Ideale e beziig-
lichen Summe ist = g: N(m).

Durchliuft nun a alle Ideale einer beliebigen Classe 4, so
giebt es ein Ideal m der Art, dass alle Producte am Ideale der
Hauptclasse E werden, und da umgekehrt, wenn e ein durch m
theilbares Ideal am der Hauptclasse F ist, a gewiss der Classe 4
angehort, so ist

s—1 —1
2 Nay N(a)’ = N(my 2 N(e 5
und folglich
. s—1
. lim E l-v—(a-): =g,

d. h. jede auf eine bestimmte Idealclasse beziigliche Partialsumme
nithert sich demselben Grenzwerthe g. Bezeichnet man daher mit
h(R) die Anzahl aller dieser Idealclassen, so ist der Grenzwerth
der Totalsumme gleich gh (82), und folglich ist

V() lim S (s—1)z(m)

V——l Vi d L ms

h(L) =

oder halb so gross, wenn » =2y ist. Die Bestimmung der Classen-
anzahl ist hiermit auf die von der Theorie der Ideale zu leistende
Bestimmung der Function z (m) zuriickgefiihrt*).

*) Fir die aus der Kreistheilung entspringenden Korper fithrt dieselbe,
wie Kummer gezeigt hat, zu den Reihen, welche in dem Dirichlet’schen
Beweise des Satzes iiber die arithmetische Progression (Supplement VI) auf-
treten; vergl. die Anm. zu §. 163, 3.
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§. 168.

Wir wollen nun zum Schlusse die vorhergehenden allgemeinen
Untersuchungen auf die quadratischen Korper anwenden, um von
dem gewonnenen Standpunct aus den Hauptgegensta,nd dieses
Werkes noch einmal zu iiberblicken.

Ist die ganze rationale Zahl D keine Quadratzahl und auch
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar, so bilden die Zahlen
t4+uVD, wenn ¢, v alle rationalen Zahlen durchlaufen, einen
quadratischen Korper, welcher durch die beiden Substitutionen
¢ (t+uVD) = t+uVD in sich selbst iibergeht. Setzt man § =
1(1 4+ VD) oder = VD, je nachdem D =1 (mod. 4) ist oder nicht,
so bilden die Zahlen 1, § eine Grundreihe des Korpers, und seine
Grundzahl o ist entsprechend — D oder — 4 D. Die quadrati-
sche Gleichung, welcher § geniigt, sei

fO) =602—0b0+c=0,
so ist # 4 ybH mit 2 4 y (b — 0) conjugirt, und
= (20—0b)? = b?—14ec.

Ist nun p irgend ein Primideal des Korpers, und p die durch
p theilbare positive rationale Primzahl, so ist N(p) = p? oder
= p, je nachdem i(p) = p oder ein Product aus zwei Prim-
idealen p, p’ ist. Im letzteren Falle bilden die Zahlen 0,1, 2...
(p — 1), weil sie incongruent sind, ein vollstindiges Restsystem
(mod. p), d. h. jede ganze Zahl des Korpers ist einer rationalen
ganzen Zahl congruent; mithin giebt es auch eine rationale ganze
Zahl ¢, welcher @ congruent ist, und folglich ist f(f) = {2 — bt +¢
eine ganze rationale durch p, also auch durch p theilbare Zahl, d. h.

—bt+ ¢ = 0 (mod. p),

oder in der Sprache der Theorie der hoheren Congruenzen: die
quadratische Function f(#) = ? —bx + ¢ ist nach dem Modul p
congruent einem Producte aus zwei Functionen ersten Grades
(# —t) und (z — b 4t) mit rationalen Coefficienten. Umgekehrt:
hat die Congruenz f(z) = 0 (mod. p) eine rationale Wurzel z = ¢,
80 ist

~

f@)=0¢t—0)(t—0b+0)=0 (mod. p);
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wire nun i(p) ein Primideal, so miisste wenigstens einer der Fac-
toren (¢ — 6), (¢ — b + 0) durch p theilbar sein, was aber nicht der -
Fall ist, weil die Zahlen 1, § eine Grundreihe des Korpers bilden;
mithin ist i(p) = py’ ein Product aus zwei Primidealen p und Y,
deren Normen = p sind; ist nun ¢ — @ durch p theilbar, also
i(t — @) = bgq, so ist q nicht theilbar durch p’, weil sonst (t— 6)
durch p theilbar wire, und da (¢t — 6)i(t—b 4 0)=pqit—0b+0)
durch i(p) = pp’ theilbar ist, so muss (¢t — b+ 6) durch p' theil-
bar sein; man kann daher

0 =t (mod. p), 0 = b—¢ (mod. V)

setzen, und p, b’ conjugirte Primideale nennen, weil aus z +y0=0
(mod. p) stets z+y (b — ) = 0 (mod. p’) folgt.

Es fragt sich nun, ob diese beiden Primideale p, p’ identisch
sein konnen. Dann muss § =t = b —¢ (mod. p), also 2t—b
durch p und folglich auch durch p theilbar sein, und da 4f£(¢) =
(2t —0)? — 4 = 0 (mod. p) ist, so muss

4 = 0 (mod. p)
sein. Umgekehrt: ist p eine in der Grundzahl 4 — 32— 4¢ auf-

gehende rationale Primzahl, so giebt es immer eine ganze rationale
t, welche den beiden Congruenzen
S =0, 2¢t=05 (mod. p)

geniigt; ist niimlich p ungerade, so ist ¢ durch die zweite Congruenz
bestimmt, und aus 4 f(t) = (2¢ — b)2 — 4 folgt f(t) = 0; ist aber
» == 2, also b gerade, so ist ¢ durch die erste Congruenz f() =
2+ ¢ = 0 (mod. 2) bestimmt, némlich { = ¢ (mod. 2), und die
zweite Congruenz ist ebenfalls erfiillt. Aus der Existenz einer
rationalen Wurzel ¢ der Congruenz f(f) = 0 folgt aber, wie oben
gezeigt ist, i (p) = pp’, wo p und P’ zwei Primideale bedeuten, fiir
welche 6 = ¢ (mod. p), § = b —1¢ (mod. p) ist; da nun ausserdem
't = b—t (mod. p) ist, so folgt, dass (§ —t) sowohl durch p als
auch durch p’ theilbar ist; wéren nun p und p’ verschieden, also
relative Primideale, so miisste (§ — ) auch durch pp’, d. h. durch
p theilbar sein; da dies nicht der Fall ist, so sind p und P’ iden-
tisch, also ist i(p) = p2. Wir sind mithin zu folgendem Resultat
gelangt: . . _

Geht die rationale Primeakl p in der Grundeahl 4 auf, so
st i(b) = p? das Quadrat eines Primideals p; ist p eine in 4
nicht aufgehende Primeahl, so ist i(p) = pp' ein Product aus swei
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verschiedenen Primidealen b, V', oder i(p) ein Primideal, je nachdem
die Congruenz f(t) = 0 (mod. p) eine rationale Wurzel t besitet
oder micht.

Die Zahl p = 2 bietet den ersten Fall dar, wenn 4 =0
(mod. 4), also D = 2, 3 (mod. 4) ist; ist dagegen 4 = D =1
(mod. 4), so tritt der zweite oder dritte Fall ein, je nachdem ¢
gerade oder ungerade, d.h. je nachdem D = 1 oder = 5 (mod.8)
ist. Hieraus erklirt sich das eigenthiimliche Verhalten der Zahl
2 in der Theorie der quadratischen Reste (§. 36).

Ist p eine ungerade, in o nicht aufgehende rationale Prim-
zahl, so folgt aus 4 f(t) = (2¢ — )2 — 4, dass der zweite oder
dritte Fall eintritt, je nachdem

(3)=(3) 1 s ——

ist. Um alle Fille am bequemsten zusammenzufassen, fiilhren wir
fiir jede positive ganze rationale Zahl m eine Charakteristik (4,m)
der Art ein, dass

(4, mw') = (d,m) (4, w')

und, wenn p eine rationale Primzahl bedeutet,
‘ (410)=0y =+1, =—1
ist, je nachdem i(p) Quadrat eines Primideals, oder ein Product
aus zwel verschiedenen Primidealen, oder selbst ein Primideal ist.
Bedeutet nun z(m) die Anzahl aller verschiedenen Ideale a, deren
Normen = m sind, so ist
t(p) =)+ (4p) +(4p)+ - - - + (4hp),
und allgemein
z(m)‘ = 3 (d,n),

wo n alle Divisoren von m durchlduft. Hieraus folgt (vergl. §§. 89,
91, 124)

3E0) _y Ly (dm)

also, wenn (s — 1) positiv unendhch klein wird,
s—1 (4, m)
hm 2 N(a)' 2 8 )
wo m nur alle diejenigen positiven ganzen rationalen Zahlen
zu durchlaufen braucht, welche relatlve Primzahlen zu 4 sind,
oder auch
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2 81\7—(:1)1‘= 1— (4 9 (D) n’

lim

wo n alle relativen Primzahlen zu 2D durchlduft. Substituirt man
dies in den allgemeinen Ausdruck des vorigen Paragraphen fiir
die Anzahl der Idealclassen, so findet man, dass dieselbe vollstéindig
iitbereinstimmt mit der Classenanzahl der (positiven) urspriinglichen
Formen der Determinante D, und zwar der zweiten Art, wenn
D = 1 (mod. 4) ist; der Grund fiir diese Uebereinstimmung liegt,
wie man leicht erkennt, darin, dass jede Formenclasse nur einer
einzigen Idealclasse entspricht (vergl. §. 165, 2.).

§. 169.

Sind o, B zwei von einander unabhiingige ganze Zahlen eines
quadratischen Korpers £2, und durchlaufen die Variabeln z, y alle
ganzen rationalen Zahlen, so bilden die Zahlen

w=zaet+yp : (1)
einen aus lauter ganzen Zahlen bestehenden Modul m (§. 161);
umgekehrt, wenn ein Modul m aus ganzen Zahlen u des Korpers
£ besteht und zwei von einander unabhéngige Zahlen enthélt, so
- sind alle Zahlen g von der Form (1), wo «, 8 zwei particulire
Zahlen des Moduls bedeuten; bilden die Zahlen @,, @, eine be-
stimmte Grundreihe des Kérpers £, so kann man die Basiszahlen

=00, +p20;, f=q0 + g
immer so wihlen, dass (p,9s — ¢:p.) positiv ausfillt, und dann mag
o die erste, B die zweite Basiszahl des Moduls m heissen. Nun
wird . -
N(p) = m(ax?+bzy + cy?), @)

wo m den Theiler der quadratischen Form N(u), also eine positive
ganze rationale Zahl bedeutet, wihrend a, b, ¢ ganze rationale
Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind. Setzt man

b?—~4dac=d, (3)
und bezeichnet mit «j, f; die resp. mit o, 8 conjugirten Zahlen,
so ist

ooy =ma, of+poy =mb, pf = me,
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folglich die Discriminante
4(e, B) = dma. | @

Wahlt man statt o, § irgend eine andere Basis desselben Mo-
duls m, so leuchtet ein, dass die Zahlen m und d unveréindert
bleiben, und dass die entsprechenden urspriinglichen Formen
ax?+bzy + cy? eine Formenclasse bilden; die Zahlen m und d
konnen fiiglich die Norm und Determinante des Moduls m genannt
werden. Ersetzt man die Variabeln z und y resp. durch 8 und
— o, 80 ergiebt sich

ap?—baf tca2 =0, bf—2ca = BVd. (5)

Ist ausserdem

g =hoa+kB

die kleinste positive ganze rationale Zahl des Moduls m, so sind
h, k relative Primzahlen, und wenn man

ah?+bhk+ck? =c¢e

setzt, so ergiebt sich N(g9) = g? = me; mithin ist e positiv und
geht in g2 auf. Da «, B ganze Zahlen sind, so findet man ferner
leicht, dass dg? durch e? theilbar sein muss; bedeutet daher f? das
grosste in d und e aufgehende Quadrat, so muss fg durch e theil-
bar sein. Soll ferner m ein Ideal im weiteren Sinne des Wortes
sein (§. 165,4.), sollen also a2, «f, 32 ebenfalls in menthalten sein,
so muss g durch e theilbar sein; doch werden wir im Folgenden
von dieser Voraussetzung absehen.

Suchen wir nun die Ordnung n des Moduls m, d. h. das System
aller Zahlen v von der Art, dass jedes Product uv in m enthalten
ist (§. 165, 4.), so ist erforderhch und hmrelchend dass

v =gatyp, pv=2a'atyp
yird, wo 2, y, #, 4’ ganze rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt
durch Elimination von »
ypr— (Y —2)af—2a'a2 =0,
und hieraus durch Vergleichung mit (5)
y=uaz, Yy—x=="bz, —2a =cz,
WO 2 eine ganze rationale Zahl sein muss, weil a, b, ¢ keinen ge-
meinschaftlichen Theiler haben. Mithin wird

af

'll—--w+—ﬂ,
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wo z und z willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten. Da
aus (5)
N@w) = s+ bzxz+acs?
folgt, so sind die Norm und Determinante von n resp. =— 1 und d.
Bezeichnet man ganzallgemein die Anzahl der in einem Modul
b enthaltenen Zahlen, welche in Bezug auf einen Modul a incon-
gruent sind, mit (b, a), so ergiebt sich aus

g =ha + 1
9% — _cke + (ah 1 bR

nach leicht zu beweisenden allgemeinen Sitzen*)
2 e )
(m, m) = Qu—, (m, n) = w’ (n, m) = m (m, n),

wo u den grossten gemeinschaftlichen Divisor von g und e bedeutet.
Ist m ein Ideal, also ein Vielfaches von n, so ist (m, n) =1,
(n, m) = m.

§. 170.

Sind m, m’ zwei Moduln von der eben betrachteten Beschaffen-
heit, deren Zahlen g, p' demselben quadratischen Korper £ ange-
horen, so bilden alle Producte gy’ und deren Summen wieder einen
solchen Modul m” =— mm’. Uebertragen wir die vorhergehenden
Bezeichnungen durch Accentuation von m anf m’ und m”, so miissen
erstens, weil alle Producte gy’ in m” enthalten sind, acht ganze ra-
tionale Zahlen p, g . . . p”, ¢ existiren, welche den Gleichungen

‘x“’ =palf +qﬁll
aﬂl —_— pla” + qlﬁﬂ (1)
ﬂal — pﬂuﬂ + qllﬂll
ﬂﬁ' — p"l“ll + q"'ﬁll
*) Vergl. §. 161. Anm. — Ich erwihne hier nur noch Folgendes. Nennt

man zwei Moduln a, b verwandt, wenn (a,b) und (6, a) endlich sind, so sind
zwei mit a verwandte Moduln b, ¢ auch mit einander verwandt, und es ist

(a,B) (8,¢) (c,0) = (b, 0) (¢, D) (a,0),
wovon man sich leicht durch die Betrachtung der kleinsten gemeinschaft-
lichen Vielfachen und grossten gemeinschaftlichen Theiler iiberzeugt.
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geniigen. Setzen wir zur Abkiirzung*) die aus ihnen gebildeten
partialen Determinanten
pe—qp =P, pf'—qp" =@, p¢"—qp" =E, o
pllqlll__ q"P’" — U, plqlll — qlplll — T’ plqll__ qlp”: S,
50 ist o
RS = QT—PU, 3)
und durch Elimination von «”, 8” aus je drei der Gleichungen (1)
erhiilt man .
* Uaf'—Tho' + S =0
—Uad * +RBe’— QBB = 0
Teod'—Rap' * +PBA =0
— Sad + Quf' —PBa’ * =0.
Eliminirt man 7 aus der ersten und dritten, ferner U aus der
ersten und zweiten dieser Gleichungen, so erhédlt man

Pp2—(R— S)apf + Ua? = 0,
QB2 —(R+ 8)w'p + To's = 0,
und folglich muss (zufolge (5) in §. 169)

‘ P—=an', R—S=20bn', U=cw,
Q=an, R+S=0n, T=cn
sein, wo n, ' ganze rationale, von Null verschiedene Zahlen be-
deuten (denn »' muss eine ganze Zahl sein, weil a, b, ¢ keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben, und wire n' = 0, also auch

P =0, so wiren «, ' zufolge (1) nicht unabhéngig von einander);
hierdurch nimmt die erste der Gleichungen (4) die Form
(BB—2ca)fn’ = B'f —2c)fn
an, mithin ist (zufolge (5) in §. 169)
wVd =nVd, (6)

und hiermit sind die vier Gleichungen (4) vollsténdig befriedigt.
Das Product dd' ist, wie zu erwarten war, eine Quadratzahl

Da zweitens alle Zahlen p” des Moduls m” durch Addition von
Producten uy’ entstehen, so existiren acht ganze rationale Zahlen
% v ...u", v, welche den Bedingungen

@

®)

*) Die Bezeichnungen schliessen sich an die an, welche Gauss in den
artt. 285, 236 der Disquisitiones Arithmeticac gewihlt hat; die nothwen-
digen Modificationen sind leicht zu erkennen, .
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o = uad +-wep +u'Be +u"Bp
B" = vad +v'af +" o +0"Bp
geniigen. Substituirt man hierin die Gleichungen (1), und beriick-

sichtigt, dass die Zahlen ", 8 von einander unabhiingig sind, so
folgt

(™

pu_l_p +pll n” __l_pﬂl " —_— l
qu +qlul + qll 14 + qlll " ___ 0 (8)
und
" Il III JI 0
po-+p'v + "+ p"y 9)

qv_'_q,v +qll H+qlll,ullI: 1.
Bildet man die Determinante aus diesen vier Summen, so er-
hilt man eine Gleichung von der Form

PP+ Q4+ RR + 8, + TT, + UU, =1,  (10)

wo die Determinanten P, ... U, auf dieselbe Weise aus den
Zahlen u, v ... ", v" gebildet sind, wie P ... U aus p, q .
p", ¢, und hieraus folgt, dass die sechs Zahlen (2) keinen gemein-
schaftlichen Theiler haben. Dasselbe Resultat erhdlt man auch
auf folgendem Wege; eliminirt man jede der vier Zahlen wu, w/, u”,
«" aus den beiden Gleichungen (8), so folgt

q = * _ Py — Q“lI_Rqu
qr — Py * — S — T

"= Qu+8Su * —Uu" ()
= Ru+Tuw + Uu' *
ebenso erhilt man aus (9) die Gleichungen
p = *  Po' 4 Q,UII + Ro™
p = —Bv * 4+ Sy 4+ T (12)
Il —_ Q’U—S’U' * + Uv"
pm__ Ro—Tv — Uy *

Aus (11) folgt, dass jeder gemeinschaftliche Theiler der sechs
Determinanten (2) in den vier Zahlen g, ¢', ¢”, ¢, mithin zufolge
(9) auch in der Zahl 1 aufgeht, was zu beweisen war. Hieraus er-
giebt sich leicht mit Riicksicht auf (3), dass auch die sechs Zahlen
(5) keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; geht ndmlich e in P,
@ R—S, R+ 8, I, U auf, so sind die Zahlen 2 R, 2 S ebenfalls
theilbar durch ¢, und die Quotienten 2 R:e und 2S:e sind ent-
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weder beide gerade oder beide ungerade, weil ihre Summe gerade
ist; wiren sie nun beide ungerade, so wire auch ihr Product
4 R S:e? ungerade, was gegen die Gleichung (3) streitet, der zufolge
RS durch e2 theilbar ist; mithin sind R und S durch e theilbar,
und folglich ist ¢ = 4 1. Es ergiebt sich- daher, dass » und #’
relative Primzahlen sind.

Durch Elimination der vier Zahlen e, 8, «’, f’ aus den Glei-
chungen (1) erhdlt man

(p' aH + q!ﬁll) (pll a” + qﬂﬁl!) — (p a'l + qﬁﬂ) (plllull + qlllﬁll)

oder

Lﬁ"?—Moc”ﬁ"-{— Na'"2 = 0, (18)
wenn man zur Abkiirzung
Pl L/ Pl "o ..
79" —q99" = L, p'p"—pp" =N, (14)

U

pqlll + qPIII ___p qﬂ —_ qlpll — M

setzt. Wir zeigen zunichst, dass diese drei Zahlen durch n#’ theil-
bar sind; da némlich zufolge (5)

=0, S=— R, T=0 (mod. n)

ist, so ergiebt sich aus (11) und (12) in Bezug auf denselben
Modul

g =—Pu—Ru", p = Pv+ R
¢ = Pu+ Ru", p' = —Pv— R
qH = _Rul_ Uulll, pll = va+ Uv"l
q¢"= Bu+ Uu", p"= — Ro— Uv"

und hieraus
L={PU—-R?) Wu'—uu"), N=(PU—R? (''"—0vv"),
M= (PU—R?) W' +vu"—uv" —ou");

nun ist aber zufolge (3) PU = R? (mod. n), folglich sind L, M, N

theilbar durch »; da ferner auf dieselbe Weise sich zeigen lésst, dass

sie auch durch #’ theilbar sind, so miissen sie, weil n, »' relative Prim-

zahlen sind, auch durch #n' theilbar sein; was zu beweisen war.
Fiihrt man endlich die unabhiingigen Variabeln z, y, 2/, ' und

die bilinearen Functionen

a,." — pxxl +plxyl +pllyxl+plllyyl (15)

Y' = qaa' + ey +¢"y7' +¢"yy
ein, so ergiebt sich durch Elimination von zz’, zy/, y«', yy
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py" —qa" = *  Paxy + Qya + Ryy
plyll _qlxll f— _Pxxl %k + Sya.l + Tyyl
pllyﬂ____qllxllz — QC&'Z"——SQ?y' * + Uyyl
pmyn__ qm 2'— — Raax — Txy’— Uy z *
und hieraus folgt

(p’y” _ gw/l) (p"y" ——q”x") . (p?/"— qxu) (p/nyu __quu) (16)

= (Pz2+(R— S zy + Uy®) (Q'2+ (R+ )2’y + Ty'?),
d. h.

Lxll 2 + Mxllyll + Nyﬂ 2
= nn' (ax?+ bay +cy?) (@22 + 02y +cy'?).
Da diese Gleichung eine Identitit in Bezug auf die Variabeln
z, Y, &,y wird, sobald 2", " durch die Ausdriicke (15) ersetzt
werden, so muss, wenn enn’ den grossten gemeinschaftlichen Di-
visor von L, M, N bedeutet, e in allen neun Producten ad', ad’...
ec aufgehen; diese letzteren haben aber keinen gemeinschaftlichen
Theiler, weil dasselbe sowohl von den Zahlen @, b, ¢, wie von den
Zahlen d/, b', ¢’ gilt; mithin ist e = 1, also nn’ der grisste gemein-
schaftliche Theiler von L, M, N. Nun ist ferner in Folge der bi-
linearen Substitution (15)
xﬂa" + yllﬂll _— (xa +yﬁ) (xlal +ylﬂl)’

folglich auch

N@'e' +9'8") = N(va +yp) N@o' +y'B);

(1)

also .
m" (a"w"?—[— bllxllyll+ cuyu 2) —
mm' (az2+bxy + cy?) (a'2'2 402y +cy'?);
mithin ergiebt sich durch Vergleichung mit (17)
nnlmll (allxllg + bllxllyll + cllyllg) — mml (Lxﬂg + Mxﬂylf + Nyﬂ 2);
diese Gleichung, welche eine Identitdt in Bezug auf die Variabeln
z,Yy, ',y wird, sobald 2", " durch die Ausdriicke (15) ersetzt
werden, muss deshalb auch eine Identitit in Bezug auf 2”,%" sein;
da ferner m, m', m"' positiv sind, und die Zahlen a”, 8", ¢’ keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben, so ergiebt sich
m' = mm' (18)
und

..

L=a'"nn, M= b'}nn', N = d'nv/, 19)
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also
a'z'? + ' yn + c”y”’ (20)
= (ax?+ bzy + cy?) (@22 4+ '2y + cy'Y).
Da endlich aus der Definition der Gréssen (2) und (14), oder
auch aus (16) sich leicht ergiebt, dass
M:—4LN
=R—8)2—4PU=(R+8)—4QT
ist, so folgt hieraus schliesslich
A'"nn'? = dn'? = d'n?,
d. h. die Determinante d” ist der grosste gemeinschaftliche Theiler
der beiden Determinanten

d=d'w, &=d"n", @)
woraus sich leicht ergiebt, dass die Ordnung 1" des Productmoduls
m” = mmn’ auch das Product nn’ aus den Ordnungen n, n’ von m,

 m' ist. Ist ferner m’ das System o aller ganzen Zahlen des Korpers
£, so wird m” ein Ideal im engeren Sinne des Wortes, némlich
der grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Ideale i(e), i(8)
oder aller Ideale i(u); zugleich ist m' = 1, m" = m = N(m"),
ud @ = d" = 4(R).

Wir stellen uns jetzt noch die Aufgabe, die Zahlen «", " zu
finden, wenn die Zahlen o, 8, o, B/, also auch a, b, ¢, Vd, o, ¥, ¢,
Vd' gegeben sind; die nachfolgende Losung ist, abgesehen von ge-
ringfiigigen Aenderungen, der eleganten Methode entlehnt, welche
von Gauss zu dhnlichem Zweck angewandt ist und sich in hohem
Grade verallgemeinern ldsst (vergl. §. 161, Anm.). Die beiden re-
lativen Primzahlen #, #' sind durch (6), und folglich die sechs
ganzen Zahlen P ... U durch (5) (bis auf einen gemeinschaft-
lichen Factor 1 1) aus den Daten vollstindig bestimmt, und zwar
so, dass sie die Gleichungen (3), (4) befriedigen und keinen ge-
meinschaftlichen Theiler haben*). Nun wihle man, durch die
Gleichungen (11) geleitet, vier ganze rationale Zahlen Q, £’, Q”,
" willkiirlich, nur mit der einzigen Beschréinkung, dass die fol-
genden vier Zahlen .

*) Dass R und S (zufolge (5)) ganze Zahlen werden und keinen gemein-
schaftlichen Theiler mit P, @, T, U haben, geht unmittelbar aus der
Gewissheit hervor, dass der Modul m” und die Basiszahlen o, 8" existiren;
es lisst sich aber auch sehr leicht aus (5) und (6) beweisen, natiirlich unter
der Voraussetzung, dass dd’ eine Quadratzahl ist.
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* PO 4 QY+ R =rq

—PQ * 480"+ TQ" =rqg

- Q\D—SQ’ * 3 UQ" = rq"
—RO—-TQ' —UQ" * =rg"
nicht simmtlich verschwinden und folglich einen grissten gemein-
schaftlichen Divisor r besitzen; nachdem hierdurch vier ganze
Zahlen g, ¢, q", ¢'" ohne gemeinschaftlichen Theiler gewonnen sind,

wihle man (nach §. 24) vier ganze rationale Zahlen v, ¢/, ", v
so, dass

(22)

q,v +qlvl + qH,vH‘_I_ qlll,vlll — 1 (23)
wird, und bestimme. die Zahlen p, p’, p", p"’ durch die Gleichungen
12); endlich wiéhle man sechs ganze rationale Zahlen P, ¢, R,
dlich wihl h ionale Zahlen P', @', R’

S, T", U’ (nach §. 24) so, dass
PP + Q@ +RR+S8+TTI"+ U0 =1 (24)

wird, setze hierauf

* Prqf+qqrr+qu1n
] __qu * +Slqll+qu"I
n:__Q/q_qur * +Ulqlll‘

W — — qu__T/qt__ Ulqn *
und bestimme die Zahlen o, 8" durch die Gleichungen-(7), so bil-
den dieselben eine Basis des Moduls m”, d. h. sie geniigen den

Gleichungen (1). ’

Um sich hiervon zu iiberzeugen, bemerke man zunéchst, dass
aus (22) mit Riicksicht auf (3) die Relationen
* Uql —_— Tqﬂ + Sqlll = O
—Ug* +R¢"—Q9" =0
Tq_qu * +qu — 0
— 8¢+ Qd—Pg" * =0
folgen; mit Hiilfe derselben ergiebt sich aus (12) und (23)
pgl__qu —_— (P,DI + Qvﬂ + vaﬂ)ql__ (__~ -P,v _F S'U" + T,vlll)q
= P(go+qv) + (Q¢ — S9)v" + (Rg' — Tg) o"
— P (q,v + ql,ul + qN,DH + qlll,vlll) — P,
und auf dhnliche Weise erhiilt man die fiinf anderen Gleichungen

(2). Mithin folgt die erste der beiden Gleichungen (8), wenn man
die Gleichungen (25) mit p, p', p”, " multiplicirt und mit Riick-

(25)

S 8 =
I
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sicht auf (24) addirt; die zweite Gleichung (8) ergiebt sich un-
mittelbar aus (25), wenn man mit ¢, ¢, ¢”, ¢ multiplicirt und
addirt. Es gelten daher auch die aus (8) und (2) abgeleiteten
Gleichungen (11). Von den Gleichungen (9) findet die zweite zu-
folge (23) Statt, wiilhrend die erste sich aus (12) ergiebt, wenn man
mit v, ¢/, ¢", ¥""" multiplicirt und addirt. Setzt man ferner zur Ab-
kiirzung
uy' —ow = P, v —ou = @, wv' —uvu" = R,,

u!lvlll —_ v!/,u'ﬂl — l']'], W/’@l" _— v,@t”’ f— 1"] R ulvﬂ — 1”“” — Ag],
so ergiebt sich die Gleichung (10) entweder auf diedort angegebene
Weise aus (8) und (9), oder auch aus (12), wenn man mit u, ', u",
«" multiplicirt und unter Riicksicht auf (8) addirt. Substituirt man
ferner fiir p, q ihre Ausdriicke aus (12) und (11), so erhilt man

puw +gqv = PP+ Q@, + RR,
pu' +qv = QS+ RT;

pu’ +qv'=—PS, + R,
pu"+ qv"= — PTy — QU,.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit ae/, f, B&/, ' und ad-
dirt, so-folgt aus den Definitionen (7) mit Riicksicht auf (4) und
(10) die erste der Gleichungen (1); da die anderen sich auf ganz
dhnliche Art ergeben, so bilden die durch die Gleichungen (7) de-
finirten Zahlen o”, 8” in der That eine Basis des Productes m" =
mm'’, was zu beweisen war.

Wir bemerken zum Schluss, dass man fiir die ersten Basis-
zahlen «, o, o” stets die kleinsten positiven ganzen rationalen
Zahlen g, ¢, ¢’ wihlen kann, welche in den Moduln m, m’, m” ent-
halten sind; dann wird ¢ = 0, und die Bestimmung von m" aus m
und m' lisst sich auf ein System von Congruenzen reduciren, dhn-
lich wie in dem speciellen Falle, welcher in den §§. 145, 146 be-
handelt ist*).

¥) Vergl. Arndt: Auflosung ermer Aufgabe in der Composition der
quadratischen Formen. Crelle’s Journal LVI.
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