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384 Supplement X.

§. 147.

Um den Charakter des eben bewiesenen Fundamentalsatzes
in das rechte Licht zu setzen, bemerken wir zunichst Folgendes:
Sind (a, b, ¢), (o), V', ¢) swei einige Formen, so sind ihre Theiler
6, 6 (§. 61) relative Primezahlen, und 66' ist der Theiler der aus
thnen zusammengesetzten Form (aa' B, C). Denn da die Formen
(a, b, ¢), (&, b', ¢) resp. den Formen (a, B, o 0), (@, B, a () iqui-
valent sind, so ist (nach §. 61) ¢ der grosste’ gemeinschaftliche Di-
visor von @, 2B, ¢’ C, und ¢ ist der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von o/, 2B, a C; da nun a, o/, 2 B keinen gemeinschaftlichen
Divisor haben, so muss die in @ und 2B atufgehende Zahl ¢ rela-
tive Primzahl zu o' (und also auch zu der in o' aufgehenden Zahl ¢")
sein; und da ¢ in o’ C aufgeht, so muss 6 auch in C aufgehen;
ebenso muss ¢’ relative Primzahl zu @ sein und folglich auch in C
aufgehen. Da ferner schon gezeigt ist, dass ¢ und ¢ relative Prim-
zahlen sind, und da beide sowohl in 2 B, als auch in C aufgehen,
so0 ist 60’ offenbar gemeinschaftlicher Divisor der drei Zahlen ad,
2B, C. Wollte man nun annehmen, 66’ wire nicht ihr grosster
gemeinschaftlicher Divisor, sondern sie liessen sich nach der Di-
vision mit 66’ noch durch eine Primzahl p theilen, so miisste p
wenigstens in einer der beiden Zahlen a:6 oder o':¢’ aufgehen;
gesetzt aber, p ginge in a:6 auf, so hitten die drei Zahlen
a, 2B, o' C den gemeinschaftlichen Divisor p¢, wihrend doch ¢
ihr grosster gemeinschaftlicher Divisor ist. Ebenso wenig kann p
in a': ¢ aufgehen, und folglich ist 66’ der grosste gemeinschaft-
liche Divisor der Zahlen aa', 2B, C, d. h. 60’ ist der Theiler der
Form (ad', B, C), was zu beweisen war.

Umgekehrt: hat man zwei Formenclassen K, K' von gleicher
Determinante D, deren Theiler 6, ¢' relative Primzahlen sind, so
kann man stets swei einige Formen (a, b, ¢), (o', b, ¢') resp.aus den
Classen-K, K' auswéhlen. Denn man kann (nach §. 93) den Re-
prisentanten (a, b, ¢) der Classe K zunéichst so wihlen, dass a re-
lative Primzahl zu ¢’ wird, worauf der Représentant (a’, ¥/, ¢’) der
Classe K' so gewihlt werden kann, dass o' relative Primzahl zu
a wird; dann sind aber (a, b, ¢), (o', ', ¢) gewiss zwei einige For-
men. Wie nun auch zwei einige Formen aus den Classen K, K’
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ausgewdhlt sein mogen, so wird zufolge des bewiesenen Funda-
mentalsatzes die aus ihnen zusammengesetzte Form stets einer und
derselben Formenclasse & von derselben Determinante D ange-
héren, deren Theiler nach dem Obigen = 6 ¢ ist. Wir werden
daher sagen, dass diese Classe & aus den beiden einigen Classen
K, K' zusammengesetzt ist, und werden dies durch die symbolische
Gleichung*)
= KK =KK

ausdriicken.

Sind ferner je zweider drei Classen K, K', K" einig, so lassen
sie sich successive zu einer Classe zusammensetzen, und zwar wird
diese resultirende Classe von der Anordnung der beiden successiven
Compositionen vollig unabhéingig sein **); d. h. symbolisch ausge-
gedriickt, es wird

(KKYK" =(KK")K' = (K'K")K
sein. Man kann némlich die Reprisentanten (a, b, ¢), (a', ¥, ¢'),
(a", b", c") der dreiClassen K, K'; K" (nach §.93) so wihlen, dass
a, &, a” relative Primzahlen sind; bestimmt man nun (na,ch §. 25)
B durch “die Congruenzen

B = b (mod. a), B =¥ (mod. a'), B = 4" (mod. a"),

so wird von selbst B B=D (mod.aa'a"), also D=BB —aa'a"C,
wo C eine ganze Zahl bedeutet. Dann enthilt

die Classe KX  die Form (e, B, a’a” C)

» » K’ » » (@, B, aad" 0)

» » KXK' 5 5, (aB,ad0)

» » KK , , (ad,B, a"0)

» » KK" , , (ad', B,d0)

» » KK', , (aa' B,aC)
und Jede der Classen (KK')K", (KK")K', (K'K")K enthilt
folglich dieselbe Form (aa'a”, B, C'); mithin sind diesé drei Classen
identisch. Diese.eine Classe kann daher einfach durch das Symbol

K K'K" hezeichnet werden, wobei die Stellung der drei Symbole
K, K', K" gleichgiiltig ist.

Wendet man nun dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §. 2, so
ergiebt sich, dass auch fiir jede grossere Anza.hl von -Classen

*) Gauss bezeichnet die aus K und K' zusammengesetzte Classe mit
‘K + K' (D. A. art. 249).

**) Gauss: D. A. artt. 240, 241.
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