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Sind ferner % und B zwei beliebige Gruppen, so bildet das
System D aller in % und B gemeinschaftlich enthaltenen Classen
ebenfalls eine Gruppe, welche der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von U und B heissen mag; sind a, b, d die Grade dieser drei
Gruppen, so ist d ein gemeinschaftlicher Divisor von ¢ = e¢d und
b = Bd; besteht ferner die Gruppe B aus den # Complexen D B,
DB; ... DBy, so bilden, wie man leicht erkennt, auch die 4 Comn-
plexe AB, AB, ... ABg eine Gruppe M vom Grade m = af
= ba = ab:d, und zwar ist diese Gruppe I das kleinste gemein-
schaftliche Multiplum der beiden Gruppen % und B *).

Die am leichtesten zu iiberblickenden Gruppen sind die oben
erwihnten Perioden; jede solche Gruppe, deren Classen durch
wiederholte Composition aus einer einzigen Classe entstehen, wollen
wir eine reguldre Gruppe nemnen; jede drrreguldre Gruppe lasst
sich als das kleinste Multlplum von gewissen reguliren Gruppen
darstellen, von denen je zwei nur die Hauptclasse gemeinschaftlich
haben. Auf diese Darstellung und die damit zusammenhingenden
Sétze von Gauss**), deren Beweis leicht auf das Vorhergehende
gegriindet werden kann, wollen wir aber hier nicht mehr eingehen.

§. 150.

Eine der hauptséchlichsten Anwendungen, welche Gauss von
der Theorie der Composition gemacht hat, besteht in der Ver-
gleichung der Anzahl 2’ der Classen vom Theiler ¢ mit der An-
zahl h der urspriinglichen Classen erster Art***); offenbar ist dies
dieselbe Aufgabe, welche Dirichlet in der oben mltgethellten Art
(88. 97, 99, 100) geldst hat.

Bedeutet S die einfachste, und K irgend eine Classe vom
Theiler 6, so existirt (nach §. 148, 3.) mindestens eine urspriing-
liche Classe erster Art H, welche mit S componirt die Classe K

*) Dieser Satz verliert seine allgememe Gulhgkelt, wenn die Ordmmg
der zusammenzusetzenden Elemente einen Einfluss auf das Compositum hat.
+¥) D. A. artt. 805 — 307; ferner Démonstration de quelquies: théorémes
concernants les périodes des classes des formes binaires dw second degré
(Gauss Werke, Bd. IL. p. 266..1868). — Vergl. Schering: Die Fundamental-
Classen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen. Gottingen 1869.
oK) D, 4. artt. 263 — 256.
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hervorbringt; durch Composition von S mit allen A Classen H
miissen also jedenfalls alle Classen K vom Theiler ¢, jede min-
destens einmal erzeugt werden. Es seien nun R,, R, ... R, die
sammtlichen r von einander verschiedenen urspriinglichen Classen
erster Art, welche mit S componirt die Classe S selbst hervor-
bringen; da aus SR = S und SR' = S auch S (RR') = 8 folgt,
so bilden diese r Classen eine Gruppe R vom Grade r; und da das
System aller A urspriinglichen Classen erster Art ebenfalls eine
Gruppe § bildet, welche ein Multiplum der Gruppe R ist (§. 149),
so ist b = rk, und"die Gruppe § zerfillt in k Complexe von der
Form R H; alle » Classen eines solchen Complexes RH geben,
mit S componirt, eine und dieselbe Classe SH vom Theiler 6; und
umgekehrt, wenn SH' = SH ist, so folgt SH'H—! = S, also ist
H H-'= R in R, mithin H' = RH in dem Complex R H ent-
halten. Die Anzahl A’ der verschiedenen Classen vom Theiler 6
ist daher = k, und wir sind also zu folgendem Resultate gelangt:

Die Anzahl h der wurspriinglichen Classen der ersten Art ist
rmal so gross als die Anzahl k' der Classen vom Theiler 6, wo r
die Anzahl derjenigen urspriinglichen Classen der ersten Art be-
deutet, welche mit der einfachsten Classe vom Theiler 6 zusanamen-
gesetzt diese letztere wieder erzeugen.

Dies Resultat behilt offenbar seine Giiltigkeit fiir eine negative
Determinante, auch wenn nicht alle, sondern nur die sogenannten
positiven Classen gezidhlt werden (§. 64).

Es kommt jetzt offenbar nur noch darauf an, die Anzahl
r zu bestimmen, und zu diesem Zwecke stellt Gauss folgenden scho-
nen Satz auf:

Die r urspriinglichen Classen der ersten Art, welche mit der ein-
Sachsten Classe vom Theiler 6 zusammengesetzt diese letatere wieder
ergeugen, sind identisch mit denjenigen Classen, durch deren For-
men das Quadrat des Theilers o eigentlich oder uneigentlich dar-
gestellt werden kann.

Um denselben zu beweisen, bemerken wir zunichst, dass man
als Reprisentanten einer jeden urspriinglichen ClasseH der ersten
Art stets eine Form (a, B, C6) annehmen kann, in welcher a re-
lative Primzahl zu ¢ ist, 2 B und C aber durch ¢ theilbar sind; hat
man némlich (nach §. 93) als Représentanten zunéichst eine Form
(a, b, ¢) gewihlt, in welcher a relative Primzahl zu ¢ ist, und com-
ponirt man dieselbe mit einer Form (¢, &', ¢) aus der einfachsten
Classe S vom Theiler ¢, so erhilt man (§§. 146, 147) eine Form
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(a6, B, C) vom Theiler ¢, und zwar so, dass die Formen (a, b, ¢),
(0, ¥, ¢) resp. den Formen (a, B, Cd), (6, B, a C) dquivalent sind;
es kann daher (@, B, C 0) statt (a, b, ¢) als Repriisentant der Classe
H gewihlt werden.

Ist nun SH = 8, also H eine der  Classen aus der Gruppe
R, so ist (a6, B, C) dquivalent mit (¢, B, aC), und folglich exi-
stiren zwei ganze Zahlen z, y, welche der Bedingung

a6x?+2Bxy+ Cyt =20
geniigen; hieraus folgt aber
a(6z)2+2B(6x)y + Cay? = 03,

d. h. 62 wird durch die Form (a, B, Co6) der Classe H dargestellt,
wenn den Variabeln die Werthe 62, y beigelegt werden.

Umgekehrt, ist 62 durch die Formen der Classe H, also auch
durch die Form (a, B, C6) darstellbar, so existiren zwei ganze
Zahlen z, y, welche der Bedingung

az'? 4 2B2y + Cay? = a?

geniigen. Zuniichst ergiebt sich hieraus, dass 2’ durch ¢ theilbar
sein muss; denn da C und 2B, also auch 2 By = ¢ durch ¢
theilbar ist, so folgt aa’? + fox’' = 0 (mod. 62); ist nun 0 der
grosste gemeinschaftliche Divisor von z#' = dx und 6 = d¢, wo
also z und ¢ relative Primzahlen bedeuten, so ergiebt sich az? 4 fox
= 0 (mod. @?), also muss ax?, folglich auch @ durch ¢ theilbar
sein; da'aber a relative Primzahl zu 6 = dp, also auch zu ¢ ist,
s0 muss g = 1, d = 6, also ' = 6z sein. Nachdem dies be-
wiesen ist, ergiebt sich

/ adx? + 2Bzy + Cy? = ¢d;

da ferner 2 B und C durch ¢ theilbar sind, so folgt, dass x und y
relative Primzahlen sind; mithin ist ¢ eigentlich darstellbar durch
- die Form (a0, B, C) vom Theiler g, welche folglich (§.60) einerForm
dquivalent sein muss, deren erster Coefficient = ¢ ist, und die
also der einfachsten Classe S vom Theiler ¢ angehort. Da nun
(a0, B, C) auch der Classe SH angehért, so ist SH=S,d h.
H ist eine Classe aus der Gruppe R, was zu beweisen war.

Durch den hiermit bewiesenen obigen Satz sind wir nun in
den Stand gesetzt, den Grad r der Gruppe R genau zu bestimmen,
Ist R eine Classe aus dieser Gruppe, und wird ¢? durch jhre, For-
men so dargestellt, dass die beiden darstellenden Zahlen (z,y) den
- grossten gemeinschaftlichen Theiler 8 haben, so geht 82 in ¢?, folg-



