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392 Supplement X.

lich 0 in ¢ = d¢ auf; mithin ist (nach §. 60) ¢? eigentlich dar-
stellbar durch die Formen der Classe R, und folglich kann man
(nach §. 60) als Reprisentanten von R eine Form wihlen, deren
erster Coefficient — g2 ist. Da umgekehrt durch jede solche Form
auch 62 dargestellt wird, wenn den Variabelen die Werthe x = 9,
y=0 ertheilt werden, so gehort sie, wenn sie zugleich urspriinglich
von der ersten Art ist, einer Classe R aus der Gruppe R an. Wir
haben mithin folgenden Satz erhalten:

Der Grad r der Gruppe R ist gleich der Anzahl aller wicht
dquivalenten wrspriinglichen Formen der ersten Art, deren erster
Coefficient ein quadratischer Divisor o vom Quadrate des Theilers
G ist.

Wir bemerken schliesslich, dass fiir jeden solchen quadrati-
schen Divisor g2 (zufolge §. 56) nur alle diejenigen Formen zu
untersuchen sind, deren mittlere Coefficienten ein vollstindiges
Restsystem nach dem Modulus o2 bilden.

§.-151.

Nachdem im Vorhergehenden der Weg allgemein vorgezeichnet
ist, auf welchem man zur Bestimmung des Verhiltnisses der Classen-
anzahlen k-und ' gelangt, schreiten wir zur Betrachtung der spe-
ciellen Fille, in welchen ¢ eine Primzahl ist, weil aus ihnen das
allgemeine Resultat abgeleitet werden kann.

I. Ist die Determinante D =1 — 4% = 1 (mod. 4), und
6 =2, 80 handelt es sich um die Vergleichung der Classenanzahlen
der urspriinglichen Formen der ersten und zweiten Art. Bezeichnet
man dieselben wieder mit k und %', so ist h = &/, wo r die An- |
zahl der nicht dquivalenten urspriinglichen Formen erster Art be-
deutet, deren erster Coefficient = 1 oder = 4 ist. Da.im zweiten
Fall der mittlere Coefficient ungerade sein muss, so sind nur die
drei Formen :

(1’ 07 "'—D)a (41 il’ "’)
in Betracht zu ziehen.
Ist D = 1 (mod. 8), also n gerade, so ist nur die erste dieser
Formen urspriinglich von der ersten Art, folglich » — 1, und
="
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Ist aber D = 5 (mod. 8), also n ungerade, so sind alle drei
Formen urspriinglich von der ersten Art, und es braucht nur noch
untersucht zu werden, ob sie verschiedenen Classen angehdren oder
nicht. Zunichst ldsst sich beweisen, dass sie entweder zu einer und
derselben, oder zu drei verschiedenen Classen gehoren. Gauss zeigt
dies durch die Composition der ihnen entsprechenden Classen 1, P, @;
da die Classen P, ¢ entgegengesetzt sind, so ist PQ = 1, und
ferner ldsst sich leicht zeigen, dass PP — ¢ und @ @ = P ist
(denn aus den beiden einigen, in P enthaltenen Formen (4, 1, n),
(n, —1, 4) ist die Form (4%, 2n — 1, ) zusammengesetzt, und da
diese mit (m, 1 —2n, 4n), (n, 1, 4), (4, — 1, n) dquivalent ist, so
folgt PP — @); nimmt man nun an, dass zwei der drei Classen
1, P, ¢ identisch sind, so ergiebt sich hieraus sofort, dass auch die
dritte mit ihnen iibereinstimmt. Dasselbe ldsst sich auch durch
die folgenden Siitze erweisen.

Sind irgend zwei der drei Formen (1,0, — D), (4, *1, n)
dquivalent, so ist die Gleichung t*— Du? = 4 durch ungerade
Zahlen t, u losbar.

Ist némlich die erste Form mit einer der beiden anderen &qui-
valent, so ist (nach §. 60) der erste Coefficient 4 dieser letztern
eigentlich darstellbar durch die Form (1, 0, — D), also giebt es
zwei relative Primzahlen ¢, , welche der Gleichung #2 — Du? — 4
geniigen, woraus folgt, dass.?, », da sie nicht beide gerade sein
konnen, nothwendig beide ungerade sein miissen. Sind ferner die
beiden letzten Formen iquivalent, so giebt es (nach §. 60. Anm.)
zwei ganze Zahlen z, y, welche den Bedingungen

4224 2zy 4+ ny? =4, —2z+ ny = 0 (mod. 4)

geniigen; da » ungerade ist, so muss y gerade sein = 2u; setzt
man dann 22 + u = ¢, so0 gehen diese Bedingungen in die folgen-
den iiber

——Du?.—-_—4, t= --u(mod. 4);
da aus der letztern {2 = u? (mod. 8) folgt, und ausserdem —.D
= 3 (mod.8) ist, so folgt aus der erstern 4u? = 4 (mod.8), mithin.
ist u, also auch ¢ ungerade, was zu beweisen war.
Ist die Gleichung t: — Du? — 4 durch ungerade Zahlen t, w
losbar, so sind alle drei Formen (1, 0, — D), (4, &1, n) dquivalent.
Denn wenn man ¢ mit beliebigem Vorzeichen, dann aber w=—¢

(mod. 4) wihlt, so geht die Form (1, 0, — D) durch dle Substi-
tutionen
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t+ Du
t, £
+u, ttu

in die beiden Formen (4, 41, ») iiber. — Durch Verbindung der
beiden vorstehenden Sitze ergiebt sich:

Die drei obigen Formen sind dquivalent oder gehiren drei ver-
schiedenen Classen an, je nachdem die Gleichung t?— Du? = 4
durch ungerade Zahlen t, u lisbar ist oder nicht; im ersten Fualle
ist h =}/, im zweiten h — 3 I.

Ist nun D positiv, so tritt der erste Fall ein oder der zweite,
je nachdem die kleinste Losung ¢ = 1", w = U’ aus ungeraden
oder geraden Zahlen besteht. Ist D negativ, so besitzt die Glei-
chung im Allgemeinen nur die beiden Auflosungen t=+2, u=0,
und mithin ist » = 34’; die einzige Ausnahme hiervon bildet die
Determinante D =— — 3, weil die Gleichung ausser den beiden
Losungen £2 = 4, w = 0 noch die vier Losungen {2 = u? = 1 be-
sitzt, und folglich ist in diesem Falle wieder h = &/

Diese Resultate stimmen vollkommen mit denjenigen iiberein,
welche wir frither (§§. 97,"99) mit Hiilfe ganz anderer Principien
abgeleitet haben.

II. Ist D = I 62, so leuchtet ein, dass k' zugleich die An-
zahl der urspriinglichen Classen erster Art von der Determinante
D' ist. Unter der Voraussetzung, dass ¢ eine Primzahl ist, haben
wir, um das Verhiltniss » = h: ' zu bestimmen, nur die ! Formen

(1,0, —D) und (¢% B, BB—D') 1)

zu betrachten, wo B ein vollstindiges Restsystem (mod. 6) durch-
laufen muss, mit Ausnahme derjenigen Werthe, fiir welche
BB = D' (mod. 6) wird, weil diesen keine urspriinglichen For-
men entsprechen; die Anzahl der zu betrachtenden urspriinglichen
Formen ist daher

1=2 oder 6 — (—1;—> @)

je nachdem ¢ = 2 oder eine ungerade Primzahl ist. Zur Bestim-
mung der Anzahl » der verschiedenen Classen, welchen diese I
Formen angehéren, gelangen wir durch die folgenden Sitze.
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Die beiden Formen (1,0, — D), (62 g6, Bf—D') sind stets
und nur dann dquivalent, wenn es swei ganze Zahlen ¥, w giebt,
welche den Bedingungen

Y —Duww =1, t+pu =0 (mod. 6) (3)
geniigen; zwei Formen (6% bo, bb— D), (62 b6, b — D) sind
stets und nur dann dquivalent, wenn es zwei gamze Zahlen ¢, v
giebt, welche den Bedingungen

P — D' =1, (b—0b)t + @Y — D)uw = 0 (mod. 6) (4)
gentigen.

Die Aequivalenz der Formen (1, 0, — D), (d? fo, Bs—D")
ist (nach §. 60 Anmerkung) gleichbedeutend mit der Annahme der
Existenz zweier ganzen Zahlen z, y, welche die Bedingungen

z? — D' 62y? = 6?,
z+ poy =0, —fez— D 62y = 0 (mod. 6?)

erfiillen; da nun aus der ersten folgt, dass # durch ¢ theilbar ist,
und da sie durch die Substitutionen z = 6¢#', y = ' in die Be-
dingungen (3) iibergehen, aus welchen sie umgekehrt folgen, so ist
der erste Theil des Satzes erwiesen. Ebenso fillt die Annahme
der Aequivalenz der Formen (62, b6, bb — D), (0% 'd, b'd' — D)
zusammen mit der Annahme der Existenz zweier ganzen Zahlen
z, y, welche die Bedingungen

6222 + 2boy + (bb— D)y? = o,
62z 4 (b+b)oy =0, (b—"b)dz+ (bb— D')y = 0 (mod. ¢6?)

befriedigen ; da nun der Voraussetzung nach b — I’ nicht durch
6 theilbar ist, so muss y2? und folglich auch y durch die Primzahl
6 theilbar sein; da ferner die vorstehenden Bedingungen durch die
Substitution y = 6w, x = t'—bu’ in die Bedingungen (4) iiber-
gehen, aus denen sie auch riickwirts folgen, so ist auch der zweite
Theil des obigen Satzes bewiesen.

Bedeutet A die Anzahl derjenigen Formen (1), welche der
Hauptclasse angehiren, so ist | = rA.

Gehort die Form (62, o, p2— D') der Hauptclasse an, so exi-
stirt eine Losung (', w') der Gleichung

' —D'uw'u =1 (5)

welche der Congruenz ¢ + fu' = 0 (mod. 6) geniigt, und folglich
kann «’ nicht durch ¢ theilbar sein. Ist umgekehrt (¢, «') eine
Losung der Gleichung (5), und «' nicht theilbar durch 6, so existirt
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stets eine und nur eine Zahlclasse f (mod. 6), welche der Con-
gruenz ¢’ + fu' = 0 (mod. ) geniigt, und ihr entspricht eine zur
Hauptclasse gehorige Form (62, 8¢, 2— D). Um also alle diese
Formen zu erhalten, muss man alle Losungen (', «/) der Gleichung
(5) aufstellen, in welchen #' nicht durch ¢ theilbar ist, und jedes-
mal die entsprechende Zahlclasse f (mod. 6) durch die Congruenz
t' + Buw'=0 (mod. o) bestimmen. Da ausserdem die Form (1,0, —D)
zur Hauptclasse gehort, und 4 die Anzahl aller zur Hauptclasse
gehorenden Formen (1) bedeutet, so ist also A — 1 die Anzahl der
sammtlichen incongruenten Zahlclassen B (mod. 6), welche aus
Lésungen (#, w) der Gleichung (5) vermdge der Congruenz
t' + Bu' = 0 (mod. 6) erzeugt werden konnen.

Sind hierdurch schon alle Formen (1) erschipft, so ist { = 4
und r = 1, also der Satz richtig. Giebt es aber eine nicht zur
Hauptclasse gehorende urspriingliche Form (02, 8’6, 'd’ — D), d.h.
giebt es eine von den A—1 Zahlclassen B (mod. 6) verschiedene
Zahlclasse & von der Beschaffenheit, dass &' &' — D’ nicht durch ¢
theilbar ist, so wollen wir zeigen, dass unter den ! Formen (1) sich
genau (A — 1) Formen (62, b6, bb — DY) finden, welche alle mit der
Form (a2, b6, b’6' — D") dquivalent und von ihr versehieden sind.
Ist ndmlich (02, b6, bb — D') eine solche Form, also b — %’ nicht
durch ¢ theilbar, so giebt es, wie oben gezeigt ist, eine Lisung
(¢, w') der Gleichung (5), welche der Congruenz

T G—=0)t+ BY — D)u = 0 (mod. ) (4)
geniigt, aus welcher zugleich folgt, dass «’' nicht durch ¢ theilbar
ist. Umgekehrt, ist (#',4’) eine Losung der Gleichung (), in welcher
o’ nicht durch ¢ theilbar ist, und ¢’ 4+ go' = 0 (mod @), 80 existirt,

weil ' — B nicht durch ¢ theilbar ist, immer eine und nur eine
Zahlclasse & (mod. 6), welche die Congruenz

®—B) b= D —"b'f (mod. 0) (6)
befrledxgt, und zwar kann b nicht = %' (mod. 6) sein, weil hieraus
b'b' = D' (mod. 6) folgen wiirde; multiplicirt man nun (6) mit «/,
so ergiebt sich (4), und folglich ist wirklich (¢?, b6, bb — D) dqui-
valent mit der Form (¢?, 4’0, b'6'’— D') und zugleich verschieden
von ihr, weil & — &’ nicht durch o theilbar ist. Um also alle mit
der Form (¢?, b’ 6, 'd’' — D) quivalenten und von ihr verschiede-
nen Formen (6% b6, bb — D’) zu erhalten, braucht man nur die
simmtlichen (4 —1) Congruenzen (6) aufzustellen welche den

_(A—1) incongruenten’ Zahlclassen f§ (mod. 6) entsprechen, und fiir
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jede die entsprechende Zahlclasse & zu bestimmen. Auf diese Weise
entstehen aber wirklich auch (4 —1) verschiedene Zahlclassen
b (mod.6); denn wollte manannehmen, es kénnte zwei verschiedenen
Zahlclassen B, ' (mod. 6) eine und dieselbe Zahlclasse & (mod. a)
entsprechen, so wire

@ —pb=D—¥p, O —p)b=D—bp (mod o);

hieraus wiirde aber durch Subtraction (8’ — ) (b — ¥') =0 (mod. 6)
folgen, was unmoglich ist, da weder g'—pB noch b — ' durch o
theilbar ist. Mithin giebt es wirklich genau 4 — 1 verschiedene
Formen (62, b6, bb — D), welche mit der Form (a?, b's, 8'%’' — D")
dquivalent und zugleich von ihr verschieden sind. Von den
I Formen (1) gehoren daher immer je 4, und nicht mehr, zu einer
und derselben Classe, folglich ist I = rA4, was zu beweisen war.

Ist die Determinante D = D' 62 negativ, so ist h im Allgemeinen
= I, und nur damn =} 1A', wenn D' = — 1.

Denn die Gleichung (5) besitzt nur im letztern Falle Lisungen
(# = 0, = % 1), in welchen ' nicht durch & theilbar ist; da
denselben nur die eine Zahlclasse § = 0 (mod. 6) entspricht, so
ist 4 == 2, also r = }I; in allen anderen Fillen ist 4 = 1, also
r=1

Ist die Determinante D —=1D' 62 positiv, soist hlog(T+ UV D)
=1.Wlog(T'4+ U VD), wo (1, U), (I", U") resp. die kleinsten
positiven Auflésungen der Gleichungen T? — D U?=1, T'*— D' U"?
= 1 bedeuten.

Um dies zu beweisen, schicken wir eine Bemerkung iiber die
Losungen der Gleichung (5) voraus. Wenn zwei solche Losungen
(', w), (", v") der Bedingung
. tuw’ —u't" = 0 (mod. d) )
geniigen, so kann man, wenn VD' und VD = 6 VD' immer positiv
genommen werden, '

'+ VD = ({"+ " VD) t+uVD), 8)
setzen, wo die ganzen Zahlen ¢, v eine Losung der Gleichung
t?— Dut =1 €)]

bilden. Umgekehrt, sind (¢”, w”), (t, w) resp. Losungen der Glei-
chungen (5), (9), so liefert die Gleichung (8) stets eine Losung (', ')
der Gleichung (5), welche zugleich der Bedingung (7) geniigt. Je
zwei solche Losungen (¥, «'), (¢, ") der Gleichung (5) wollen
wir #quivalent nennen; dann leuchtet sofort ein, dass zwei Lo~
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sungen, welche einer dritten dquivalent sind, auch einander dqui-
valent sein miissen. Man kann daher die simmtlichen Losungen
der Gleichung (5) in Classen eintheilen, deren jede alle und nur
solche Losungen enthélt, die unter einander dquivalent sind. Da
nun die Gleichung (8) lehrt, aus einer gegebenen Losung (¢, u")
alle ihr dquivalenten Losungen (#', «') zu finden, und da ¢t 4« VD
= + (I'+ UVD)» ist, wo das Vorzeichen nach Belieben, und fiir
n jede ganze Zahl gewihlt werden darf (§. 85), so leuchtet ein
(vergl. §. 87), dass aus jeder Classe von Losungen ein und nur ein
Reprasentant (¢, «') so gewihlt werden kann, dass

1=t +4VD < T+ UVD

wird; da ferner (I, Ud) ebenfalls eine Losung der Gleichung (5),
und folglich (§. 85)
T+ UVD = (I"+ U'VDW

ist, wo A’ eine bestimmte positive ganze Zahl bedeutet, so leuchtet
ein, dass die ersten Factoren ¢ + «' VD' der obigen Reprisentanten
(', «) von der Form (I"+ U’ VD')¥ sind, wo »' die A’ Werthe
0,1,2...(A—1) durchlaufen muss, dass also die Anzahl der
Classen = ' ist.

Die erste von diesen Classen enthilt also die Losungen (¢, ')
und nur solche, deren zweite Elemente «' durch ¢ theilbar sind.
Jede Losung (¥, ') aus einer der iibrigen A’ —1 Classen liefert
aber durch die Congruenz # 4 ' = 0 (mod. 6) eine zugehorige
Zahlclasse f (mod. 6), und da unmittelbar einleuchtet, dass zwei
solche Losungen stets und nur dann zu derselben Zahlclasse
B (mod. 6) fiihren, wenn sie derselben Classe von Losungen ange-
horen, so muss die Anzahl 2 —1 der Zahlclassen g mit der Anzahl
4'—1 dieser Classen von Losungen iibereinstimmen; also ist A =24/,
was zu beweisen war.

Offenbar ldsst sich aus dem hier behandelten speciellen
Fall ohne Schwierigkeit das in §. 100 erhaltene Resultat fiir den
allgemeinen Fall ableiten, in welchem 6 eine beliebige zusammen-
gesetzte Zahl ist.



