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Composition der Formen. 399

§. 152,

Wir beschréinken uns nun im Folgenden auf die Composition
von urspriinglichen Classen erster Art, und behalten ausserdem,
wenn die Determinante D negativ ist, nur die positiven Classen bei,
deren Zusammensetzung offenbar immer wieder zu positiven Classen
fiithrt. Diese h Classen, welche eine Gruppe § bilden, zerfallen
(§. 122) je nach dem Ausfall der 4 Charaktere C, welche dieser
Determinante D entsprechen, in Geschlechter, und es ist mit Hiilfe
des Reciprocititssatzes gezeigt (§. 123), dass hichstens der Hilfte
aller angebbaren Totalcharaktere wirklich existirende Classen ent-
sprechen. Gauss*) leitet nun diesen letzteren Satz aus der Theorie
~ der Composition ab, und er benutzt ihn, um darauf einen neuen,
den zweiten Beweis des Reciprocititssatzes zu griinden. Da diese .
tiefsinnigen Principien sich auf die Beweise von hdheren Recipro-
cititsgesetzen iibertragen lassen**), so theilen wir dieselben in die-
sem und den folgenden Paragraphen mit.

Sind &, & die Werthe eines Charakters C resp. fiir die Classen
H, H', s0 ist C = &¢ fir die Classe HH'.

Man kann als Reprisentanten der Classen H, H' immer zwei
einige Formen nehmen, deren erste Coefficienten a, a' relative
Primzahlen zu 2D sind; da die aus ihnen zusammengesetzte, also
der Classe HH' angehorende Form den ersten Coefficienten aa’
hat, welcher ebenfalls relative Primzahl zu 2 D ist, so ergiebt sich
der zu beweisende Satz unmittelbar, wenn man bedenkt, dass der
Charakter C oder C(n) ein Ausdruck von der Art

(— 1)%e=D | (— 1)%n=D) | (— 1)he—D+%ot1) (3;_) .

ist (§ 122), und dass folglich die drei Werthe C(a), C(a’), C(aa’),
welche dieser Charakter resp. in den drei Classen H, H', HH' be-
sitzt, der Bedingung C(a) C(a') == C(aa') geniigen.

Aus diesem Satze ergiebt sich, dass, wenn die Classen K, K’
resp. denselben Geschlechtern G, G' angehoren, wie die Classen

*) D. A. artt. 257 — 262.

**) Kummer: Ueber die allgemeinen Reciprocitdtsgesetze unter den
Resten und Nichtresten der Potenzen, deren Grad eine Primzahl ist.
1869. Vergl. Berliner Monatsbericht vom 18. Febr. 1858.
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H, H', dann auch die Classen K K’ und HH' sich in einem und
demselben Geschlechte finden, welches das aus G, G' zusammen-
gesetzte Geschlecht heissen soll*).  Sind ferner N, N' zwei Classen
des Hauptgeschlechtes, d. h. desjenigen Geschlechtes, in welchem
sich die Hauptform (1, 0, — D) findet, und folglich alle Charaktere
C den Werth 41 haben, so gehort die zusammengesetzte Classe
N N’ ebenfalls diesem Geschlechte an, mithin bilden alle n Classen
des Hauptgeschlechtes eine Gruppe R vom Grade n (§. 149); zugleich
zerfallen die siémmtlichen % Classen in g Complexe RH von je
n Classen , welche jedesmal einem und demselben Geschlecht an-
gehoren ; zwei verschiedene solche Complexe gehoren, wie man leicht
erkennt, auch zu verschiedenen Geschlechtern; mithin ist & = ng,
und g die Anzahl der wirklich existirenden von einander verschie-
denen Geschlechter **).

Die Determinante D heisst reguldr oder irreguldr, je nachdem
die von den % Classen des Hauptgeschlechtes gebildete Gruppe
reguliar ist oder nicht (§ 149); bedeutet im letztern Falle d den
Grad der grossten in ihr enthaltenen regulidren Gruppe, so heisst
die ganze Zahl n: 98 der Irregularititsexponent der Determinante***).

Aus dem obigen Satze iiber den Charakter einer zusammen-
gesetzten Classe ergiebt sich ferner unmittelbar der folgende:

Jede Classe @, welche durch Duplication einer Classe entsteht,
gehirt dem Hauptgeschlechte an.

Die Anzahl ¢ der verschiedenen Classen ¢, welche durch Du-
plication der simmtlichen % Classen entstehen, ist daher < n (da
diese Classen, wie leicht zu ersehen ist, eine Gruppe £ bilden, so
muss ¢ gewiss ein Divisor von » sein). Um sie genauer zu bestim-
men, nehmen wir an, @ entstehe durch Duplication der bestimmten
Classe H, und fragen nach allen Classen H’, durch deren Duplication
dieselbe Classe @ entsteht. Aus der Annahme H' H'— @ — HH
folgt nun, wenn man H' = AH setat, A4 =1, also 4 = 4,
d.h. die Classe A4 ist identisch mit der ihr entgegengesetzten Classe,
und folglich ist sie eine ambige Classe (§. 148, 2., §§. 56 — 58).
Umgekehrt, ist H' = AH, und A eine ambige Classe, so ist auch
H' H' — HH. Schreibt man daher alle ¢« ambigen Classen 4 auf,
welche offenbar eine Gruppe U bilden, so zerfallen alle 7 Classen

*) Gauss: D. A. artt. 246, 247.
**) Gauss: D. A. art. 252.
k%) Gauss: D. A. art. 806. VIL



