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Composition der Formen. 401

in ¢ Complexe AH von je o Classen, deren Duplication eine und
dieselbe Classe HH hervorbringt, wihrend zwei Classen, welche
zwei verschiedenen solchen Complexen angehdren, durch Dupli-
cation auch zwei verschiedene Classen hervorbringen; und endlich
ist h = ag. )

Da nun % auch = ng, und ausserdem ¢ < = ist, so ergiebt
sich ¢ < o, d. h. der Satz: Die Anzahl der wirklich existirenden
verschiedenen Geschlechter ist hichstens gleich der Anzahl der am-
bigen Classen.

§. 153.

Es kommt also jetzt darauf an, fiir eine gegebene Determinante
D die Anzahl o aller ambigen Classen 4 genan zu bestimmen,
welche urspriinglich von erster Art sind.

Da in jeder ambigen Classe 4 — A~! stets mindestens eine
ambige Form (a, b, ¢) zu finden ist (§. 58), so bleibt gewiss keine
jener o Classen unvertreten, wenn wir alle ambigen Formen auf-
schreiben. Da nun in einer solchen Form 2& durch a theilbar,
folglich » entweder = 0, oder = }a (mod. @), also (a, b, c) selbst
mit einer Form fquivalent ist (§. 56), deren mittlerer Coefficient ent-
weder Null, oder die Hilfte des ersten Coefficienten ist, so geniigt es,

alle Formen
—D b2—D
(a, 0, —-a—-') und (2 b, b, —-§b—>

zu betrachten, welche urspriinglich von erster Art sind.

Bedeutet u die Anzahl aller verschiedenen wungeraden Prim-
zahlen, welche in D aufgehen, ist ferner » =— 0 oder =1, je nach-
dem D ungerade oder gerade, so ist g4 v die Anzahl aller ver-
schiedenen in D aufgehenden Primzahlen. Dann leuchtet ein, dass
die Anzahl aller urspriinglichen Formen vom Typus

(a, 0, @)
gleich 2u+»+1 jst; die eine Hilfte derselben hat positive erste
Coefficienten, die andere Halfte negative.
Betrachten wir nun die anderen ambigen urspriinglichen For-

men erster Art, deren Typus
Dirichlet, Zahlentheorie. 26



402 Supplement X.

b2—D
(20, 5, 257 )

ist, so muss b ein solcher Divisor von D =— — b%' sein, dass der
dritte Coefficient (b + b') eine ganze Zahl und relative Primzahl
zu 2 b wird; mithin muss zunéchst & + &’ = 2 (mod. 4) sein, und
ferner diirfen b und »’' keinen gemeinschaftlichen ungeraden Divi-
sor haben. Sind nun & und ' ungerade, so folgt &’ =6, D=—10bb
= 3 (mod. 4); umgekehrt, wenn D = 3 (mod. 4), so kann b nur
ungerade sein, und aus 65’ =— — D = 1 (mod. 4) folgt von selbst,
dass b =¥/, also b+ b = 2 (mod. 4) wird; mithin kann & jeder
Divisor von D sein, fiir welchen & und 3’ relative Primzahlen wer-
den. Die Anzahl dieser Formen

(20, b, 36+

ist daher =—=24+1, unter welchen ebensoviele mit positiven, wie mit
negativen ersten Coefficienten vorkommen. Sind aber b und ¥
gerade, so ist eine von ihnen = 0, die andere = 2 (mod. 4), mit-
hin D = 0 (mod. 8), und }b, 14’ sind relative Primzahlen. Um-
gekehrt, wenn D=0 (mod. 8) ist, so muss b gerade sein, und man
kann fiir 3 jeden Divisor von 3 D=—1b.3d' wiihlen, fiir welchen
30, 1V’ relative Primzahlen werden; mithin ist die Anzahl dieser
Formen, da 1D geradeist, gleich 2#+2, und unter ihnen finden sich
ebensoviele mit positiven wie mit negativen ersten Coefficienten.

Die Anzahl aller dieser ambigen urspriinglichen Formen erster
Art ist daher gleich

2u+l wenn D =1 (mod. 4),
Qut2, s D=2,38,4,6,7 (mod. 8),
2u+8, , D=0 (mod. 8);

sie ist folglich in allen Fillen genau doppelt so gross, als die An-
zahl 24 — 27 aller angebbaren Totalcharaktere fiir die Determi-
nante D (§. 122). Es kommt jetzt darauf an, die Anzahl der ver-
schiedenen Classen zu bestimmen, welche durch diese Formen re-
prisentirt werden.

Sieht man von dem singuléren Fall D — — 1 vorldufig ganz
ab, so erkennt man leicht, dass die Coefficienten @ und @/, ebenso
die Zahlen b und &', selbst ihren absoluten Werthen nach, von ein-
ander verschieden sein miissen. Hitten ndmlich die relativen Prim-
zahlen a, o' denselben absoluten Werth 1, so wiire D = + 1; das-
selbe wiirde sich ergeben, wenn man annehmen wollte, die unge-
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raden Zahlen b und %' hitten denselben absoluten Werth; sind
endlich b und &' gerade, so ist die eine der Zahlen }b, 1%’ gerade,
die andere ungerade, also haben sie verschiedene absolute Werthe.
Hieraus folgt, dass die simmtlichen obigen Formen immer in Paare
von je zwei von einander verschiedenen Formen (a, 0, a'), (o', 0, a),
und (20, b, 3(b+ "), (20, ¥, 1 (6 + V")) zerfallen und da die erste
resp. durch die Substitutionen (% 7), (33 71) in die zweite iiber-
geht, so geniigt es, diejenige von 1hnen beizubehalten, deren erster
Coefficient der kleinere ist; mithin haben wir nur noch 27 Formen
(@, 0, @), (20, b, 1(b+ V), in welchen die absoluten Werthe (a)
und (b) < V(D) sind; und unter diesen Formen giebt es wieder
ebensoviele mit positiven ersten Coefficienten, wie mit negativen. .

Ist nun D negativ, so behalten wir nur die ¢ Formen bei,
deren dussere Coefficienten positiv sind, und wir wollen zeigen, dass
sie die Reprisentanten von ebensovielen verschiedenen Classen sind.
Zunéchst sind alle Formen (a, 0, o/) und diejenigen Formen
(20, b, (0 + b)), in welchen 35 = ¥’ ist, reducirt (§.64), und statt
jeder nicht reducirten Form (29, &, 1(b + b')), in welcher also
3b > b, konnen wir die ihr nach rechts benachbarte reducirte
Form (b4, 3(¥' —1b), 3(b+¥)) substituiren. Man erkennt
nun leicht, dass alle diese ¢ reducirten Formen von einander ver-
schiedeb, und dass auch keine zwei einander entgegengesetzt sind,
weil keiner der mittleren Coefficienten negativ ist; sie gehéren
daher (§. 65) ebensovielen verschiedenen Classen an. Wir haben
daher das Resultat: Die Anzahl o aller positiven ambigen urspriing-
lichen Classen erster Art von negativer Determinante D ist halb so
gross wie die Anzahl 27 aller angebbaren Totalcharaktere. Dies gilt
offenbar auch noch fiir den oben ausgeschlossenen singuliren Fall
D=—1, da die beiden Formen (1, 0, 1), (2, 1, 1) dquivalent sind.

Ist aber die Determinante D positiv, so_entspricht jeder der
obigen 27 ambigen Formen (4, B, C) eine einzige ihr fiquivalente
ambige Form (4, B/, C'), wo B’ durch die Bedingungen

B = B (mod. 4), 0<VD—B < (4)

vollstéindig bestimmt ist; offenbar entstehen auf diese Weise wieder

27 ambige und von einander verschiedene Formen (4, B, ().

Um nun zu zeigen, dass alle diese Formen zugleich reducirt sind

(8.74), braucht nur nachgewiesen zu werden, dass (4) <VD + B'ist;

wenn (4) < VD ist, so folgt dies unmittelbar daraus, dass zufolge

der obigen Grenzbedingungen B’ positiv ist; wenn aber (4) > VD
: 26*



