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404 Supplement X.

ist, was nur bei den Formen des zweiten Typus eintreten kann, so
ist A = 2B, und (B) < VD, folglich B'=(B), weil dieser Werth
allen an B’ gestellten Forderungen geniigt, und also wieder (4)
< VD + B'. Endlich behaupten wir, dass jede ambige reducirte
Form (a, b, ¢), welche zugleich urspriinglich von erster Art ist,
nothwendig mit einer dieser 27 Formen (4, B', C’) identisch sein
muss; ist nimlich b theilbar durch a, so muss (¢) < V.D sein,
weil in einer reducirten Form 0 < b < VD ist, und die mit
(a,b,¢) Aquivalente Form (a, 0, o) ist eine der 2z Formen
(4, B, C), woraus folgt, dass (a, b, ¢) selbst mit der entsprechenden
Form (4,B', C') identisch sein muss, weil b als mittlerer Coefficient
einer reducirten Form denselben charakteristischen Bedingungen
geniigt, wie B'; ist aber b nicht theilbar durch «, so ist wenigstens
(@) <2 VD, und folglich die mit (a,d,c) dquivalente Form (a,3a,¢')
eine der Formen (4, B, C), woraus wieder folgt, dass (a, b, ¢) mit
der entsprechenden Form (4, B', (') identisch ist. Wir miissen
aus dem Vorhergehenden schliessen, dass die Anzahl aller am-
bigen urspriinglichen Formen erster Art, welche zugleich reducirt
sind, genau = 27 ist; da nun in jeder ambigen Classe sich stets
zwei und nur zwei solche Formen finden (§§. 78, 82), so erhalten
wir dasselbe Resultat, wie fiir negative Determinanten: Die An-
zahl o aller ambigen urspriinglichen Classen erster Art von posi-
tiver Determinante D ist genau halb so gross wie die Anzahl 2t
aller angebbaren Totalcharaktere.

Verbinden wir diese Resultate mit dem des vorigen Para-
graphen, so ergiebt sich folgender Satz*):

Die Anzahl der wirklich existirenden verschiedenen Geschlechter
ist hochstens halb so gross wie die Anzahl der angebbaren Total-
charaktere.

§. 154.

Das soeben erhaltene Resultat fiihrt nun zu einem newen Be-
weise des Reciprocititssatzes, sowie der Ergiinzungssitze iiber den
Charakter der Zahlen — 1 und 2. Wir machen zuniéichst die Be-

*) Vergl. §. 123.
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merkung, dass in den Fillen D = —1, 4 2, und wenn D =1
(mod. 4) eine positive oder negative Primzahl ist, nur ein einziger
Charakter C (§. 122), und folglich (§. 153) nur ein einziges Ge-
schlecht vorhanden ist, welches kein anderes, als das durch die
Form (1,0, — D) vertretene Hauptgeschlecht (¢ =+ 1) sein
kann. Wir bezeichnen nun mit p,q immer positive, ungerade (von
einander verschiedene) Primzahlen, und wenden uns zum Beweise
der drei Sitze:

-

<:§.}.) = (— 1)‘/2(1;—1), (%) = (— 1)‘/5(1)“—1)

£> (!_1_) (e 1)%(p—D. Ya(g—D),
<q p ( )

1. Ist zundichst p = 1 (mod. 4), so ist (— 1, 0, p) eine ur-
spriingliche Form erster Art von der Determinante D = p =1
(mod. 4), fiir welche nur Formen existiren, die dem Hauptgeschlecht
angehoren; mithin muss der Coefficient — 1 quadratischer Rest von
p sein. Ist aber p=3 (mod. 4), so ist — 1 Nichtrest von p; wiire
nimlich —1 = b2 —cp, so wire (p, b, ¢) eine (positive) Form
der Determinante D = — 1, welche zufolge ihres Coefficienten p
den Charakter ¢ = — 1 besisse, was unmoglich ist.

2. Ist p=1 (mod.8), so ist (8,1,3(1 — p)) oder (8,3,2(9—p)),
je nachdem p =9 oder = 1 (mod. 16) ist, eine urspriingliche
Form erster Art von der Determinante D — p = 1 (mod. 4), und
muss deshalb dem Hauptgeschlecht angehoren, woraus folgt, dass 8
und also auch 2 quadratischer Rest von p ist.

Ist ferner p = 7 (mod. 8), so ist 2 ebenfalls quadratischer
Rest von p; denn im entgegengesetzten Fall wire (zufolge 1. und
§. 33, I11.) die Zahl — 2 Rest von p, also —2 = b?—cp, und es
existirte eine (positive) Form (p, b, ¢) der Determinante D= —2,
fiir welche ¢ = — 1 wire, was unmoglich ist.

Ist endlich p = 3 oder 5 (mod. 8), so ist 2 Nichtrest von p;
wire ndmlich 2 = 52— ¢p, so wire (p, b, ¢) eine Form der De-
terminante D = 2, fiir welche ¢ = — 1 wiire, was unmoglich ist,

3. Istwenigstens eine der beiden Primzahlen p, ¢, z. B. p=1

* (mod. 4), so ist
-6



