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406 Supplement X.

Ist nimlich q Rest von p, so gilt Dasselbe von — ¢ (zufolge 1.
und §. 33, I.), mithin kann man, nachdem man das Vorzeichen +
so gewihlt hat, dass + ¢ = 1 (mod. 4) wird, immer +q="02—cp
setzen, und folglich ist (p, b, ¢) eine urspriingliche Form erster
Art von der Determinante D =— + ¢ = 1 (mod. 4), und zwar eine
positive, wenn D negativ ist; sie gehort also dem Hauptgeschlechte
an, und folglich ist p Rest von ¢q. Ist aber g Nichtrest von p, so
muss auch p Nichtrest von g sein, weil im entgegengesetzten Falle
p = b?— cq wire, also eine urspriingliche Form erster Art (¢,5,c¢)
der Determinante D =— p = 1 (mod. 4) existirte, fiir welche
C = — 1 wire, was unmdglich ist.

Sind aber beide Primzahlen p, ¢ = 3 (mod. 4), so ist

(ﬁ) S (l).

q ¥

Dies ergiebt sich am einfachsten durch die Betrachtung der De-
terminante D = pq = 1 (mod. 4), fiir welche zwei Charaktere C,
also hochstens zwei verschiedene Geschlechter existiren. Da nun
die beiden urspriinglichen Formen (1, 0, —pg), (—1, 0, pq) erster
Art (zufolge 1.) wirklich zwei verschiedenen Geschlechtern ange-
horen, so muss jede andere urspriingliche Form erster Art von der-
selben Determinante, z. B. die Form (p, 0, —¢q) einem der durch
diese beiden Formen reprisentirten Geschlechter angehdren. Ge-
hort sie in das Hauptgeschlecht, so ist gleichzeitig p Rest von ¢,
und — g Rest von p, folglich (nach 1.) ¢ Nichtrest von p; gehort
sie aber in dasselbe Geschlecht wie die Form (— 1, 0, pg), so ist
gleichzeitig p Nichtrest von ¢, und —¢q Nichtrest von p, folglich
g Rest von p. Was zu beweisen war.

§. 155.

Mit Hiilfe des so von Neuem bewiesenen Reciprocititssatzes
l4sst sich nun wieder, wie in §. 123 geschehen ist, darthun, dass
hochstens diejenigen ¢ Geschlechter existiren konnen, deren Total-
charaktere der dortigen Bedingung IT C' = + 1 geniigen; dass aber
alle diese = Geschlechter wirklich existiren (§. 125), hat Gauss mit
Hiilfe der von ihm gegriindeten Theorie der terniren quadratischen
Formen



Composition der Formen. 407
Ax*4+ By? 4+ Ce?+2A'yz + 2B 22 + 20" zy

bewiesen*). Da oben (§. 152) gezeigt ist, dass ng = aq ist, wo g
die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter, » die Anzahl
der in jedem derselben enthaltenen Classen, & = 7 die Anzahl der
ambigen Classen oder also die Anzahl der Totalcharaktere, welche
der Bedingung IT ¢’ = 4- 1 geniigen, und q die Anzahl der durch
Duplication entstehenden Classen bedeutet, so leuchtet ein, dass
der zu beweisende Satz g =— « wesentlich identisch ist mit dem
Satze n = ¢; da ferner n die Anzahl aller Classen des Haupt-
geschlechtes ist, und jede der durch Duplication entstehenden
g Classen gewiss dem Hauptgeschlechte angehort (§. 152), so ist
der zu beweisende Satz wesentlich identisch mit dem folgenden**):

Jede Classe des Hauptgeschlechtes entsteht durch Duplication.

Wir konnen hier unméglich darauf eingehen, den Beweis mit-
zutheilen, welchen Gauss auf die Theorie der terniren Formen ge-
stiitzt hat; da dieses tiefe Theorem aber den schonsten Abschluss dér
Lehre von der Composition bildet, so konnen wir es uns nicht ver-
sagen, dasselbe auch ohne Hiilfe der Dirichlet’schen Principien
auf einem Wege abzuleiten, der zugleich die Grundlage fiir andere
wichtige Untersuchungen bildet.

Um einen bestimmten Boden fiir diese Untersuchung zu ge-
winnen, heben wir zunéchst-eine charakteristische Eigenschaft aller
der Classen @ hervor, welche durch Duplication entstehen: alle
Formen dieser Classen und nur diese Formen sind fihig, Quadrat-
zahlen darzustellen, welche relative Primzahlen zu 2D sind. Ent-
steht némlich @ durch Duplication einer Classe K, so kann man
aus K immer eine solche Form auswihlen, deren erster Coefficient
z relative Primzahl zu 2D ist; da alsdann diese Form mit sich
selbst einig ist, so entsteht durch Duplication eine der Classe @
angehorige Form, deren erster Coefficient = #? ist, und folglich
ist diese Quadratzahl durch die Formen der Classe @ eigentlich
darstellbar. Umgekehrt, ist @ eine Classe, durch deren Formen
eine Quadratzahl dargestellt werden kann, welche relative Prim-
zahl zu 2 D ist, so giebt es auch eine solche Quadratzahl z2, welche
durch diese Formen eigentlich darstellbar ist, und folglich findet
sich in dieser Classe @ eine Form (22, 2’, 2"), welche offenbar

¥ D. A. art. 287.
**) Gauss: D. A. art. 286.



