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§. 157.

Durch den zuletzt bewiesenen Satz ist offenbar die Frage nach
der eigentlichen Losbarkeit der Gleichung

ax?+ byt a2 =0 €))
auf den Fall zuriickgefiihrt, in welchem keine der relativen Prim-
zahlen a, b, ¢ durch ein Quadrat theilbar ist; als eine erforderliche
Bedingung fiir die Losbarkeit ist ferner im vorigen Paragraphen (II)
erkannt, dass die Zahlen —b¢, — ¢a, — a b resp. quadratische Reste
von den Zahlen a, b, ¢ sein miissen, und ausserdem leuchtet ein, dass
die letzteren unmoglich alle dasselbe Vorzeichen haben konnen.
Mit Hiilfe einer Reductionsmethode, welche im Wesentlichen von
Lagrange*) herrlihrt, 1dsst sich nun wirklich beweisen, dass diese
Bedingungen auch die hinreichenden sind, dass also folgender
Satz**) besteht:

Sind a, b, ¢ drei von Null vetschiedene und durch kein Qua-
drat theilbare relative Primeahlen, welche nicht alle dasselbe Vor-
zeichen haben, und sind die Zahlen —be, —ca, — ab resp. qua-
dratische Reste der Zahlen a,b,c; so ist die Gleichung (1) eigentlich
losbar.

Zunichst bemerken wir, dass der Satz in dem speciellen Falle
richtig ist, wenn einer der Coefficienten, z. B. @ = - 1, ein anderer,
z. B. b = — 1 ist; denn man geniigt der Gleichung (1) durch die
relativen Primzahlen z =y =1, 2 = 0.

Um uns nun bequemer ausdriicken zu kénnen, nennen wir,
indem wir den absoluten Werth einer Grosse & mit (%) bezeichnen,
dasjenige der drei Producte (bc), (ca), (abd), welches der Grosse
nach zwischen den beiden anderen liegt, den Index der Gleichung
(1), und wenn etwa zwei dieser Producte oder alle drei einander
gleich sein sollten, so soll unter dem Index der gemeinschaftliche

*) Sur la solution des problémes indéterminés du second degré. Mém.
de PAcad. de Berlin. T. XXIIIL. 1769. ((Zuvres de L. T. II. 1868. p. 375.) —
Additions aux Elémens &’ Algébre par L. Euler. §. V.

*¥) Legendre: Théorie des Nombres, 8= éd. T. I. §§. I, IV. — Gauss:
D. A. artt. 294, 295. — Der nachfolgende Beweis lisst sich auf den Fall
ausdehnen, dass a, b, ¢ quadratische Divisoren besitzen.
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Werth dieser beiden oder aller Producte verstanden werden. Aus
dieser Erkldarung ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des Satzes
fiir den Fall, dass ihr Index — 1 ist; denn dann muss, wie man
leicht erkennt, (a) = (b) = (¢) = 1 sein, und da die Coefficienten
nicht alle dasselbe Vorzeichen haben, so ergiebt sich die Liosbarkeit
der Gleichung aus der vorausgeschickten Bemerkung.

Um nun den Beweis allgemein zu fithren, nehmen wir an, er
sei schon geleistet fiir alle Gleichungen, deren Index kleiner als
eine bestimmte positive ganze Zahl J ist, und zeigen, dass der
Satz dann auch fiir alle Gleichungen gelten muss, deren Index
= J ist. Gelingt dies, so gilt der Satz allgemein, weil er fiir
J = 1 richtig ist. ’

Es sei daher J = 2 der Index der Gleichung (1). Nehmen
wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, es sei (a) =< (b) = (¢),
also auch (ab) = (ac) = (be), so ist J=(ac); wire nun (b) = (c),
so miisste, weil & und ¢ relative Primzahlen sind, (b) = (¢) = 1
sein, woraus auch J = 1 folgen wiirde, was mit unserer Annahme
streitet; mithin ist )

(2) = (b)) < (¢), (ab) < (ac) = J = (bo). 2)
Der Annahme nach ist nun — abd quadratischer Rest von ¢, und
folglich kann man eine Zahl » so bestimmen, dass ar? = —b
(mod. ¢), und zugleich (r) = }(c) wird; setzt man dann
art+b=c¢C, (3)
so wird C eine ganze Zahl, deren absoluter Werth
GRS P )
ist, weil (r) = 1(c), (ac) = J = 2, und (b)) <(c) ist.
Ist nun C = 0, so folgt b = — ar?, also, da b relative Prim-
zahl zu @ und durch kein Quadrat theilbar ist, (r) =1 und
b — — a = =+ 1, und mithin besitzt die Gleichung (1) in diesem

Fall wieder die eigentliche Losung x =y =1, 2 = 0.
Ist aber C von Null verschieden, so fithren wir die Gleichung
(1) folgendermaassen auf eine andere von kleinerém Index zuriick.
Es sei a' der grosste gemeinschaftliche Divisor der drei in der
Gleichung (3) vorkommenden Glieder a2, b, ¢ C, so ist o’ zugleich
der grosste gemeinschaftliche Divisor von je zweien dieser Zahlen,
80 dass die drei Glieder der Gleichung
27*
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al al - a/l
gewiss relative Primzahlen sind. Da nun a' in b aufgeht, also re-
lative Primzahl zu ¢ und zu a ist, so muss o’ in C und in #?, also
auch in ~ selbst aufgehen, weil o' als Divisor von & durch kein
Quadrat theilbar ist. Man kann daher
r=da, b=dp, C=adC =dacy? 5)
setzen, wo p? das grosste in O’ = ¢’ y? aufgehende Quadrat be-
deutet; hierdurch geht die Gleichung (8) in die folgende iiber
ad ot 4 B = cc'y3, (6)
deren drei Glieder also relative Primzahlen sind; setzen wir end-
lich noch
b = ap, Q)
so sind hierdurch drei Zahlen o, ¥, ¢' definirt, welche, wie wir
beweisen wollen, dieselben Elgenschaften besxtzen, wie die ge-
gebenen Zahlen g, b, ¢.

Dass erstens keine der Zahlen o/, %, ¢ = 0 ist, leuchtet ein,
weil @/'d' = o’af = ab ist, und ¢ in C aufgeht. Aus a’'d’ = abd
folgt ferner, dass a’, ' relative Primzahlen und durch kein Quadrat
theilbar sind, weil a, b dieselben Eigenschaften haben; da ferner
p? das grosste in O’ = ¢'y? aufgehende Quadrat ist, so kann ¢
durch kein Quadrat theilbar sein; und da die Glieder der Gleichung
(6) relative Primzahlen sind, so ist ¢’ auch relative Primzahl zu
aad'f = a'?d.

Die Zahlen o/, b', ¢’ konnen auch nicht alle dasselbe Vorzeichen
haben; ist nimlich ad — a'd' negativ, so haben o', &' entgegen-
gesetzte Zeichen; ist aber ad positiv, folglich ¢a und b¢ negativ,
so ergiebt sich aus der Gleichung ar? +b = ca'c'p?, dass o'c
negativ ist, dass also o', ¢’ entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Da ferner zufolge der Gleichung (6), deren drei Glieder re-

lative Primzahlen sind, die drei Zahlen fec', aca'c’, —aa’'f—=—a't/
resp. quadratische Reste der drei Zahlen aa', B, ¢’ sein miissen,
und da nach Voraussetzung die beiden Zahlen —bec = —fBa’c,

— ca resp. Reste von den beiden Zahlen @, b = o/ sind, so er-
giebt sich hieraus leicht, dass die dreiZahlen —&'¢/, — ¢’ o/, —a'¥’
resp. Reste der drei Zahlen o/, ¥/, ¢’ sind.
Endlich ist (a'd") = (ab) <J zufolge (2), und (¢'a’) = (c'a’) 2
= (0) < J zufolge (4); mithin ist der Index der Gleichung
det 4y dd2 =0
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gewiss kleiner als J, und folglich ist sie nach unserer obigen Vor-
aussetzung losbar in relativen Primzahlen «, ¢/, ¢'; da nun die
Zahlen o' ez’ — By, 2 + aay' nicht beide verschwinden, weil sonst
auch 2’ = gy’ = 0 wire, so kann man
mx = d'ex'—fy'; my=2a+aay’; mz=—cye

setzen, wo m den grossten gemeinschaftlichen Theiler der drei
Zahlen rechter Hand bedeutet; hieraus folgt aber mit Beachtung
von (5), (6), (7)

m?(ax?+ by? +ca?) = cdp?(@ a2+ b y'2+ 7% = 0,

also, da m nicht = 0 ist, auch

ax? +by? 4 c2? = 0;
da endlich die Zahlen z, y, # keinen gemeinschaftlichen Theiler
haben, und keine derZahlen a, b, ¢ durch ein Quadrat-theilbar ist,
so sind z,y, # auch relative Primzahlen und bilden folglich eine
eigentliche Lisung der Gleichung (1).

Hiermit ist der Schluss vollstindig durchgefiihrt, und also
auch der obige Satz allgemein bewiesen. Es leuchtet ferner ein,
dass in der successiven Zuriickfiihrung der Gleichung (1) auf dhn-
liche Gleichungen von immer kleinerem Index und endlich auf
eine Gleichung, in welcher ein Coefficient = 4 1, ein anderer
= — 1 ist, auch eine Methode liegt, eine Lésung derselben zu
finden. _

Nachdem fiir diejenigen Gleichungen, deren Coefficienten durch
kein Quadrat theilbar sind, die oben genannten erforderlichen Be-
dingungen zugleich als hinreichend fiir die Existenz eigentlicher
Lésungen erkannt sind, so geht aus dem Schlusssatze des vorigen
Paragraphen hervor, dass genau Dasselbe Statt findet fiir alle
Gleichungen (1), deren Coefficienten von Null verschieden und re-
lative Primzahlen sind. Wir konnen daher das Gesammtresultat
unserer Untersuchungen in dem folgenden wichtigen Satze nieder-
legen:

Sind die Zahlen a, b, ¢ relative Primzahlen und von Null ver-
schieden, so ist die Gleichung

ax?4byt+tcs? =0

stets und nur danm in relativen Primzahlen x,y, 2 lisbar, wenn
die Zahlen — be, — ca, — ab resp. quadratische Reste von den
Zahlen a, b, ¢ sind, und diese letzteren nicht alle dasselbe Vorzeichen
haben; ist ferner #



