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Composition der Formen. 423

Wir setzen daher voraus, dass 4 quadratischer Rest von 4 .D
und relative Primzahl zu 4D ist; da nun 4D = (2.B)2 (mod. 4),
also quadratischer Rest von A4 ist, und da die Zahlen A4, 4 D nicht
beide negativ sind, so besitzt die Gleichung

Az 4+ 4Dy?—22 =0
immer eigentliche Losungen z, y, 2, welche der Bedingung
2Bz=4Dy, also 2= 2By (mod. 4)

geniigen (§.157); man kann daher 2 — A¢ + 2 By setzen, wodurch
die obige Gleichung in die folgende iibergeht
A2+ 2BQ2y) + C(2y)* = 7%

da Az, 2Dy, # relative Primzahlen sind, so sind auch ¢, 2y re-
lative Primzahlen, und folglich ist (4, B, C) einer Form dquivalent
(§. 60), deren erster Coefficient x2? eine Quadratzahl und relative
Primzahl zu 2 D ist, und welche folglich (nach §. 155) durch Du-
plication einer Form entsteht, deren erster Coefficient + x ist. Was
zu beweisen war*).

Die unendlich vielen eigentlichen Liésungen z, y, 2 der obigen
Gleichung, welche der Bedingung z = 2By (mod. 4) geniigen,
zerfallen nun noch in verschiedene Classen in Bezug auf den Mo-_
dul 4D (§ 156. IL.); auf den Zusammenhang dieser Lisungen mit
den verschiedenen Classen, durch deren Duplication dieselbe ge-
gebene Classe des Hauptgeschlechtes entsteht, konnen wir aber hier
nicht mehr eingehen. .

§. 159.

Die Theorie der bindren quadratischen Formen, ihrer Aequi-
valenz und Composition bildet nur einen speciellen Fall von der
Theorie derjenigen homogenen Formen nten Grades mit » Ver-
dnderlichen, welche sich in lineare Factoren mit algebraischen

*) Die Zuriickfilhrung dieses Satzes von Gauss auf den von Lagrange
und Legendre ist, wie ich jetzt nachtriglich bemerke, zuerst von 4drndt aus-
gefiihrt (Ueber die Anzahl der Genera der quadratischen Formen; Crelle’s
Journal LVI), doch weicht die obige Darstellung in mehreren Puncten von
der seinigen ab. In Wahrheit gehort der Satz von Lagrange nach Inhalt
und Methode des Beweises in die Theorie der terniren Formen. — Man
vergl. ferner Kromecker: Ueber den Gebrauch der Dirichlet’schen Me-
thoden in der Theorie der quadratischen Formen (Monatsber. d. Berliner
Ak. 12. Mai 1864).
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Coefficienten zerlegen lassen. Diese Formen sind zuerst von La-
grange*) betrachtet; spater hat Dirichlet**) sich vielfach mit die~
sem Gegenstande beschiftigt, aber er hat von seinen weit gehenden
Untersuchungen nur diejenige verdffentlicht, welche die Trans-
formationen solcher Formen in sich selbst (vergl. §§. 61, 62) oder,
was dasselbe ist, die Theorie der Einheiten fiir die entsprechenden
algebraischen Zahlen behandelt; endlich hat Kummer***) durch die
Schopfung der idealen Zahlen einen neuen Weg betreten, welcher
nicht nur zu einer sehr bequemen Ausdrucksweise, sondern auch
zu einer tieferen Einsicht in die wahre Natur der algebraischen
Zahlen fibhrt. Indem wir versuchen, den Leser in diese neuen Ideen
einzufiihren, stellen wir uns auf einen etwas hoheren Standpunct
und beginnen damit, einen Begriff einzufithren, welcher wohl ge-
eignet scheint, als Grundlage fiir die hohere Algebra und die mit
ihr zusammenhingenden Theile der Zahlentheorie zu dienen.

I. Unter einem Kérper wollen wir jedes System von unend-
lich vielen reellen oder complexen Zahlen verstehen, welches in
sich so abgeschlossen und vollstindig ist, dass die Addition, Sub-
traction, Multiplication und Division von je zwei dieser Zahlen
immer wieder eine Zahl desselben Systems hervorbringt. Der ein-
fachste Korper wird durch alle rationalen, der grosste Korper durch
alle Zahlen gebildet. Wir nennen einen Korper A einen Divisor
des Korpers M, diesen ein Multiplum von jenem, wenn alle in 4
enthaltenen Zahlen sich auch in M vorfinden; man findet leicht,
dass der Korper der rationalen Zahlen ein Divisor von jedem an-
dern Korper ist. Der Inbegriff aller Zahlen, welche gleichzeitig in
zwei Korpern 4, B enthalten sind, bildet wieder einen Korper D,
welcher der grisste gemeinschaftliche Divisor der beiden Korper
A, B genannt werden kann, weil offenbar jeder gemeinschaftliche
Divisor von 4 und B nothwendig ein Divisor von D ist; ebenso
existirt immer ein Korper M, welcher das kleinste gemeinschaftliche
Multiplum von 4 und B heissen soll, weil er ein Divisor von jedem
andern gemeinschaftlichen Multiplum der beiden Korper ist. Ent-
spricht ferner einer jeden Zahl a des Korpers 4 eine Zahl b = ¢ (a)

*) Sur la solution des problémes indéterminés du second degré. §. VI.
Mém. de I'Ac. de Berlin. T. XXIII, 1769. ((Buvres de L. T.II, 1868, p.375.)
— Additions aux Elémens & Algébre par L. Euler. §. IX.

**) Vergl. Anm. zu §. 141.
*¥*%¥) Vergl. Anm. zu §. 16.
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in der Weise, dass @ (u+ ') = ¢(a) + ¢ (¢'), und ¢ (aa’) =
®(a) @(a') ist, so bilden die Zahlen b (falls sie nicht simmtlich
verschwinden) ebenfalls einen Korper B = ¢ (4), welcher mdit A
conjugirt ist und durch die Substitution ¢ aus A hervorgeht; dann
ist rickwirts auch 4 = ¢ (B) mit B conjugirt. Zwei mit einem
dritten conjugirte Korper sind auch mit einander conjugirt, und
jeder Korper ist mit sich selbst conjugirt. Correspondirende Zah-
len in zwei conjugirten Korpern A und B, wie ¢ und b = o (a),
sollen conjugirte Zahlen heissen.

Die einfachsten Korper sind diejenigen, welche nur eine end-
liche Anzahl von Divisoren besitzen. Nennt man m bestimmte
Zahlen ay, oy . . . &, von einander abhdngig oder unabhdngig, je
nachdem die Gleichung @0 -+ 2900 + + + + 4+ 2@, = 0 in ratio-
nalen Zahlen z, x, . . . Zy, die nicht sémmtlich verschwinden, 16s-
bar ist oder nicht, so findet man durch sehr einfache Betrachtungen,
auf die wir aber hier nicht eingehen wollen, dass aus einem Kérper
&£ von der angegebenen Art*) nur eine endliche Anzahl » von un-
abhiingigen Zahlen @;, @, ... ®, sich auswihlen lisst, dass also
jede Zahl @ des Korpers stets und nur auf eine einzige Art durch
die Form

© ="Moo +ho+ - +ho, = Ihao, 1)
darstellbar ist, wo Iy, h; . . . h, rationale Zahlen bedeuten. Wir
wollen die Zahl n den Grad, ferner den Complex der » unab-
héngigen Zahlen w, eine Basis des Korpers &, und die » Zahlen
h, die dieser Basis entsprechenden Coordinaten der Zahl o nennen;
offenbar bilden je n Zahlen von der Form (1) wieder eine solche
Basis, wenn die aus den entsprechenden %2 Coordinaten gebildete
Determinante von Null verschieden ist; einer solchen Transformation
der Basis durch eine lineare Substitution entspricht eine Trans-
formation der Coordinaten durch die sogenannte tramsponirte Sub-
stitution.

Die Forderung, dass die Zahlen @ des Korpers & durch Ad-
dition und Subtraction sich reproduciren sollen, wird durch ihre
gemeinsame Form (1) schon erfiillt; fiir die Reproduction durch
Multiplication ist ferner erforderlich und hinreichend, dass jedes

*) Ersetzt man die rationalen Zahlen iiberall dutch Zahlen eines Korpers
R, so gelten die nachfolgenden Betrachtungen auch fiir einen Korper £,
welcher nur eine endliche Anzahl solcher Divisoren besitzt, die zugleich
Multipla von R sind.
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Product ,q, wieder in der Form (1) enthalten ist; diese Bedin-
gungen, deren Anzahl = }n (» + 1) ist, lassen sich am einfachsten
zusammenfassen, indem man die Coordinaten h, als veranderlich
ansieht und

w? — 23 H o, 2

setzt, wo nun Hy, H, . . . H, bestimmte, mit rationalen Coefficienten
behaftete, ganze homogene quadratische Functionen der Coordinaten
bedeuten. Durch diese n Functionen H,, auf deren analytische
Eigenschaften wir unten zuriickkommen werden, ist die Constitution
des Korpers & vollstindig bestimmt, und es ldsst sich zunfichst
zeigen, dass die Zahlen von der Form (1) auch durch Division sich
wieder erzeugen. Durch totale Differentiation von (2) erhilt man
owdo = Y dH,o,; 3
legt man den Coordinaten A, und ihren Differentialen dh, beliebige
rationale Werthe bei, so ist durch die vorstehende Gleichung das

Product aus zwei beliebigen Zahlen & und dw des Korpers & auf
die Form (1) zuriickgefithrt. Speciell ergiebt sich aus (3)

0o, = Y aail ; )

legt man nun den Coordinaten h, beliebige rationale Werthe bei,
welche aber nicht simmtlich verschwinden, so kann auch der ent-
sprechende Werth der Functional-Determinante

oH, oH, oH,

H= Ziahl a%"'m (5)
nicht verschwinden; denn sonst liessen sich bekanntlich » rationale
Zahlen dh,, die nicht simmtlich verschwinden, so bestimmen, dass
fiir jeden Index r

dH_E 'dh,__O

und folglich auch wdw =0 wurde, wihrend doch keine der beiden
Zahlen o und dw verschwindet. Hieraus folgt weiter durch Um-
kehrung der » Gleichungen (4), dass die » Quotienten ®,:w wieder
Zahlen von der Form (1) sind; dasselbe gilt daher auch von jedem
Quotienten «:w, wo « irgend eine Zahl von der Form (1) bedeutet.
Mithin bilden alle Zahlen von der Form (1) wirklich einen Korper.

Durch Elimination der n Zahlen @, aus den » Gleichungen (4)
ergiebt sich die Gleichung
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o, o H, oI,
Fh—l- — W, 57;; e ..57&1_

oI o, ... o4,

ohy oty oh =0 (6)
oM, o1, oH, _

o Ohon T

mithin ist jede Zahl o des Korpers & die Wurzel einer (von der
Wahl der Basis unabhéngigen) Gleichung nten Grades mit ratio-
nalen Coefficienten, also cine algebraische Zahl, und es lisst sich
leicht zeigen, dass in dem Korper £ auch Zahlen existiren, welche
keiner Gleichung mit rationalen Coefficienten von niedrigerem als
dem nten Grade geniigen, fiir welche also die vorstehende Glei-
chung érreductibel ist*). DBedeutet 6 eine solche Zahl, so bilden

*) Der Beweis dieser Behauptung kann z. B. auf das folgende Lemma
gestiitzt werden:
Geniigt eine homogene lineare Function w = Zh,w, der n Variabeln
h, einer Identitit von der Form
Awn + 4, 0om—14 . o o Ay =0, (1)
wo 4, 4, ... Am ganze Functionen der Variabeln h, mit rationalen Coeffi-
cienten bedeuten, die nicht simmtlich identisch verschwinden, und ist der
Grad m kleiner als die Anzahl n der Variabeln, so sind die » Grossen w, von
einander abhdngzy.
Durch totale Differentiation der Identitit (1) ergiebt sich zunichst
Mdotondd+ om—1d 4, + - - - +dAm = 0, @
wo zur Abkiirzung
M=mAdor14{m—1)4;0m—2+ ...} Ana
gesetzt ist. Man kann nun offenbar annehmen, dass keine solche Identitit
(1) von' noch niedrigerm Grade als m existirt, dass also das Product AM
nicht identisch verschwindet; nun lege man, was stets moglich ist, den
Variabeln h, solche rationale Werthe bei, fiir welche AM einen von Null
verschiedenen Werth erhalt; hierauf kann man, weil m << »n ist, den =
Differentialen dh, solche rationale Werthe beilegen, welche den m homogenen
linearen Gleichungen
AdA, = AjdA, Addy = 4,dA ... AdAn = Amd A
geniigen und nicht simmtlich verschwinden; multiplicirt man nun (1) mit
d A, (2) mit 4, und subtrahirt, so folgt A Mdw =0, also auch dw = 3dh, w,
= 0, was zu beweisen war.
Hieraus folgt zunschst, dass, wenn die Grossen w, und © wieder ihre
alte Bedeutung erhalten, die aus den Coordinaten der n Grissen 1, ,
w? . .. wn—1 gebildete Determinante D, welche eine homogene Function der
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offenbar die Potenzen 1,6, 62...6" ebenfalls eine Basis des Korpers
£, und & ist das System aller Zahlen, welche sich durch beliebige
Wiederholung der vier arithmetischen Grundoperationen aus 6 ab-
leiten lassen. Substituirt man nun fiir § der Reihe nach alle Wur-
zeln derselben irreductibelen Gleichung, so entstehen ebensoviele
entsprechende Korper welche offenbar mit & und folglich auch mit
einander conjugirt sind, und es liesse sich leicht zeigen, dass ausser
diesen Korpern kein anderer mit & conjugirt ist. Dabei bemerken
wir aber, um Missverstindnissen vorzubeugen, dass diese » Korper,
was ihren gesammten Zahleninhalt anbetrifft, sehr wohl theilweise
oder auch simmtlich identisch sein konnen, obgleich sie durch »
verschiedene Substitutionen aus einem von ihnen hervorgehen *).

Da nun vermdge des Begriffes conjugirter Korper die Glei-
chungen (4) giiltig bleiben, wenn die Zahlen des Korpers & durch
die entsprechenden Zahlen eines conjugirten Korpers ersetzt werden,
so folgt leicht, dass die simmtlichen Wurzeln der Gleichung (6) die
mit @ conjugirten Zahlen sind. Bezeichnet man daher mit N(w)
die sogenannte Norm der Zahl w, d. h. das Product aus allen »
conjugirten Wurzeln, die auch .gruppenweise einander gleich sein
kinnen, so ist zufolge (6) "

N(o) = H, ™
d. h. die homogene Function H ist das Product aus » conjugirten
Factoren ersten Grades mit algebraischen Coefficienten. Aus dieser

Variabeln h, vom Grade Y% (n —1) ist, nicht identisch verschwinden kann,
weil sonst w einer Identitit von der obigen Form (1) und von niedrigerem
Grade als n geniigte, und folglich die Grossen w, von einander abhingig
wiren. Giebt man nun den Coordinaten k, solche rationale Werthe, fir
welche D einen von Null verschiedenen Werth erhilt, so folgt unmittelbar,
dass die entsprechende Zahl w des Korpers 2 die Wurzel einer irreductibeln
Gleichung nten Grades ist.

" Jeder Lésung der Gleichung D = O in rationalen Zahlen h, entspricht
eine Zahl w, welche einem Divisor des Kérpers £ von niedrigerem als dem
nten Grade angehort; der Grad eines solchen Divisors ist immer ein Divisor
von n.

*) Durch die weitere Verfolgung dieses Gegenstandes gelangt man un-
mittelbar zu den von Galois in die Algebra eingefithrten Principien (Sur
les conditions de résolubilité des équations par radicaux; Journ. de Math.
p. p. Liouville. T. XI. 1846); hierbei ist es zweckméssig, zuniichst die ein-
fachen Reciprocitatsgesetze aufzusuchen, welche zwischen irgend zwei solchen
Korpern wie L, ihrem grossten gemeinschaftlichen Divisor und ihrem klein-
sten gemeinschaftlichen Multiplum herrschen.
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Definition geht unmittelbar der Satz hervor: die Norm eines Pro-
ductes ist immer gleich dem Product aus den Normen der Factoren.
Setzt man ferner
| N@) = oa, ®)
s0 ist @', weil N(w) als rationale Zahl in £ enthalten ist, ebenfalls
eine Zahl des Korpers &, was auch aus (6) hervorgeht, und zwarist
N (o) = N(a); &)
nennen wir o' die 2u @ adjungirte Zahl*), so ist die zu &' adjun-
girte Zahl = @ N(w)*2.
Sind ey, o . . . &, beliebige Zahlen des Korpers £, und be-
deuten B, p, . . . 4, die iibrigen (» — 1) mit e, conjugirten Zahlen,
so setzen wir zur Abkiirzung

Ctap...)=d, ..., (10)
und nennen dieses Determinantenquadrat die Discriminante der n

Zahlen oy, oy . . . o,; sie ist eine symmetrische Function der » mit
6 conjugirten Zahlen und folglich eine rationale Zahl, und zwar ist

Aoty ot o oo 00,) = M2A (0 Oy . .. @), (11)
wo m die aus den Coordinaten der Zahlen o), oy . . . o, gebildete
Determinante bedeutet; da die Discriminante A(1, 6, 62. .. )
bekanntlich das Product aller Differenzen zwischen den mit
conjugirten Zahlen und folglich von Null verschieden ist (weil eine
irreductibele Gleichung nur ungleiche Wurzeln haben kann), so ist
A(oy . . . o) stets und nur dann =0, wenn die Zahlen oy, ;... %,
von einander abhingig sind. Endlich ist allgemein

Ad(wey, 00y . .. @0,) = N(0)2d (e, 0 . . . &) 12)

II. Im Vorhergehenden sind die Begriffe und Sétze entwickelt,
deren wir in der Folge bediirfen; zur Erlduterung mogen aber hier
noch die wichtigsten und néchstliegenden Resultate aus dem grossen
Reichthume analytischer Entwicklungen mitgetheilt werden, welche.
sich an die Betrachtung der Functionen H, ankniipfen. Zwischen
diesen n Functionen bestehen fundamentale Relationen, welche man
erhilt, wenn man das Product aus dre: beliebigen Zahlen des Kor-
pers & auf alle moglichen Arten bildet (vergl. §§. 1, 2). Bedeutet
d’ wieder eine beliebige Variation, so ist zufolge (4)

*) Dieser Ausdruck wird hier in ganz anderer Bedeutung gebraucht, wie
von Galois.
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dow, = dd aH)m,;

multiplicirt man nun (3) mit d'w@, und ersetzt die Producte d'w @,
der vorstehenden Gleichung gemiss durch Summen, so folgt

wdodo = SdHd (aH” o

da die linke Seite symmetrisch in Bezug auf d und d' ist, und da
die n Zahlen @, unabhingig sind, so ergiebt sich, dass die Func-
tionen H, den » Diﬁ'erentialgleichungen

S dH,d ah ) — Ed'H,d(%%) 13)

geniigen, wo r irgend einen der Indices 1, 2 ... n bedeutet. Um
die Bedeutung dieser Relationen mehr hervortreten zu lassen,
wollen wir sie den folgenden Entwicklungen zu Grunde legen,
ohne den Zusammenhang der Functionen H, mit dem Korper £ zu
benutzen.
Zunichst wollen wir zeigen, dass die Functionaldeterminante
H, welche zufolge ihrer Definition (5) eine ganze homogene Func-
tion nten Grades mit rationalen Coefficienten ist, sich durch Mul-
tiplication reproducirt; gehen die Formen K und L dadurch aus
H hervor, dass die Coordinaten A, resp. durch dh, und durch dH,
ersetzt werden, so ist
L = HK; (14)

denn wenn man die Coordinaten %, durch dh, ersetzt, so geht jede
homogene lineare Function

oH, in d 8E>
aﬁ; aks !
und folglich H in
‘ 0.H, o0 H,
x=3xa(g) () (7
iiber; werden aber die Coordinaten A, durch die bilinearen Fumnc-
tionen d H, ersetzt, so geht zufolge (13)

oH, . o (0H, aH,
'b—h; m E 571’: (ah )dH == 2 ( )

und folglich H in L — HK iiber, was zu beweisen war. Dies ist
der schon oben angefiihrte Satz itber die Norm eines Productes.
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Bedeutet ¢ eine willkiirliche Function der Coordinaten A,, und
definirt man die Variation 0 dadurch, dass

dp =3 %h,, also 8H, = h, (15)

wird, so ergiebt sich aus (13), wenn man d' durch & ersetzt,

oH, oH.\ __
= dm&( oh, oh, ) = &,
weil H, eine homogene Function zweiten Grades ist, mithin
oH,\ .
a(ah‘ —1 oder =0 (16)

Jje nachdem r und s gleich oder ungleich sind; hieraus folgt, dass
die » Variationen 8%, constante, rationale Zahlen sind. Wird ferner
die Variation ¢’ durch

Vo =HY sz 3"’ Ok, also M, = Hok, (17)

definirt, so ergiebt sich, wenn man in (13) d’ durch &' ersetzt,

S dH,0 (%ﬁf’) H 3 0h, d(aH — Hdz H s,
. (2
= Hdd0H, = Hdh,,
folglich
o (S o (18)
da nun der Ausdruck rechter Hand der Coefficient des Elementes
0H,
oh,

in der Determinante H, also eine ganze homogene Function (n — 1)ten
Grades der Coordinaten %, mit rationalen Coefficienten ist, so-gilt
dasselbe von den Grossen

W= ¥, —Hz e 7 b, (19)

und umgekehrt geht aus (18) hervor, dass d1e Coefficienten der ein-
zelnen n? Elemente in der Determinante H sich als homogene li-
neare Functionen der soeben definirten n Grossen A, darstellen
lassen. Wir wollen, wenn ¢ eine beliebige Function der Coordi-
naten h, bedeutet, mit ¢’ dieselbe Function der Grossen k) bezeich-

’ nen; dann lautet die Gleichung (18)
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oH. _ _ 0h

= Hom (20)
und hieraus folgt zugleich
ok, oH
[ n—1. s —_ 8 .
H = H~; H 3EC = oh (21)
Da H eine Functionaldeterminante ist, so ist bekanntlich*)
0dH, odh,
und folglich ergiebt sich unter Beriicksichtigung von (13)
0 10g H 0 EI
3 g b =3 5 (55!
oH,\ 0oH,
= 4(50) 7E =2 g ah ’

fiihrt man daher die homogene lineare Function

oH,
S=232 oh (22)
ein, so ist
OlogH ologH 98 .
2 —oh, dH, = a8s; ~oh = oH (23)
also mit Riicksicht auf (20)
oH oS ©oh, oS oH,
Ok, =HZ 50 = 2o ok’
man fithre daher die ganze homogene Function zweiten Grades
oS
T=3 g8, (24)
ein, so wird
oH _ 0 T 0 T’
. Sh = dH=2%d (25)

mithin sind auch’ die Derivirten der Form H darstellbar als homo-
gene lineare Functionen der in (19) definirten Grossen %, und riick-
wirts diese durch jene. Da ferner zufolge (20)

*) Jacobs: De determinantibus functionalibus §. 9 (Crelle’s Journal
XXII); in der obigen Form ist auch der Fall beriicksichtigt, dass die
Differentiale dA, Functionen von den Verinderlichen #, sind. Ersetzt man
d durch d’, so folgt aus (17) und (19) unmittelbar

M,
PP 30 =0
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5 oH, oH,

oh; 0oh,

ist, je nachdem » und s gleich oder ungleich sind, so folgt durch
Multiplication mit %, oder dh} und Summation in Bezug auf s

o H, _ .., , 0H,
on, — dhs TdH,

und hieraus durch Differentiation
WAH— Hdl, — 23 H.d 661,3'). (26)
(2

Mit Hiilfe von (25) und (26) ist man im Stande, auch die
Differentiale hoherer Ordnung von H zu bilden; auf diese Weise
findet man

HddH—dHd' H—=2H Z—dd’ 23 55—

— H oder =0

23 H, = Hdh,

0T
oh,0h,

ausserdem ergiebt sich aus Gleichung (26), welcher man mit Hiilfe
von (13) auch die Form

Hdd Hy,; (27)

0H, oH,

1] 1 r
he dH-— Hdh, = 3 - oh o ——dhy
geben kann, die Functionaldeterminante
Ohy 0h; oh, _ —1( 1) Tt
S+ = h ok ok (—D)r—(n—1)H (28)

und folglich aus (25) die Hesse’sche Determinante der Form H,
némlich

2 2
) i Bh“’ NN %_}.g—— (— l)n——l(n_l)Hn 2y i@h’ %; (29)

Aus den Gleichungen (16), (22), (24), (25), (26), (27) ergeben
sich unmittelbar folgende 'auf die Variation & beziiglichen Re-
sultate : N

0S=mn; O6T=2S; h.dH— Hoh — 2H;; 30)
0H=1S'; YH = 0H*— H:H=2T.

III. Alle diese Sitze sind abgeleitet aus der Voraussetzung,
dass'das System der » ganzen homogenen Functionen H, vom
zweiten Grade den Bedingungen (13) geniigt, und dass ihre Func-
tionaldeterminante H nicht identisch verschwindet; fiigt man noch
die Voraussetzung hinzu, dass die Coefficienten dieser Functionen
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rationale Zahlen sind, und dass die Form H érreductibel, d. h. nicht
zerlegbar ist in Factoren niedrigeren Grades, deren Coefficienten
ebenfalls rationale Zahlen sind, so lisst sich umgekehrt beweisen,
dass zu diesem Functionensystem ein algebraischer Zahlkorper £
von der oben betrachteten Art gehort. Der Kiirze halber fiithren
wir eine Charakteristik ¢ ein, welche folgenden Sinn hat: ist ¢
irgend eine Function der Coordinaten %,, und ersetzt man die
letzteren durch 4, —wdh,, wo @ vorldufig eine willkiirliche Func-
tion bedeutet, so geht @ in eine neue Function iiber, welche?mit
£(9) bezeichnet werden soll. Aus dieser Definition folgt sofort

de(p) = e(dp)—:(0p) do; (31)
unter der Voraussetzung, dass die Differentiale dh, constant sind.
Hierauf definire man die Function ® als Wurzel der Gleichung
nten Grades

e(H) =0, (32)
welche zufolge (16) vollstéindig mit der Gleichung (6) iibereinstimmt,
so ldsst sich beweisen, dass @ eine ganse (homogene) Function
ersten Grades, d. h. dass dd'®@ = 0 ist, wenn die Differentiale dh,,
d'h, als constant vorausgesetzt werden. In der That ergiebt sich
durch successive Differentiation der Identitit (32) nach der in (31)
" ausgesprochenen Regel

s(0H)do = ¢(dH) (33)
und
t(0H)2dd'o = ¢(R), (34)
wo zur Abkiirzung die homogene Function (3 — 4)ten Grades
0Hdd’'H+ 0*HdHd' H
{ —0HdHdOH—0HdHAOH
gesetzt ist. Dass diese Function R durch H theilbar, in Zeichen,
dass B = 0 ist*), ergiebt sich auf folgende Weise.
Aus (30) folgt
- hoH=2H, 4 Hoh. = 2H,
ferner

|=r

h62H = 20H, 4+ Hh, = 20H!
und hieraus durch Elimination von %/
0*HH, —0HOH, = 0;

© *) Dies gilt allgemein von dem Ausdrucke
dHA"Hdd"H+dHA"Hd'd"H—d"HdHd'd"H—d' Had" Hdd'" H,
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da nun zufolge (27) dHd'H— Hdd'H eine homogene lineare
Function der » Grossen H] ist, so folgt auch, dass
02H(dHd H—Hdd' H)—0Hd(dHd H— Hdd H) =0

ist; die linke Seite unterscheidet sich aber von R nur um Bestand-
theile, welche durch H theilbar sind. Mithin ist R = PH, wo P
eine ganze Function bedeutet, und folglich &(R) =& (P) e(H)=0.
Da sich nun aus den Voraussetzungen iiber H beweisen ldsst, dass
&(0 H) nicht identisch verschwindet, so folgt aus (34) dd'w = 0,
d. h. die Wurzel @ der Gleichung (32) ist eine ganze Kunction
ersten Grades; dass sie zugleich homogen ist, versteht sich von
selbst, weil H, 0 H . .. 1 H und folglich auch ® glelchzeltlg mit
den Coordinaten &, verschwmden Setzt man nun

0w

o =aw, o=2>ho, (1)
so ergiebt sich aus (33), dass
Soh o, =0 =1 (35)
und
e(%?) — s(OH) (36)
ist. Da ferner zufolge (23)
oH -
2 oh, dH,=— HdS =0
und

¢(dH)=dH,—wddH, = dH,— wdh,
ist, so folgt
0=¢(@dS =3 s( )e(dIL)
= ¢(0H) Yo,(dH,—wdh,),

mithin

odo =3 dH,o, (3)
also auch
. 0?=23Ho, @)-

wodurch wir riickwiirts zu unseren urspriinglichen Annahmen zu-
riickgekehrt sind; und man kann auch beweisen — worauf wir hier
nicht eingehen wollen — dass aus den Voraussetzungen iiber H
die Unabhingigkeit der n Zahlen , folgt.
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