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442 Supplement X.

die ganzen Zahlen o' — w:a und ' — w:f resp. den in K irre-
ductibelen Gleichungen

(@e)+ p (@)™ - oy =10

(ﬁﬂ’)m + Vl(ﬁﬁ’)m_l +-ee+ =0
geniigen, so sind (zufolge 4.) auch die Quotienten ¢,: ¢» und y,: 8"
ganze Zahlen des Korpers K; da ferner nach Voraussetzung jede
durch « und g theilbare Zahl des Korpers K auch durch «p theil-
bar ist, so ergiebt sichleicht, dass auch jede durch «* und g theil-
bare Zahl y, des Korpers K durch a»f” theilbar, also von der Form
arfiry, ist, wo ¢, eine ganze Zahl bedeutet; setzt man nun @ =
afw’, so geniigt @' der Gleichung

@' P gy = 0,

deren Coefficienten ‘ganze Zahlen sind; mithin ist @' (zufolge 3.)
eine ganze Zahl, d. h. @ ist auch theilbar durch «f, was zu be-
weisen war.

Hieraus geht hervor, dass man, um das gegenseitige Verhalten
zweier ganzen Zahlen o,  zu untersuchen, nur den kleinsten Kor-
per K zu bilden braucht, welchem sie beide angehoren; und dieser
Korper ist, wie man leicht erkennt, immer von der im vorigen Pa-
ragraphen betrachteten Beschaflenheit.

§. 161.

Um den spiteren Verlauf der Darstellung nicht zu unter-
brechen, schalten wir hier eine sehr allgemeine Betrachtung ein,
welche fiir die nachfolgenden, sowie fiir viele andere, unserem Ge--
genstande fremde Untersuchungen von grossem Nutzen ist.

1. Ein System a von reellen oder complexen Zahlen «, deren
Summen und Differenzen demselben System a angehiren, soll ein
Modul heissen; wenn die Differenz zweier Zahlen @, ' in a ent-
halten ist, so wollen wir sie congruent nach a nennen und dies
durch die Congruenz

0 = o (mod. a)
andeuten. Solche Congruenzen konnen addirt, subtrahirt und folg-
lich auch mit beliebigen ganzen rationalen Zahlen multiplicirt wer-
den, wie Gleichungen. Da je zwei einer dritten congruente Zahlen
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auch einander congruent sind, so kann man alle existirenden Zahlen
in Classen (mod. a) eintheilen, indem man je zwei congruente Zahlen
in dieselbe Classe, je zwei incongruente in zwei verschiedene Classen
aufnimmt.

2. Wenn alle Zahlen eines Moduls a auch Zahlen eines Moduls
b sind, so heisse a ein Vielfaches von b, und d ein Theiler von a;
oder wir sagen auch, b gehe in a auf, a sei theilbar durch b. Aus
jeder Congruenz @ = @' (mod. a) folgt auch ® = o' (mod. d).
Offenbar besteht d aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl
von Classen (mod. a).

Sind a, b irgend zwei Moduln, so bilden alle die Zahlen, welche
gleichzeitig in a und in b enthalten sind, das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache m von a und b, weil jedes gemeinschaftliche Viel-
fache von a und b auch durch den Modul m theilbar ist. Durch-
lduft « alle Zahlen des Moduls a, 8 alle Zahlen des Moduls b, so
bilden die Zahlen « -+ 8 den grissten gemeinschaftlichen Theiler
von a und b, weil jeder gemeinschaftliche Theiler von a und % auch
in dem Modul b aufgeht.

3. Sind @, @, . .. @, gegebene Zahlen, so bilden alle Zahlen
von der Form

w=h1m1+h2m2+"'+hnwna (1)
wo hy, by . . . h, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, einen
endlichen Modul o, und wir wollen den Complex der = Zahlen
©,;, @y . .. 0, migen sie abhiingig oder unabhingig von einander

sein, eine Basis des Moduls o nennen. Dannbesteht folgender Satz:

Wenn alle Zahlen o eines endlichen Moduls o durch Multi-
plication mit rationalen, von Null verschiedenen Zahlen in Zahlen
etnes Moduls m verwandelt werden kinmen, so enthdlt o nur eine
endliche Anzahl incongruenter Zahlen (mod. m).

Da es niimlich » rationale, von Null verschiedene Zahlen ry,
¥y ..., der Art giebt, dass die Producte », oy, 7, @,...7,60, inment-
halten sind, so giebt es auch eine ganze rationale, von Null verschie-
dene Zahl s der Art, dass alle Producte s@ =0 (mod.m) sind. Lésst
man daher jede der » ganzen rationalen Zahlen h,, hy . .. h, ein
vollstéindiges Restsystem (mod. s) durchlaufen, so entstehen s» Zahlen
@ von der Form (1), und jede Zahl des Moduls o ist wenigstens einer
derselben congruent (mod. m); mithin ist die Anzahl der in o ent-
haltenen, nach m incongruenten Zahlen hichstens = s, was zu
beweisen war.
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Allein es ist wichtig, die Anzahl dieser incongruenten Zahlen
genau zu bestimmen. Zu diesem Zweck betrachten wir das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache a der beiden Moduln o und m; da je
zwei nach m congruente Zahlen o, @' des Modul o auch nach a con-
gruent sind, und umgekehrt, so ist unsere Aufgabe die, die An-
zahl der Classen (mod. a) zu bestimmen, aus welchen o_besteht.
Wir suchen daher zundchst die allgemeine Form aller in a ent-
haltenen Zahlen '

a=k1m1+k2m2+°-'+knmn (2)
aufzustellen, wo %;, %, . . . k, jedenfalls ganze rationale Zahlen be-
deuten. Ist nun # ein bestimmter Index aus der Reihe 1, 2 ... n,

so giebt es unter allen den Zahlen ¢=6,, in welchen k.., = 0,
Feyo = 0 ...k, = 0 ist, auch solche, in denen k. von Null ver-
schieden ist (z.B. s ®,), und unter diesen sei

o = oo + a4 -+ - +aw, 3)
eine solche, in welcher %, den kleinsten positiven Werth a besitzt.
Dann leuchtet ein, dass der Werth von %, in jeder Zahl 6, durch
a theilbar, also von der Form a{, ist, wo z, eine ganze ratio-
nale Zahl bedeutet, und dass folglich 6, — 2z, o, = 6,_; eine Zahl
o ist, in welcher %, %, . . . k, verschwinden. Hieraus folgt sofort,
dass, nachdem man fiir jeden Index 7 eine solche particulire Zahl
o, des Moduls a aufgestellt hat*), jede Zahl « gewiss in die Form

] B o == I 04 +Z'2ag+"'+xnan (4)
gebracht werden kann, wo zy, 2, . . . , ganze rationale Zahlen be-

deuten , aus welchen die in der Form (2) vorkommenden Zahlen
ki, ks . . . k, durch die Gleichungen
kr = a's'r)xr + a£r+1)xr+1 + te + aﬁ")xﬂ (5)
abgeleitet werden; und umgekehrt sind alle Zahlen & von der Form
(4) in a enthalten.
Ist nun eine Zahl @ von der Form (1) gegeben, sind also &,
hy . . . h, gegebene rationale ganze Zahlen, so sind alle Zahlen o’

des Moduls o, welche ihr nach m congruent sind, welche also eine
Classe (mod. a) bilden, von der Form

m’=m+uihiw1+kﬁwz+"'+k:»mm (6)

*) Das System dieser n particuliren Zahlen wird ein vollstindig be-
stimmtes, wenn man die Bedingung hinzufiigt, dass 0 < a{? < a{” sein
soll, wenn #/ > r ist.



