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Composition der Formen. 445

wo zufolge (5)
=h, +aPz +aftVz,  + - +alz,

ist, und hleraus folgt, dass man successive die wﬂlkurhchen ratio-
nalen ganzen Zahlen 2,, z,—; . . . %, ; stets und nur auf eine ein-
zige Art so bestimmen kann, dass die » Zahlen A, den Bedingungen

0=h <a® M
geniigen. In jeder Classe existirt daher ein und nur ein Reprd-
sentant ®' von der Form (6), welcher diesen Bedingungen (7) ge-
niigt; mithin ist die Aneahl der verschiedenen Classen (mod. a),
aus welchen der Modul o besteht, gleich dem Producte a)a} ... a(,
d. h. gleich der Determinante des Coefﬁc1entensystems in den n

particuliren Zahlen o, von der Form (3), welche eine Basis von a
bilden *). '

8. 162.

Wir beschrinken uns von jetzt an auf die Untersuchung der
ganzen Zahlen, welche in einem endlichen Korper & !(§. 159) ent-
halten sind.

1. Da jede algebraische Zahl (zufolge §. 160, 5.) durch Mul-
tiplication mit einer rationalen ganzen von Null verschiedenen Zahl
in eine ganze Zahl verwandelt werden kann, so diirfen wir an-
nehmen, dass die Zahlen @, @, ... ®@,, welche eine Basis des
Korpers & bilden, simmtlich ganze Zahlen sind, und es wird dann
(zufolge §. 160, 1.) jede Zahl

(11— Eh,ca, (1)

gewiss eine ganze Zahl sein, wenn ihre Coordinaten A, rationale
ganze Zahlen sind; aber dies ldsst sich im Allgemeinen nicht um-
kehren, d. h. es kann @ sehr wohl eine ganze Zahl sein, auch wenn
ihre Coordinaten theilweise oder sémmtlich gebrochene Zahlen

*) Die weitere Entwicklung der allgemeinen Theorie der Moduln wiirde
uns hier zu weit fihren (vergl. §. 168); wir erwihnen nur noch folgenden
Satz: Sind die Basiszahlen eines endlichen Moduls von einander abhéngig,
so giebt es immer eine aus unabhiingigen Zahlen bestehende Basis desselben
Moduls. Die eleganteste Methode, die neue Basis aufzufinden, bestehtin einer
Verallgemeinerung der von Gauss angewandten Behandlung der partialen
Determinanten (D. 4. artt. 284, 236, 279).
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sind. Dies ist einer der wichtigsten Puncte der Theorie und muss
deshalb vor Allem aufgeklidrt werden.

Wir schicken zunichst die einleuchtende Bemerkung voraus,
dass die Discriminante (§. 159, (10)) eines jeden Systems von n
unabhéingigen ganzen Zahlen gewiss eine von Null verschiedene
rationale und zwar ganee, Zahl ist, weil sie durch Addition, Sub-
traction und Multiplication aus lauter ganzen Zahlen gebildet ist.
Giebt es nun wirklich in & eine ganze Zahl

)
ﬁ — .ELTS._" (2)
wo 8, ki, ks . . . k, ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen

Theiler bedeuten, deren erste s > 1 ist, so behaupten wir, dass
s? in der Discriminante 4 (w;, @, . . . ®,) aufgeht, und dass man
eine neue Basis von ganzen Zahlen ,, 8, ... f, aufstellen kann,
deren Discriminante absolut genommen < A (o5, @, . . . @,) ist.

Um dies zu beweisen, bezeichnen wir mit m den aus allen
durch s theilbaren ganzen Zahlen bestehenden Modul, ebenso mit
o das System aller Zahlen @ von der Form (1), deren Coordinaten
h, ganze Zahlen sind; da jedes Product se eine Zahl des Moduls m
ist, so konnen wir die allgemeine Untersuchung des vorigen Para-
graphen auf unsern Fall anwenden. Alle durch s theilbaren Zah-
len o des Systems o sind daher von der Form

o= Fx,0 =38 Izp,

wo die » Zahlen &, = s, particuldre Zahlen &, also die 8, ganze
Zahlen des Korpers &, und die #, willkiirliche rationale ganze
Zahlen bedeuten.

Da nun alle Zahlen s auch solche Zahlen « sind, so kann man

@y = Zbﬁr)ﬁ‘, d(ml, Wy . .. G’n) = b2d(ﬁ], ﬁg PN ﬂn)

setzen, wo die Coefficienten b(” rationale ganze Zahlen sind, und b
die aus ihnen gebildete Determinante bedeutet; durch Umkehrung
ergiebt sich, dass die » Producte b,, mithin auch alle Quotienten
ba:s Zahlen des Systems o sind.

Wenden -wir dies Resultat auf die obige Voraussetzung (2) an,
dass die Zahl B eine ganze Zahl, ihr Zéhler X %, @, also eine Zahl
o ist, obgleich die Zahlen s, k;, %, . . . k, keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben, so folgt unmittelbar, dass b durch s theilbar ist, wo-
durch zugleich die obigen Behauptungen erwiesen sind. .



Composition der Formen. 447

Da nun die Discriminante eines jeden Systems von #» unab-
héingigen ganzen Zahlen des Korpers & eine von Null verschie-
dene ganze rationale Zahl ist, so giebt es unter allen diesen Dis-
criminanten .eine solche, deren Werth — abgesehen vom Vorzeichen
— ein Minimum ist, und aus der vorstehenden Untersuchung
folgt unmittelbar, dass, wenn eine Basis aus solchen ganzen Zahlen
@y, 0, . .. @, besteht, deren Discriminante diesen Minimumwerth
besitzt, die entsprechenden Coordinaten &, einer jeden ganzen Zahl
@ des Korpers nothwendig ganze rationale Zahlen sein miissen.
Eine solche Basis &y, @, ... @, wollen wir eine Grundreshe des Kor-
pers & nennen; aus ihr ergeben sich alle anderen Grundreihen
desselben Korpers, wenn man » ganze Zahlen  von der Form (1)
so wahlt, dass die aus den #? zugehorigen Coordinaten gebildete
Determinante =— 4 1 wird.

Die wichtigste Rolle spielt aber die Minimaldiscriminante selbst,
sowohl hinsichtlich der inneren*) Constitution des Korpers £, als
auch hinsichtlich seiner Verwandtschaft mit anderen Korpern**);
wir wollen daher diese positive oder negative ganze rationale Zahl
die Grundzahl oder die Discriminante des Kirpers & nennen und
mit 4 () bezeichnen; sie ist offenbar zugleich die Grundzahl eines
jeden mit & conjugirten Korpers.

Die Zahlen eines quadratischen Korpers sind z. B. von der Form
t+uVD, wo t, w alle rationalen Zahlen durchlaufen, und D eine
ganze rationale Zahl bedeutet, welche kein Quadrat und auch durch
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist. Ist D = 1 (mod. 4), so bilden
die Zahlen 1 und 1(1 4+ VD) eine Grundreihe des Korpers, und
seine Grundzahl ist =— D; ist dagegen D = 2 oder = 3 (mod. 4),
so bilden die Zahlen 1 und VD eine Grundreihe des Korpers, und
seine Grundzahl ist =— 4 D.

i

*) Vergl. Kronecker: Ueber die algebraisch auflosbaren Gleichungen
(Monatsbericht der Berliner Ak. 14. April 1856).

*¥) Die erste Spur dieser Beziehungen hat sich bei einer schénen Unter-
suchung von Kronecker gezeigt (Mémoire sur les facteurs irréductibles de
Vexpression x»—1; Journ. de Math., p. p. Liouville; T. XIX. 1854). Um
den Charakter dieser Gesetze, deren Entwicklung ich mir auf eine andere
Gelegenheit verspare, niher anzudeuten, fihre ich nur das einfachste Bei-
spiel an: das kleinste gemeinschaftliche Multiplum zweier von einander ver-
schiedenen quadratischen Korper 4, B ist ein biquadratischer Korper K, der
noch einen dritten quadratischen Kérper C zum Divisor hat; die Grundzahl
von K ist gleich dem Product aus den Grundzahlen von 4, B, C, und zwar
eine Quadratzahl.
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Ist ferner § eine primitive Wurzel der Gleichung 6™ — 1
(§. 139), wo m > 2, so bilden die Zahlen 1,6, 62... 6»! die
Grundreihe eines Korpers vom Grade n= ¢ (m), dessen Grundzahl

()
a—1 b—1 e¢—1
h Va Vb Ve . ..

ist, wo @, b, ¢ . . . alle verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen
bedeuten. Ist m — 3 (oder = 6), so ist dieser Korper ein qua-
dratischer, seine Grundzahl =— —3; ist m = 4, so ist die Grund-
zahl des quadratischen Korpers —— 4.

2. Aus den vorstehenden Principien ergiebt -sich leicht der
folgende Fundamentalsatz:

- Ist p eine von Null verschiedene ganze Zahl des Kirpers £, so
ist die Anzahl der nach dem Modul w incongruenten ganzen Zohlen
des Korpers gleich dem absoluten Werth der Norm des Moduls .

Es sei m das System aller durch p theilbaren ganzen Zahlen
(welche sich durch Addition und Subtraction reproduciren), und o
das System aller ganzen Zahlen des Korpers £, d. h. aller Zahlen
® von der Form (1), wo die Zahlen @, eine Grundreihe des Korpers
bilden, und die Coordinaten 4, beliebige ganze rationale Zahlen be-
deuten; da jeder Quotient w:u (zufolge §. 160, 5.) durch Multi-
plication mit einer von Null verschiedenen ganzen rationalen Zahl
in eine ganze Zahl verwandelt werden kann, so ist die Unter-
suchung des vorigen Paragraphen auf unsern Fall anwendbar.
Mithin sind alle durch g theilbaren Zahlen « des Systems o von
der Form '

: o= 3Xz0 =p 22,0,
wo die n Zahlen o, =— up, particuldre Zahlen « bedeuten, also die
Zahlen B, in o enthalten sind, und die Grossen z, alle rationalen
ganzen Zahlwerthe annehmen diirfen; die Anzahl der Classen,
in welche das System o in Bezug aufden Modul g zerfallt, ist ferner
gleich der aus den Coordinaten der » Zahlen @, a, . . . o, gebil-
deten Determinante a. Zugleich ist (nach §. 159, (11), (12))

A ) =wd(Q)=N@ @B - .. fu);

da nun jede durch yp theilbare Zahl o = yw des Systems o die
Form g 3z, B, besitzt, so-ist jede Zahl @ des Systems o auch von
der Form I x,f,; mithin bilden die Zahlén B, ebenfalls eine Grund-
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reihe des Korpers, und folglich ist 4 (B, . . . B,) = 4 (R), also a=
+ N(u), was zu beweisen war.

Zugleich leuchtet ein, dass nach der Methode des vorigen Para-
graphen ein System von @ incongruenten Reprisentanten der ver-
schiedenen Classen, also ein vollstindiges Restsystem fiir den Mo-
dul p aufgestellt werden kann*). N '

3. Will man jetzt zwei gegebene ganze Zahlen 6, u darauf
priifen, ob sie relative Primzahlen sind, so braucht man offenbar
@ nur ein vollstindiges Restsystem (mod. u) durchlaufen zu
lassen und nachzusehen, wie oft @ = 0 (mod. u) wird; zeigt sich,
dass dies nur dann eintritt, wenn @ = 0 (mod. g) ist, so ist also
jede durch A und u theilbare ganze Zahl §w auch theilbar durch
Ou, mithin sind 6, p relative Primzahlen; besitzt aber die Con-
gruenz o = 0 (mod. ) auch eine Wurzel w, welche nicht = 0
(mod. w) ist, so ist die entsprechende Zahl §» durch § und g, aber
nicht durch Ay theilbar, mithin sind 6, u keine relative Primzahlen.

Ist @ relative Primzahl zu g (z. B. § = 1), so durchliuft fe
gleichzeitig mit o ein vollstéindiges Restsystem (mod. w); folglich
hat jede Congruenz f® = @' (mod. g) immer eine und nur eine
Waurzel o (vergl §. 22); ist ferner ¢ (u) die Anzahl aller Classen,
deren Zahlen relative Primzahlen zum Modul g sind, so durchliuft
0 @ gleichzeitig mit @ die Reprisentanten aller dieser Classen, und
da dasProduct dieser Zahlen @ auch relative Primzahl zu y ist, so
ergiebt sich der Satz

Vv = 1 (mod. ),
welcher dem Fermat'schen Satze (§. 19) entspricht.

4. Verfolgt man diese Analogie mit der rationalen Zahlen-
theorie weiter, so dringt sich immer wieder die Frage nach der
Zusammensetzung der Zahlen des Systems o (d.h. der ganzen Zahlen
des Korpers &) aus Factoren auf, welche demselben System o an-

¥) Bilden die n Zahlen o, ¢rgend eine Basis des Kdrpers £, und ist o
das System aller der Zahlen w von der’Form (1), deren Coordinaten ganze
Zahlen sind, so reproduciren sich die Zahlen des Systems o durch Addition
und Subtraction ; nimmt man ferner an, dass sie sich auch durch Multiplication
reproduciren, woraus zugleich folgt, dass sie ganze Zahlen sind, und nennt
man zwei solche Zahlen o, o' stets und nur dann congruent in Bezug auf eine
dritte solche Zahl u, wenn der Quotient (w— o'):u wieder eine Zahl des
Systems o ist, so ist die Anzahl der in o enthaltenen, nach u incongruenten
Zsahlen ebenfalls = + N (u). Vergl §. 165, 4.

Dirich1dt , Zahlentheorie. 29
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gehoren, und es zeigt sich zunichst, dass die unbegrenzte Zerleg-
barkeit der ganzen Zahlen, wie sie in dem unendlichen Korper
aller algebraischen Zahlen auftrat (§. 160, 7.), in einem endlichen
Korper & wieder verschwindet. Dafiir tritt aber bei unendlich
vielen solchen Korpern £ ein hochst eigenthiimliches Phinomen
auf, das schon frither (§. 16) gelegentlich erwihnt ist*). Nennt
man eine Zahl in o zerlegbar, wenn sie dasProduct aus zwei Zahlen
in o ist, welche beide keine Einheiten sind, dagegen wnzerlegbar,
wenn dies nicht der Fall ist, so ist offenbar jede zerlegbare Zahl u
darstellbar als Product aus einer endlichen Anzahl von unzerleg-
baren Zahlen (vergl. § 8), weil die Norm von u gleich dem Pro-
ducte aus den Normen der einzelnen Factoren ist (§. 159); aber es
zeigt sich hiiufig, dass diese Zerlegung nicht eine vollkommen be-
stimmte ist, sondern dass mehrere wesentlich verschiedene Zer-
legungen derselben Zahl in unzerlegbare Factoren existiren (§. 160,
6.). Dies widerspricht so sehr dem in der rationalen Zahlentheorie
herrschenden Begriffe des Primzahlcharakters (§. 8), dass wir des-
halb eine unzerlegbare Zahl als solche noch nicht als Primzahl an-
erkennen wollen; wir suchen daher fiir den wahren Primzahl-
charakter ein kriftigeres Kriterium als diese unzuléngliche Unzer-
legbarkeit aufzustellen, #hnlich wie frither bei dem Begriffe der
relativen Primzahl (§. 160, 7.), indem wir die zu untersuchende
Zahl g nicht zerlegen, sondern ihr Verhalten als Modul -betrachten:

Eine ganze Zahl w, welche keine Einheit ist, soll eine Primzahl
heissen, wenn jedes durch w theilbare Product no wenigstens einen
durch p theilbaren Fuactor v oder @ besitat.

Es ergiebt sich dann sofort, dass die hochste in einem Pro-
ducte aufgehende Potenz einer Primzahl w das Product aus den
hochsten in den einzelnen Factoren aufgehenden Potenzen von u,

*) Das dortige Beispiel passt freilich nicht ganz hierher, insofern die
ganzen Zahlen des der Gleichung ¢? = — 11 entsprechenden quadratischen
Kérpers nicht durch die Form ¢ 4 ug, wohl aber durch die Form ¢ 4 %0
erschopft werden, wo 26 = 1 + o ist; die Zahlen 38, 5, 2 +-9¢, 2 — ¢ sind
in der That zerlegbar: 83=6(1—6), 5=(1+4+6) (2—0), 2—po=—06(110),
24 ¢ =—(1—6) (2—0); die vier Zahlen 6, 1 —6, 1+ 6, 2 —46 sind Prim-
zahlen in diesem Korper. Die in Rede stehende Erscheinung tritt aber in
dem der Gleichung #2=—5 entsprechenden quadratischen Kérper an dem
Beispiel 8.7 = (1+2#) (1 —2%) wirklich auf (vergl. §. 71; die beiden
Zabhlen 8, 7 sind durch die Hauptform der Determinante — 5 nicht dar-
stellbar).
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und dass jede durch g nicht theilbare Zahl relative Primzahl zu p
ist. Man erkennt ferner leicht, dass die kleinste durch w theilbare
rationale ganze Zahl p nothwendig eine Primzahl (im Kérper der
rationalen Zahlen), und folglich die Norm von g eine Potenz von p,
nimlich ein rationaler Divisor von N(p) = p* sein muss. Es wer-
den daher gewiss alle Primzahlen g des Korpers & entdeckt, wenn
die Divisoren aller rationalen Primzahlen p aufgesucht werden.

5. Ist aber p keine Primzahl (und auch keine Einheit), exi-
stiren also zwei durch g nicht theilbare Zahlen %, ¢, deren Pro-
duct 5o durch g theilbar ist, so schreiten wir zu einer Zerlegung
von g in wirkliche oder ideale, d. h. fingirte Factoren.. Giebt es
némlich in o einen grossten gemeinschaftlichen Theiler » der bei-
den Zahlen 5 und g = wvy’, der Art, dass die Quotienten 7:» und
w:v relative Primzahlen sind, so ist g in die beiden Factoren »
und g’ zerlegt, von denen keiner eine Einheit ist, weil weder ¢ noch
n durch p theilbar ist. Der Factor u' ist wesentlich dadurch be-
stimmt, dass- alle Wurzeln o der Congruenz 7o’ = 0 (mod. u)
durch g’ theilbar sind (z. B. auch o/ = @), und dass ebenso jede
durch p' theilbare Zahl ' auch der vorstehenden Congruenz ge-
niigt. Umgekehrt, giebt es in o eine Zahl ', welche in allen Wur-
zeln o' der Congruenz ne/ = 0 (mod. g) und nur in diesen aufgeht,
so istauch g theilbar durch w/, und der Quotient » = p: g’ ist der
grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 5 und .

Aber es kann sehr wohl der Fall eintreten, dass in o keine
solche Zahl g’ zu finden ist; als nun diese Erscheinung (bei den
aus Einheitswurzeln gebildeten Zahlen) Kummer entgegentrat, so
kam er auf den gliicklichen Gedanken, trotzdem eine solche Zahl
' zu fingiren und dieselbe als ideale Zahl einzufiihren; die Theil-
barkeit einer Zahl o/ durch diese ideale Zahl w’ besteht lediglich
darin, dass ¢’ eine Wurzel der Congruenz ne’ = 0 (mod. ) ist,
und da diese idealen Zahlen in der Folge immer nur als Theiler
oder Moduln auftreten, so hat diese Art ihrer Einfilhrung durchaus
keine Bedenken. Allein die Befiirchtung, dass die unmittelbare
Uebertragung der bei den wirklichen Zahlen iiblichen Benennungen
auf die idealen Zahlen im Anfang leicht Misstrauen gegen die
Sicherheit der Bewelsfuhrung einflossen konnte, veranlasst uns, die
Untersuchung dadurch in ein anderes Gewand einzukleiden, dass
wir immer ganze Systeme von wirklichen Zahlen betrachten.

~
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