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452 Supplement X.

§. 163.

Wir griinden die Theorie derin o enthaltenen Zahlen, d. h. aller
ganzen Zahlen des Korpers &, auf den folgenden neuen Begriff.

1. EinSystem a von unendlich vielen in o enthaltenen Zahlen
soll ein Ideal heissen, wenn es den beiden Bedingungen geniigt;

I. Die Summe und die Differenz je zweier Zahlen in a sind
wieder Zahlen in a. ‘

II. Jedes Product aus einer Zahl in q und einer Zahl in o ist
wieder eine Zahl in a.

Ist o irr a enthalten, so sagen wir, o sei theilbar durch a, a gehe
in o auf, weil die *Ausdrucksweise hierdurch an Leichtigkeit ge-
winnt. Wir nennen ferner zwei in o enthaltene Zahlen w, ®’, deren
Differenz durch a theilbar ist, congruent nach a (vergl. §. 161), und
bezeichnen dies durch die Congruenz @ = &’ (mod. a); solche Con-
gruenzen diirfen (zufolge 1) addirt, subtrahirt und (zufolge II.)
multiplicirt werden, wie Gleichungen. Da je zwei einer dritten
congruente Zahlen auch einander congruent sind, so kann man alle
Zahlen in Classen (mod. a) eintheilen, indem man je zwei con-
gruente Zahlen in dieselbe, je zwei mcongruente Zahlen in zwei
verschiedene Classen wirft; da nun, wenn g eine von Null ver-
schiedene Zahl in a bedeutet, je zwei nach g congruente Zahlen (zu-
folge IL.) auch nach a congruent sind — woraus zugleich folgs, dass
a aus einer oder mehreren Classen (mod. ) besteht — so ist (zufdlge
§.162, 2.) die Anzahl der Classen (mod. a), in welche o zerfillt, end-
lich*). Wahlt man aus jeder Classe ein Individuum als Reprasen-
tanten, so bilden dieselben ein vollstindiges Restsystem (mod. a);

" die Anzahl dieser Classen oder incongruenten Zahlen soll die Nom
von a.heissen und mit N (a) bezeichnet werden.

Ist  eine vonNull verschiedene Zahl in o, so bilden alle durch
4 theilbaren Zahlen in o ein Ideal, welches mit i(n) bezeichnet
werden soll; solche Ideale sind besonders ausgezeichnet und sollen

*) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar' aus §. 161; ist niémlich w.irgend
eine Zahl in o, so kann durch Multiplication mit einer von Null verschiedenen
ganzen rationalen. Zahl der Quotient w:u in eine ganze Za.hl also w (zu-
folge I1) in eine Zahl des Ideals a verwandelt werden. :
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Hauptideale heissen; die Norm von i(n) ist = £ N(); ist # eine
Einheit, so ist i(y) = o, und umgekehrt.

2. Wenn alle Zahlen eines Ideals a auch in einem Ideal b
enthalten sind, so besteht offenbar b aus einer oder mehreren Classen
(mod. a), und wir wollen sagen, a sei ein Multzplum von b oder
theilbar durch b, b sei ein Theiler von a oder gehe in a auf.

Besteht b aus » Classen (mod. a), soist N(a) =N (d). Durch-
lguft ndimlich 0 die Représentanten dieser  Classen, und ¢ ein voll-
stindiges Restsystem (mod. b), so bilden die » N(d) Zahlen y 4 &
ein vollstindiges Restsystem (mod. a); denn erstens:ist jede Zahl
in o congruent einer Zahl y (mod. b), also = ¢ + 0 (mod. a), und
zweitens folgt aus y 40 =y’ + ¢’ (mod. a), wo 9, & #hnliche
Bedeutung haben wie ¢, 8, successive y 48 = 3’ 4 &' (mod. b),
y = ¢' (mod. d), y = 7', also d = &' (mod. a), § = &', d. h. die
simmtlichen Zahlen y 4 0 sind incongruent (mod. q).

Ein Ideal besitzt folglich nur eine endliche Anzahl von Theilern.
Ist m theilbar durch a, a durch b, so ist auch m durch b theilbar.
Das Hauptideal o selbst geht in jedem Ideal auf und ist zugleich
das einzige Ideal, welches die Zahl 1 oder iiberhaupt Einheiten ent-
hilt, und dessen Norm = 1 ist.

DasSystem aller derjenigen Zahlen, welche gleichzeitig in zwei
Idealen o, b enthalten sind, ist das leinste gemeinschaftliche Mul-
tiplum m von a, b, insofern jedes gemeinschaftliche Multiplum von
a, b durch das Ideal m theilbar ist. Durchliuft o alle Zahlen in. q,
B alle Zahlen in b, so ist das System aller Zahlen « + 8 der grisste
gemeinschaftliche Theiler b der Ideale a, b, weil jeder gemeinschaft-
liche Theiler von q, b in dem:Ideale b aufgeht*).

Ist r die Anzahl der in b enthaltenen Zahlen, welche (mod: a)
incongruent sind, so besteht b aus » Classen (mod. m), und b aus
r Classen (mod. a); also ist N(m) = rN(b), N(a) = N (b), und
Nm)N@®) = N@)N(@®). -

Ist b ein Hauptideal = i(n), so ist die Anzahl » der in b ent-
haltenen Zahlen 8 = n®, welche (mod. a).incongruent sind, zZu-
gleich die Norm des aus allen Wurzeln e der Congruenz ne=20
-(mod. q) bestehenden Ideals v, weil zwei Zahlen w, @' stets und
nur dann congruent (mod. ) sind, wenn n® = no' (nod a) ist.
Mithin ist in diesem Falle N (a) = N () N(d).

*) Die Erwe1terung dieser Definitionen von und b fiir mehr als zwei
Ideale a, b . . . liegt auf der Hand.

.
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3. Ein von o verschiedenes Ideal p, welches keinen von o und
p verschiedenen Theiler besitzt, soll ein Primideal heissen. Dann
gilt folgender Satz:

Ist o = 0 (mod. b), so ist wenigstens eine der beiden Zahlen
1, 0 durch p theilbar. Ist ndmlich % nicht = 0 (mod. p), so bilden
die siimmtlichen Wurzeln ¢ der Congruenz ng = 0 (mod.p) offen-
bar ein in p aufgehendes Ideal, welches, da es die Zahl 1 nicht ent-
hiilt, von o verschieden und folglich mit p identisch ist, was zu be-
weisen war.

Dieser Satz ist charakteristisch fiir ein Primideal, da er sich
folgendermaassen umkehren lidsst: Enthdlt jedes durch ein (von o
verschiedenes) Ideal b theilbare Product mindestens ecinen durch p
theilbaren Factor, so ist P ein Primideal. Ist ndmlich g ein Theiler
des Ideals p, aber verschieden von b, so giebt es in ¢ eine nicht in
p enthaltene Zahl w@; dann ist (zufolge der Annahme) auch keine
der Potenzen w2, @ . .. durch p theilbar; da aber nur eine end-
liche Anzahl von incongruenten Zahlen (mod. p) existirt, so muss
einmal fiir zwei verschiedene Exponenten m und m + s > m noth-
wendig @™+* = @™ (mod. p), also das Product @™(w*—1) durch
p theilbar sein; da nun @™ nicht durch p theilbar ist, so muss (zu-
folge der Annahme) der andere Factor @*— 1 durch p, und folg-
lich auch durch ¢ theilbar sein; nun ist o und, weil s> 0 ist, auch
®* = 0 (mod. q), mithin ist auch die Zahl 1 in q enthalten, also
q = 0, was zu beweisen war.

Nennt man ein von o verschiedenes Ideal susammengesetzt,
wenn es kein Primideal ist, so ldsst sich dieser Satz auch so, aus-
sprechen: Ist a ein zusammengesetztes Ideal, so giebt es zwei durch
a nicht theilbare Zahlen 1, @, deren Product no durch a theilbar
ist. Wir beweisen ihn zum zweiten Male auf folgende Art. Es sei
¢ ein von a und o verschiedener Theiler von g, so giebt es in ¢ eine
.durch a nicht theilbare Zahl 5, und der grosste gemeinschaftliche
Theiler b von a und i(y) ist theilbar durch e, also von o ver-
schieden, mithin ist N(d) >1. Das aus allen Wurzeln ¢ der Con-
gruenz ¢ = 0 (mod. a) bestehende Ideal ¢ ist ein Theiler von q,
und da (zufolge 2.) N(a) = N (t) N(b) > N(z) ist, so ist v ver-
schieden von a und enthiilt folglich eine durch a nicht theilbare
Zahl @, was zu beweisen war.

Es leuchtet nun ein, dass die kleinste (von Null verschiedene)
rationale Zahl p, welche in einem Primideale p enthalten ist, noth-
wendig eine Primzahl (im rationalen Zahlkorper) sein muss; da
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ferner p in i(p) aufgeht, so ist N(p) ein Theiler von N(p) = p~,
also ebenfalls eine Potenz p’ der rationalen Primzahl p, und man
findet leicht (vergl. §. 162, 3.), dass jede in o enthaltene Zahl @
der Congruenz '
o’ = o (mod. p)

geniigt*). Auch hat es keine Schwierigkeit, die allgemeinen Sitze
der §§. 26, 27, 29, 30, 31 auf Congruenzen in Bezug auf den Mo-
dul p zu tibertragen.

Ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum m der Ideale a, b,
... durch das Primideal p theilbar, so geht b wenigstens in einem
der Ideale a, b, ¢ . .. auf. Ist nidmlich keins dieser Ideale durch p
theilbar, giebt es also in a, b, ¢ ... resp. Zahlen «, 8, p .. ., die
nicht durch p theilbar sind, so ist das in a, b, ¢ . . ., also auch in

*) Hierauf beruht das Eingreifen der Theorie der hiheren Congruenzen
(vergl. §. 26), welche zur Bestimmung der Primideale dient. Fiir die Korper
vom Grade n = @ (m), welche aus den primitiven Wurzeln 6 der Gleichung
Om = 1 entspringen, ist dieselbe zuerst ausgefithrt, und zwar von Kummer,
dem Schépfer der Theorie der idealen Zahlen; den hierauf beziiglichen Theil
seiner Untersuchungen findet man am vollstdndigsten zusammengestellt in
den Abhandlungen: Mémoire sur la théorie des mombres complexes com-
posés ‘de racines de Vunité et de mombres entiers (Journ. de Math. p. p.
Liouville, T. XVI. 1851). — Theorie der idealen Primfactoren der complexen
Zahlen, welche aus den Wurzeln der Gleichung wn = 1 gebildet sind,
wenn n eine susammengesetzte Zahl st (Abh. der Berliner Ak. 1856). Das
Hauptresultat ergiebt sich mit grosster Leichtigkeit aus unserer Theorie und
lautet in unserer Ausdrucksweise folgendermassen: Ist p eine rationale Prim-
zahl und m’ der grosste durch p nicht theilbare Divisor von m = p'm’, ge-
hort ferner p zum Exponenten f (mod. m'), wo ¢(m’) = ef (§. 28), so ist

i) = Wy 0y - - - P)P®, wo p;, Py . . . pe von einander verschiedene Prim-
ideale bedeuten, deren Normen = ps sind; wenn p’ > 1, so ist i(l —6»') =
p1Ps - . . ¥ — Fiir complexe Zahlen einer hoheren Stufe vergl. Kummer:

Ueber die aligemeinen Reciprocititsgesetze unter den Resten und Nicht-
resten der” Potenzen, deren Grad eine Primzahl vst (Abh. der Berliner Ak.
1859). — Fiir diejenigen Korper £, deren conjugirte Korper mit £ iden-
tisch sind, und welche ich Galois’sche Kirper nennen mochte, vergl. Sel-
ling: Ueber die idealen Primfactoren der complexen Zahlen, welche aus
den Wurzeln einer beliebigen irreductibelen Gleichung rational gebildet sind
(Schlémilch’s Zeitschr. fiilr Math. u. Phys. Bd. 10. 1865). — Ein specieller Fall
biquadratischer Kérper ist vollstindig durchgefiihrt von Bachmann: Drie
Theorie der complexen Zahlen, welche aus zwei Quadratwurzeln zusammen-
gesetzt sind. 1867.— Fiir eine gewisse Classe cubischer Korper vergl. Eisen-
stein: Allgemeine Untersuchungen wber die Formen dritten Grades mit
dres Variabeln, welche der Kreistheilung <hre Entstehung verdanken
. (Crelle’s Journ., XXVIII).
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m enthaltene Product ¢ By . .. nicht theilbar durch das Primideal
p, und folglich geht p nicht in m auf, was zu beweisen war.

Ist die Zahl n nicht theilbar durch das Ideal a, so giebt es
immer eine durch n theilbare Zahl v der Art, dass alle Wurzeln =
der Congruenz v = 0 (mod. a) ein Primideal bilden. Alle Wur-
zeln B der Congruenz # B =0 (mod. a) bilden ein in a aufgehendes
Ideal b, welches von o verschieden ist, weil es die Zahl 1 nicht ent-
hilt; ist b ein Primideal, so ist der Satz bewiesen. Ist b kein
Primideal, giebt es also zwei durch b nicht theilbare Zahlen 7/, ',
deren Product 7' ¢’ = 0 (mod. b) ist, so bilden alle Wurzeln y der
Congruenz 7%’ v = 0 (mod. b), d. h. der Congruenz nn'y =0
(mod. a), ein in b aufgehendes Ideal ¢, und zwar ist (zufolge 2.)
N(c) < N(b), weil ¢’ in ¢, aber nicht in b enthalten ist; ausserdem
ist ¢ von o verschieden, weil 7' nicht in b, und folglich die Zahl 1
nicht in ¢ enthalten ist; ist ¢ ein Primideal, so ist der Satz bewiesen.
Ist aber ¢ kein Primideal, so kann man in derselben Weise fort-
fahren; endlich muss in der Reihe der Ideale b, ¢, d ..., deren

* Normen immer kleiner werden, aber stets > 1 bleiben, ein Primideal
p auftreten, welches aus allen Wurzeln = der Congruenz vz =
(mod. a) besteht, wo v = nu'%"” . .. durch 7 theilbar ist.

4. Ist g eine von Null verschiedene Zahl in o und keine Ein-
heit, so existirt zufolge des zuletzt bewiesenen Satzes (in welchem
man 4 = 1 nehmen kann) jedenfalls eine Zahl » der Art, dass alle
Wurzeln 7 der Congruenz vw =0 (mod. 1) ein Primideal p bilden;
Prlmldeale, welche aus den sémmtlichen Wurzeln einer solchen Con-
gruenz bestehen, wollen wir vorldufig einfache Ideale nennen. Ist
nun # irgend ein ganzer rationaler, nicht negativer Exponent, so
bilden alle Wurzeln ¢ der Congruenz g»" = 0 (mod. w) ein Ideal,
welches die rte Potenz von p heissen und mit pr bezeichnet werden
soll. Diese Definition ist unabhingig von dem zur Definition von p

. benutzten Zahlenpaar g, v; ist ndmlich ' irgend eine von Null ver-
schiedene, durch p theilbare Zahl, also vy’ = pv', so folgt aus
ev" = 0 (mod. pr) durch Multiplication mit u’r und Division durch
u" auch ¢7'*=0 (mod. u'7), und umgekehrt. Von der grissten
Wichtigkeit sind aber die folgenden Sitze iiber einfache Ideale p:

Ist s = r, so ist p* theilbar durch pr. Ist ndmlich 6 in p* ent-
halten, also dv* = zy*, so folgt, dass

ovr\s
(yr —_— erH
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eine ganze Zahl ist; mithin ist (nach §. 160, 3.) der jedenfalls dem
Korper & angehorige Quotient 6v":ur ebenfalls eine ganse Zahl,
also in o enthalten, weil o alle ganzen Zahlen des Korpers &£ um-
fasst*); also ist jede Zahl 6 des Ideals p* auch in pr enthalten.

Ist o eine von Null verschiedene Zahl in o, so giebt es immer
eine hichste in @ aufgehende Potenz von p. Wire ndmlich fir un-
endlich viele Exponenten » das Product gvr theilbar durch ur, so
miisste, da nur eine endliche Anzah] incongruenter Zahlen (mod. g)
existirt, fiir zwei verschiedene solche Exponenten 7, s nothwendig

einmal

oV __ gv v\*

o = (med- @), ( ) <u> +o
werden, wo @ eine ganze Zahl; hieraus wiirde aber (nach §.160,3.)
folgen, dass v durch u theilbar wire, was nicht der Fall ist, weil
sonst p = o wire.

Sind pr, b* resp. die hichsten in o, 6 aufgehenden Potenzen, so
ist pr+s die hochste in 96 aufgehende Potenz von p. Denn da
ov" = ¢'ur, 6v* = ¢'yu*, und keins der Producte v¢', v¢' durch p
- theilbar ist, so folgt gev++ — g'6’ur+*, und v 9’6’ kann nicht durch
p theilbar sein, weil p ein Primideal ist.

Ist e = 1 der Exponent der hichsten in u selbst aufgehenden
. Potenz von b, also wve = xu’, wo vx nicht theilbar durch u, so
folgt v¢ = xue—1, d. h. der Exponent der hichsten in » aufgehen-
den Potenz von p ist = e—1. Das Ideal p¢ besteht aus den
simmtlichen Wurzeln 6 der Congruenz %6 = 0 (mod. u). Die
ganze Zahl 4 = xp:v = Vyuxe1 ist durch p, aber nicht durch p?
theilbar; mithin ist A7 durch pr, aber nicht durch pr+! theilbar,
woraus beildufig folgt, dass die Ideale pr und pr+! wirklich ver-
schieden sind. Endlich leuchtet folgender Satz ein:

Jede Potenz b eines einfachen Ideals b ist durch kein von b
verschiedenes Primideal theilbar. Ist niimlich = irgend eine Zahl
in p, s0 muss ein in p~ aufgehendes Primideal in ar, also (zufolge
3.) in & selbst, d. h. in p aufgehen und folglich mit y identisch sein.

5. Die Wichtigkeit der einfachen Ideale und ihre Analogie
mit den rationalen Primzahlen tritt unmittelbar hervor in dem fol-
genden Hauptsatz: ‘

*) Sobald diese Bedingung nicht erfiillt ist, verlieren auch die obigen
Sitze ihre allgemeine Giltigkeit; dies ist von chhtlgkelt fir die Erweite-
rung der Definition der Ideale (vergl. §. 165, 4.).
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Wenn alle in einer von Null verschiedenen Zahl u aufgehen-
den Potenzen cinfacher Ideale auch in einer Zahl v aufgehen, so
ist n durch w theilbar. Ist n nicht theilbar durch p, so giebt es
(zufolge 3.) eine durch % theilbare Zahl v der Art, dass alle Wur-
zeln = der Congruenz vw = 0 (mod. w) ein in g aufgehendes ein-
faches Ideal p bilden; ist pe die hochste in p aufgehende Potenz, so ist
(nach 4.) p=—1 die hochste in v aufgehende Potenz, und da » durch
7 theilbar ist, so kann % nécht durch pe theilbar sein, was zu beweisen
war. Derselbe Satz lisst sich offenbar auch so aussprechen: Jedes
Hauptideal i(u) ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum aller in
u aufgehenden Potenzen von einfachen Idealen. Es folgt zuniichst:

Jedes Primideal b ist ein einfaches Ideal. Es sei w irgend
eine von Null verschiedene Zahl in p, so muss p (zufolge 3.) in einer
der Potenzen einfacher Ideale aufgehen, deren kleinstes gemein-
schaftliches Multiplum i(g) ist; mithin ist p selbst (zufolge 4.) ein
einfaches Ideal. — Wir sprechen daher kiinftig nur noch von Prim-
idealen, nicht mehr von einfachen Idealen.

Wenn alle in einem Ideal m aufgehenden Potenzen von Prim-
idealen auch in einer Zahl v aufqehen, so ist y theilbar durch m. Ist
n nicht theilbar durch m, so giebt es (nach 3.) eine durch 7 theil-
bare Zahl v der Art, dass alle Wurzeln » der Congruenz vx = 0
(mod. m) ein Primideal p bilden; ist pe die hochste in m aufgehende
Potenz von p, so giebt es in m eine nicht durch pe+? theilbare Zahl
@, und das aus allen Wurzeln ¢ der Congruenz v9=0 (mod. u) be-
stehende Ideal t ist theilbar durch p, weil v 9 =0 (mod.m) ist. Sind
nun pe, p’?, p"'¢", .. die simmtlichen hichsten in u aufgehendenPotenzen
verschiedener Primideale p,p’,p" ..., so besteht 1 zufolge des obigen
Hauptsatzes aus allen gemeinschaftlichen Wurzeln ¢ der Congruen-
zen v =0 (mod. p?), v =0 (mod. p'¢), v =0 (mod. p"¢") w.s. w.,
d. h. v ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Ideale g,
q, 9" . . ., welche resp. aus den Wurzeln jeder einzelnen dieser Con-
gruenzen bestehen; da nun die Ideale ¢, q” . .. als Theiler von
p'e, p"”e" . .. nicht durch p theilbar sind, so muss, weil r durch p
theilbar ist, auch q (zufolge 3.) durch p theilbarsein; es kann folg-
lich p¢ nicht in v aufgehen ( weil sonst q = o, also nicht durch p
theilbar wire), und da v durch 7 theilbar ist, so kann pe auch
wicht in 7 aufgehen, was zu beweisen war.

Dieser Fundamentalsatz lisst sich offenbar auch so aussprechen:
Jedes Ideal ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum aller in ihm
aufgchenden Potenzen von Primidealen. Er entspricht durchaus
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dem Fundamentalsatze der rationalen Zahlentheorie iiber die Zu-
sammensetzung der Zahlen aus Primzahlen (§.8); denn ihm zufolge
ist jedes Ideal m wvollstindig bestimmt, sobald die hochsten in m
aufgehenden Potenzen pe, p'¢, p”¢ ... von Primidealen gegeben
sind; aus ihm ergiebt sich auch ohne Weiteres der folgende Satz:
Ein Ideal m ist stets und nur dann durch ein Ideal b theilbar,
wenn alle in d aufgehenden Potenzen von Primidealen auch in m
aufgehen. Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe des kleinsten
gemeinschaftlichen Multiplums.

Ist m das Fkleinste gemeinschaftliche Multiplum wvon pe, p'¢,
pret oL, wo b, P, 0 ... von einander verschiedene Primideale
bedeuten, so ist N(m) = N(p) N(P)* N(p")®"... Es giebt immer
(zufolge 4.) eine durch pe—1, aber nicht durch a = p¢ theil-
bare Zahl 7; das aus allen Wurzeln ¢ der Congruenz n¢ = 0
(mod. a) bestehende Ideal t ist verschieden von o (weil es die
Zahl 1 nicht enthilt) und ein Theiler von p (zufolge 4.), folglich
identisch mit p; da ferner der grosste gemeinschaftliche Theiler b
der Ideale a == p¢ und i(n) zufolge des eben bewiesenen Funda-
mentalsatzes = pe—! ist, so folgt (aus 2.) N(a) = N(r) N(b), d. h.
N(p) = N(p) N(p>'), und hieraus allgemein N (p¢) = N (p)°. —
Nun ist (zufolge der Definition 2.) das kleinste gemeinschaftliche
Multiplum m der Ideale pe, p'¢, p”¢' ... zugleich auch das der
Ideale a =y und b, wo b daskleinste gemeinschaftliche Multiplum
der Ideale p'?, p"¢” ... bedeutet; da ferner (zufolge des Funda-
mentalsatzes ) o der grosste gemeinschaftliche Theiler von a und b
ist, so folgt (aus 2.) N(m) = N(a) N(b), d. h. N(m) = N(p)° N(b)
und hieraus ergiebt sich offenbar der zu beweisende Satz.

6. Multiplicirt man alle Zahlen eines Ideals a mit allen Zahlen
eines Ideals b, so bilden diese Producte und deren Summen ein
durch a und b theilbares Ideal, welches das Product aus den Fac-
toren a und b heissen und mit ab bezeichnet werden soll. Aus dieser
Erklidrung leuchtet sofort ein, dass ap = q, ab = ba, ferner (ab)c
= a(bc) ist (vergl. §§. 1, 2, 147). Zugleich gilt folgender Satz:

Sind pe, p* resp. die hichsten in a, b aufgehenden Potenzen des
Primideals b, so ist pe+d die hichste in ab aufgehende Potenz von
p; und es ist N(ab) = N(a) N(b).

Aus der Erkldrung folgt namlich unmittelbar (mit Riicksicht
auf 4.), dass ab durch ps+? theilbar ist; da ferner in a eine durch
pa+! nicht theilbare Zahl e, in b eine durch p*+! nicht theilbare
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Zahl B existirt, so giebt es in ab eine durch pe+2+1 nicht theilbare
Zahl «f, womit der erste Theil des Satzes bewiesen ist. Ist alsoa
das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Potenzen pa, p'«,
p”a” . .. der von einander verschiedenen Primideale b, ', p" .. .,
und b das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Potenzen p?,
poopMY L., so ist ab dasjenige der Potenzen pa+d, p'a'+¥ plarter
woraus (mlt Riicksicht auf5.) auch der zweite Theil des Satzes folgt
Da aus diesem Satze auch pap? = pa+? folgt, so ist die oben
(in 4.) gewihlte Ausdrucks- und Bezeichnungsweise gerechtfertigt.
Sind ferner b, }’, " . .. von einander verschiedene Primideale, so
ist pep’e'p”e” . .. das kleinste gemeinschaftliche Multiplum der Po-
tenzen po, p'e, p"e” .. Auch leuchtet ein, dass der Begriff der
Potenz durch die Definition a7+! = aq” auf jedes Ideal a ausge-
dehnt werden kann. Ist endlich a thedbar durch b, so giebt es
immer ein und nur ein Ideal ¢ der Art, dass a = td wird; sind
nimlich p¢, p¢ die hochsten resp. in a, d aufgehenden Potenzen
eines Primideals b, so ist d < @, und t ist das Product aus allen
Potenzen pe—2. Mit Riicksicht hierauf erkennt man leicht, dass
die fritheren Sétze (in 2.) sich jetzt einfacher aussprechen lassen.

7. Wir nennen nun a und b relative Primideale, wenn ihr
grosster gemeinschaftlicher Theiler = b ist; ebenso soll 4 relative
Primzahl zum Ideal a heissen, wenn a und i(n) relative Primideale
sind. Es leuchtet dann ein, dass die Sitze der rationalen Zahlen-
theorie iiber relative Primzahlen sich leicht auf die Theorie der
Ideale iibertragen lassen; wir begniigen uns aber hier, folgenden
wichtigen Satz zu beweisen (vergl. §. 25):

Sind a, b relative Primideale, und u,v zwei gegebene Zahlen, so
giebt es immer eine und nur eine Classe von Zahlen n (mod. ab), welche
den Bedingungen n == u (mod. a), 1 = v (mod.b) geniigen. Durchlaufen

. nimlich g, v, n vollstéindige Restsysteme resp. fiir die drei Moduln
a, b, ab, so entspricht jeder Zahl % eine und nur eine Combination
, v der Art, dass g = 7 (mod. a), v = n (mod. b) ist; entspriiche
ferner zyei verschiedenen Zahlen 7, %' des Restsystems fiir den
Modul ab eine und dieselbe Combination w,v, so wiire n—1x' theil-
bar sowohl durch a als durch b, also auch durch ab (weil a, b re-
lative Primideale sind), mithin wire n = 7' (mod. ab), was gegen
die Voraussetzung streitet. Durchlduft daher # alle seine Werthe,
deren Anzahl = N (ab) = N (a) N (b) ist, so entstehen ebensoviele
verschiedene Combinationen u, v; und da genau ebensoviele ver-
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schiedene Combinationen g, v wirklich existiren, so muss auch um-
gekehrt jede Combination g, v einer Zahl 5 entsprechen, was zu
beweisen war.

Bedeutet v (a) die Anzahl der (mod.a) incongruenten relativen
Primzahlen zu a, so ist ¢(ab) = ¥ (a) ¢ (b), wenn a, b relative
Primideale bedeuten. Ist ferner p ein Primideal, und e = 1, so ist
() = N(p)—N(p—) = N(p)— (N(p)—1); denn, wemn 8
alle r durch p theilbaren und nach dem Modul pe incongruenten
Zahlen, wenn ferner y ein vollstindiges Restsystem (mod. p) durch-
lauft, so bilden die Zahlen y 4 & (zufolge 2.) ein vollstandiges Rest-
system (mod. ), und es ist N(p9) = r N(b), also r = N (p*);
nun ist aber eine solche Zahl y 4 d stets und nur dann relative
Primzahl zu pe, wenn p nicht = 0 (mod. p) ist, und folglich ist die
Anzahl der Zahlen y -4 d., welche relative Primzahlen zu pe sind,
gleich (N (p) — 1), was zu beweisen war.

Bedeutet p ein Primideal, so giebt es (zufolge 4.) immer eine
Zahl A, welche durch p, aber nicht durch p? theilbar ist, mithin
auch eine Zahl A¢, welche durch pe, aber nicht durch pe+! theilbar
ist. Sind nun p, ', p” . .. von einander verschiedene Primideale,
und haben A, 4” . .. shnliche Bedeutung fiir p’, p” . . ., wie 4 fiir
p, so existirt immer, wenn e, ¢, ¢” . .. gegebene Exponenten be-
deuten, eine Zahl %, welche den gleichzeitigen Congruenzen

n = A¢ (mod. pet+t), 5 = A'¢ (mod. p'¢+1),
n = A4"¢ (mod. p"<"+) . ..

geniigt, weil die Moduln relative Primideale sind. Dann ist offen-
bar i(p) = mpep’dp”¢ ..., und das Ideal m ist durch keines der
Primideale p, p', p” theilbar. Hieraus folgt unmittelbar der Satz:

Sind a, b zwei beliebige Ideale, so giebt es immer ein solches
relatives Primideal m zu b, dass am ein Hauptideal wird. Sind
niamlich p, p’, p” ... alle von einander verschiedenen in ab auf-
gebenden Primideale, und ist a = pep’¢p”¢ ... (wo die Ex-
ponenten e, ¢/, ¢”... auch =0 sein kionnen), so giebt es, wie eben ge-
zeigt ist, ein durch a theilbares Hauptideal i(g) = am der Art,
dass b und m relative Primideale sind.

Hieraus folgt auch, dass jedes Ideal a, welches kein Hauptideal
ist, immer als der grosste gemeinschaftliche Theiler von zwe; Haupt-
idealen angesehen werden kann; hat man némlich nach Belieben
ein durch a theilbares Hauptideal i(y') = ab gewihlt, so kann
man immer ein zweites i(y) = am so wihlen, dass b und m re-



