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Composition der Formen. 471

schiedenen Zahl in eine Zahl « des Systems a verwandelt werden
kann. Congruenzen in Bezug auf ein solches Ideal a als Modul
kénnen addirt, subtrahirt und mit beliehigen Zahlen des Ideals
multiplicirt werden. Von besonderer Wichtigkeit ist aber das Sy-
stem aller Zahlen, mit welchen solche Congruenzen multiplicirt
werden diirfen, d. h. aller Zahlen, welche durch Multiplication mit
allen Zahlen des Ideals a in Zahlen desselben Ideals a verwandelt
werden; man erkennt sofort, dass dies System selbst ein Ideal ist,
welches die Zahl 1 enthilt. Dieses Ideal kann die Ordnung von a
oder auch ein Finheitsideal genannt werden, weil fiir die in ihm
enthaltenen Zahlen die von Dirichlet*) aufgestellte Theorie der
Einheiten gilt, und wir wollen uns im Folgenden auf die Dar-
stellung dieser Dirichlet’schen Principien beschrénken, indem wir
auf die weitere Entwicklung der allgemeinen Theorie der Ideale
verzichten.

§. 166.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Basiszahlen o, @, ... ®,
des Korpers & zugleich die Basiszahlen einer Ordnung o sind, d. h.
dass die Zahl 1 und alle Producte ,®, ganze Coordinaten haben,
woraus schon folgt, dass die Basiszahlen selbst ganze Zahlen sind.
Die Zahlen in o, d. h. alle Zahlen @ = Y h,@,, deren Coordinaten
h ganze rationale Zahlen sind, haben nun folgende Eigenschaften.

1. Ist o eine Zahl in v, so ist auch die su ihr adjungirte
Zall &' in o enthalten.

Da némlich ® einer Gleichung nten Grades mit ganzen ratio-
nalen Coefficienten geniigt, deren letster = N (0) = ww' ist, so er-
héalt man durch Division mit @ eine Gleichung von der Form

0 =c+cot+co?rt- ..,
WO ¢, ¢, €y . . . ganze rationale Zahlen bedeuten; mithin ist o’ in
o enthalten.

2. Den.mit £ conjugirten » Korpern entsprechen ebensoviele
homogene lineare Functionen @ der Coordinaten 2, und ihr Pro-
duct N (w) wird, wenn die Coordinaten ganze Zahlen sind, ebenfalls

*) Vergl. §. 141, Anm,
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eine ganze rationale Zahl und folglich absolut = 1, ausgenommen,
wenn alle Coordinaten verschwinden. Die # mit & conjugirten
Korper enthalten entweder nur reelle Zahlen, oder es treten auch
Paare von zwei solchen Korpern auf, dass wenn der eine die imagi-
nére Zahl z 4 y<¢ enthilt, die conjugirte Zahl z — y¢ sich in dem
andern vorfindet. Wir wollen die Anzahl dieser imaginiren Paare
mit n — v, also die Anzahl der reellen Korper mit 2 v — » bezeich-
nen; dann ist v die Gesammtanzahl aller reellen Korper und imagi-
niren Paare. Die einem imagindren Paare entsprechenden beiden
Functionen o sind von der Form % 4 v¢ und ¥ —v¢, wo % und v
zwei homogene lineare Functionen der Coordinaten bedeuten. Diese
2 (n — v) Functionen u, v und die den reellen Kérpern entsprechen-
den (2 v—n) Functionen @ bilden ein System von »reellen Functio-
nen, die wir gemeinschaftlich mit w bezeichnen wollen, und deren
Functionaldeterminante

= 2 Vd(wy, 0 ... 0,),

also von Null verschieden ist, weil die Zahlen @, @, ... @, von
einander unabhingig sind. Die Variabeln A sind daher umgekehrt
vollig bestimmte lineare Functionen von den Grossen w; durch-
laufen nun die letzteren stetig alle reellen Werthe, welche absolut
kleiner als eine gegebene Constante sind, so bleiben auch die ab-
soluten Werthe der Grossen h kleiner als eine entsprechende Con-
stante und folglich wird auf diese Weise nur eine endliche Anzahl
von Zahlen der Ordnung o erzeugt, vielleicht gar keine.

Verstehen wir, wie iiblich, unter dem Modulus M (2) einer com-
plexen Grosse # = 2 + yi die positive Quadratwurzel aus (z2 + y?),
50 konnen wir dies Resultat auch so aussprechen: FEs giebt in o
nur eine endliche Anzahl von Zahlen © der Art, dass die Moduln
aller mit @ conjugirten Zahlen, also auch die absolutex Werthe der
Grossen w kleiner als eine vorgeschriebene Comstante ausfallen.

3. Wir theilen nun die » Korper, also auch die » Functionen
o nach Belieben in zwei Reihen, doch so, dass jede dieser Reihen
wenigstens eine Function enthélt, und dass je zwei Functionen
w+ v¢ eines imaginiren Paares in eine und dieselbe Reihe fallen
(also ist der Fall » = 1 auszunehmen, ebenso der Fall » — 2 bei
negativer Grundzahl). Bedeutet fermer ¢ den grossten Werth,
welchen die Modulsumme ¥ M(w,) in irgend einer der » Functio-
nen o erreicht, so gilt folgender Satz:
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Ist a ein beliebig kleiner, b ein beliebig grosser positiver ge-
gebener Werth, so giebt es in o eine solche Zuhl o, dass M(w) in
det ersten Reihe < a, in der zweiten > b, und dass N (@) absolut
< (3 ¢)* wird. _

Ist % eine bestimmte positive ganze rationale Zahl, und legt
man jeder Coordinate & einen der (k4 1) Werthe 0, 1, 2 . . . k bei,
so wird durchweg M (@)= ck, und die » Werthe w liegen zwischen
den Grenzen + ¢k Wir betrachten nun zuniichst die der ersten
Reihe angehorigen r Functionen o oder w; da »>#>0, und k> 0
ist, 80 ist auch

b+ D)r>kr+1,

und folglich kann man eine positive ganze rationale Zahl m so
wihlen, dass

k4 1)r>mr >k
wird ; setzt man nun zur Abkiirzung

d=2% g0k,
m .
so wird das Gebiet aller zwischen den Grenzen =+ ¢k liegenden
reellen Werthe durch Einschaltung der (m— 1) Zahlen

—ck4+d, —ck+4-2d...—ck+(m—1)d

in m Intervalle von gleicher Grosse d getheilt, wobei man diese
(m — 1) Zahlen selbst nach Belieben dem einen oder anderen der
beiden benachbarten Intervalle zurechnen kann. Da nun jeder
der r Werthe w aus der ersten Reihe einem und nur einem dieser
m Intervalle angehdrt, so ist mr die Anzahl der verschiedenen
denkbaren Fille, welche die Vertheilung der » Werthe w auf diese
m Intervalle darbieten kann. Da ferner, wenn jede der »n Coordi-
natén halle (k 4+ 1) Werthe 0,1,2 . . . k durchlduft, (k¥ + 1)* solche
Systeme von » zusammengehorigen Werthen w entstehen, so miissen,
weil (k 4 1)*>mr ist, mindestens zwei verschiedene solche Werth-
systeme hinsichtlich ihrer Vertheilung auf die m Intervalle voll-
stindig iibereinstimmen, in der Art, dass je zwei Werthe w’, w”,
welche eine und dieselbe Function w in diesen beiden Systemen
annimmt, auwch einem und demselben Intervall angehoren. Wird
nun das System der » Werthe «' durch die Coordinaten &, ferner
das System der r Werthe w” durch die Coordinaten k' hervorge-
bracht, so entspricht den Coordinaten h,= hj — h;' ein System von
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r Werthen w — w' — w", welche absolut den Werth d nicht iiber-
steigen. Fiir diese ganzen Coordinaten A,, welche absolut =k sind
und nicht simmtlich verschwinden, wird daher in der ersten Reihe

M@) <dV2 < 3ck "

Ist ferner P das Product aus den » Werthen @ der ersten
Reihe, und N(w) = P, so ergiebt sich M(P) < (Beyrkr—,
M(Q) = (ck)*, mithin absolut

N(w) < (3c)

Da endlich N (w) eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl
ist, so wird M¢P Q) = M(P) M(Q) = 1, also M (Q)> (3e) "k,
ist nun @ eine der (n — ) Functionen der zweiten Reihe, und Q—
of, so ist M(0) = (ck)»r, und folglich wird in der zweiten
Reihe

M(w) > (3¢)tk.

Offenbar kann nun, wie kleinauch a, und wie gross auch b sein
mag, k stets so gross gewihlt werden, dass M(w) in der ersten
Reihe <@, in der zweiten >b ausfillt, wihrend N(w) absolut
< (3¢)* wird; was zu beweisen war.

4. Aus dem soeben bewiesenen Satze ergiebt sich, indem man
dieselbe Eintheilung in zwei Reihen beibehilt, dass man eine nie
abreissende Kette von aufeinander folgenden, von Null verschiede-
nen Zahlen @ in o aufstellen kann, deren Normen < (3¢)* sind,
und welche ausserdem noch die zweite Eigenschaft besitzen, dass
M (w) in der ersten Reihe kleiner, in der zweiten grosser ausfallt,
als die Moduln aller vorhergehenden Zahlen ® und der mit ihnen
conjugirten Zahlen; denn bezeichnet man mit a den kleinsten, mit
b den grossten untet allen Moduln der schon gebildeten Zahlen e
und der mit ihnen conjugirten Zahlen, so giebt es zufolge des be-
‘wiesenen Satzes immer nogh eine Zahl w der Art, dass M(w) in
der ersten Reihe < a, in der zweiten > b ausfillt, wihrend N (w)
absolut genommen ebenfalls < (3¢)» wird; diese neue Zahl o ist
daher auch von Null und von allen vorhergehenden Zahlen @ ver-
schieden. Wir theilen nundie Zahlen o dieser Kette in Gruppen ein,
indem wir zwei von ihnen stets und nur dann in dieselbe Gruppe
aufnehmen, wenn sie dieselbe Norm m besitzen, und wenn ausser-
dem die Coordinaten ihrer Differenz siimmtlich durch m theilbar
sind; da nun die hier auftretenden Normen m ganze rationale Zahlen



Composition der Formen. - 475

und absolut < (3¢)” sind, und da die Coordinaten einer Zahl w
hinsichtlich ihrer Reste (mod. m) hichstens (dm)" verschiedene
Fille darbieten konnen, so kann in dieser Kette von Zahlen & auch
nur eine endliche Anzahl verschiedener Gruppen auftreten, und
folglich muss bei hinreichender Fortsetzung der nie abbrechenden
Kette eine Zahl § in ihr erscheinen, welche mit einer fritheren
Zahl « in dieselbe Gruppe fillt. Dann ist also N(o) = N(B) =
BB = m,und a = B + my=p4(1+ pp)=p¢ wo p' (zufolge1.)
und y, folglich auch ¢ = 1 4y’ Zahlen in o bedeuten; zugleich
ergiebt sich, da N(x) = N(f) = N(B¢) von Null verschieden ist,
N(e) = 1, und aus M(e) = M(B) M(s) folgt, dass M(e) in
der ersten Reihe >1, in der zweiten <1 ist. Versteht man unter
einer Finheit im Folgenden stets eine Zahl in o, deren Norm = 4 1
ist, so haben wir daher folgendes Resultat gewonnen:

Es giebt eine Einheit von der Art, dass die Moduln der mit
thr conjugirten Zahlen in der ersten Reihe > 1, in der zweiten
<1 sind.

5.  Multiplicirt man je zwei zusammengehdrige imaginiire
Functionen @ = »+ v¢ mit einander, so bilden diese (n-—-v) Pro- -
ducte (u? 4 v2) und die (2 v — n) reellen Functionen o ein System
von v reellen, theils quadratischen, theils linearen Functionen /'
f" ... f® der Coordinaten; nennt man die reellen Bestandtheile
ihrer Logarithmen kurz die (conjugirten) Logarithmen von @, so
kann man das eben erhaltene Resultat auch so aussprechen:

Theilt man die v Functionen f nach Belieben in zwei Reihen,
doch so, dass jede dieser Reihen wenigstens eine quction enthdlt,

so existirt stets eine Einheit ¢, deren Logarithmen ¢, €' . .. ¢» po-
sittv oder megativ sind, je nachdem sie 'der ersten oder der zweiten
Reihe entsprechen. -

Da die Summe der Logarithmen einer Zahl @ gleich dem reel-
len Bestandtheile des Logarithmen von N(w) ist, so ist die Summe
der Logarithmen ¢, ¢’ . .. ¢® einer Einheit ¢ stets = 0; hat man
daher v beliebige Einheiten &, &, . . . ¢,, so ist die aus den zuge-
horigen v? Logarithmen gebildete Determinante

Stefe...e=0;

lisst man aber einen dieser Logarithmen, z. B. den letzten e®),
welcher der Function f("> entspricht, stets weg, so gilt folgender
Fundamentalsatz:

;
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Es giebt immer ein System S von (v—1) unabhingigen, d. h.

solchen Einheiten &, & . .. &1, dass die aus ihren Logarithmen
gebildete Determinante
L =3Xdteief ...

einen positiven, also von Null verschiedenen Werth besitzt.

Ist ndmlich v = 2, so folgt aus dem obigen Satze, wenn man
/' in die erste, f” in die zweite Reihe aufnimmt, die Existenz einer
Einheit ¢, fiir welche der Logarithme ¢’ positiv ausfillt (hiermit ist
fir den nicht ausgeschlossenen Fall » — 2 die Theorie der Ein-
heiten im Wesentlichen absolvirt; vergl. § 142). Ist aber v>2

und m < v, und hat man schon m — 1 Einheiten ¢,, & . . . &,_, auf-
gestellt, fiir welche die Determinante

\ 1 n —

Y 4-eled ... em—D

einen positiven Werth I/ hat, so kann man mit Hiilfe desselben
Satzes die Existenz einer Einheit &, beweisen, fiir welche auch die
Determinante

Yteief ... e Dem
positiv ausfillt; ordnet man dieselbe nach den Logarithmen ¢,
€ - - . e™ der neuen Kinheit ¢,, so nimmt sie die Form

LEe,+E'"el 4+---+ E(m"l)gs;ﬂ—l) + Emem

m

an, wo E® der Annahme zufolge positiv ist, withrend die iibrigen
aus den Logarithmen von &, &, . . . &,-; gebildeten Determinanten
E', E" ... EmD positiv, negativ oder auch = 0 sein konnen.
Nimmt man nun von den Functionen f', /" ... f® alle diejenigen
in die erste Reibe auf, denen positive Werthe E’, E" ... E™ ent-
sprechen, also jedenfalls die Function f(, wihrend die iibrigen
und die Functionems f»+1) | .. ), also jedenfalls f® in die zweite
Reihe fallen, so existirt zufolge des obigen Satzes eine Einheit
‘&, deren Logarithmen e, €], ... e positiv oder negativ ausfallen,
je nachdem sie der ersten oder zweiten Reihe entsprechen; mithin
enthiilt das obige Aggregat mindestens ein positives Glied E¢e(,
und die iibrigen Glieder sind nicht negativ, so dass das Aggregat
selbst einen positiven Werth erhilt, was zu beweisen war. Auf
diese Weise kann man offenbar von m = 2 bis m = v—1 fort-
schliessen, und erhilt zuletzt das in dem Satze ausgesprochene
Resultat.
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6. Behilt man die bisherigen Bezeichnungen bei, und lisst
man my, my . . . M, alle ganzen rationalen Zahlen von — o bis
+ o durchlaufen, so bilden die entsprechenden Zahlen

my Mg

My
n=¢&"e g vl

MR
eine Gruppe (S) von unendlich vielen Einheiten, welche sich durch
Multiplication und Division reproduciren.

Es fragt sich nun, ob ausser diesen Einheiten % noch andere
existiren. Ist & eine beliebige Einheit, deren Logarithmen ¢/,
e’ ...e" sind, so giebt es, weil die Determinante L von Null
verschieden ist, stets ein und nur ein System reeller Grossen z;,

Zy . .. Zy—y, welche den v Gleichungen

ax e+ ez, =¢

......................

egV)xl + 6(2").732 + e e + e(;’ll my_l — e

geniigen, deren letzte eine Folge der iibrigen ist; wir nennen diese
Werthe z;, 2, . . . #,—; kurz die Exponenten der Einheit & in Be-
zug auf das System S der (v — 1) unabhingigen Einheiten ¢,
&....&_1; die Exponenten eines Productes entstehen offenbar
durch Addition der entsprechenden Exponenten der Factoren, und
die Exponenten einer Einheit n aus der Gruppe (S) sind ganze
rationale Zahlen m,, my...m,_;. Sind die Exponenten einer Ein-
heit & simmtlich <1 und nicht negativ, so soll ¢ eine in Bezug
auf S reducirte Einheit heissen. Zunichst leuchtet ein, dass es nur
eine endliche Anzahl solcher reducirten Einheiten giebt; lisst man
nidmlich in den vorstehenden linearen Ausdriicken linker Hand die
Grossen z;, 23 . . . Z,—; allereellen Werthe zwischen 0 und 1 durch-
laufen, so bleiben die Werthe dieser lineareiy Ausdriicke absolut
kleiner als eine von den Coefficienten, d. h. von dem System S ab-
héingige endliche Constante; dasselbe gilt daher von den Loga-
rithmen ¢, ¢’ . . . ® einer reducirten Einheit ¢, und folglich sind
auch die Moduln aller mit & conjugirten Zahlen kleiner als eine
von S abhingige Constante, woraus (mit Riicksicht auf 2.) die
Richtigkeit der obigen Behauptung sich unmittelbar ergiebt.

Jede beliebige Einheit & ldsst sich stets und nur auf einzige
Art als ein Product aus einer reducirten Einheit ¢ und einer Ein-
heit # aus der Gruppe (S) darstellen. Soll némlich ¢ = gn,
also en—! = ¢ eine reducirte Einheit sein, so miissen, wenn z,
Zy . . . Zy— die Exponenten von & bedeuten, die Exponenten m,,
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m, ...m,— der der Gruppe (S) angehorigen Einheit 5 solche
ganze rationale Zahlen sein, dass die Exponenten von ¢, also die
Zahlen z, — my, £, —my . . . Zy—_3 — M, —, simmtlich << 1 und nicht
negativ werden; dies kann immer und nur dadurch erreicht werden,
dass man fiir m,, m, . . . m,_, resp. die grossten in den reellen
Werthen z;, 2, . . . 2,—; enthaltenen ganzen rationalen Zahlen
wihlt (vergl. §8. 43, 44); also ist # und folglich auch ¢ vollstindig
bestimmt. -

Ist r die Anzahl aller von einander verschiedenen reducirten
Einheiten ¢ (unter denen sich auch die Zahl 1 befindet), und & ir-
gend eine Einheit, so ist & eine der Gruppe (S) angehiorige Ein-
heit; durchlauft ndmlich ¢ alle reducirten Einheiten, soistjedes der
r Producte ¢¢ von der Form 614, wo ¢ eine reducirte Kinheit, 5
eine Einheit aus der Gruppe (S) bedeutet, und 6 muss ebenfalls
alle r reducirten Einheiten durchlaufen, weil aus &g = 675 und
e’ =061 auch die Gleichung ¢'n = ¢’ folgen wiirde, welche, wie
oben gezeigt ist, nur dann bestehen kann, wenn ¢ = ¢’ ist; multipli-
cirt man nun die » Gleichungen von der Form eg9 =01, und dividirt
durch das Product der  reducirten Einheiten ¢ oder @, so folgt,
dass & ein Product aus + Einheiten der Gruppe (S), mithin selbst
eine Kinheit dieser Gruppe ist.

Die Exponenten von ¢ sind daher immer ganze rationale
Zahlen my, my . ..m,_1, und folglich sind die Exponenten einer jeden
Einheit ¢ stets rationale Zahlen mit dem gemeinschaftlichen Nen-
ner . Sind nun 8,, 0, ... d,_; beliebige Einheiten, deren Lo-
garithmen mit d bezeichnet werden, so folgt, dass die ihnen ent-
sprechende Determinante

=S+ ad... aw-p="L

TV_I

ist, wo m die aus den (v — 1)2 Exponenten der Kinheiten 9,
.0y ... 0r_ gebildete Determinante, also eine ganze rationale Zahl
bedeutet, welche von Null verschieden ist, wenn 04, &y ... 0,
ebenfalls ein System von unabhingigen Einheiten bilden. Hieraus
ergiebt sich die wichtige Folgerung, dass es unter allen Systemen
von (v —1) unabhingigen Einheiten ein solches geben muss, fiir
welches die entsprechende Determinante absolut genommen einen
Minimalwerth annimmt; denn unter allen hier auftretenden ganzen
rationalen, von Null verschiedenen Zahlen m muss es eine absolut
kleinste geben. Ein solches System von (v —1) unabhéingigen Ein-
heiten soll ein Fundamentalsystem heissen.
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7. Wir wollen nun annehmen, das obige System S der (v—1)
unabhingigen Einheiten sei ein solches Fundamentalsystem, also
L der eben erwihnte Minimalwerth, so folgt zunéchst, dass die
Exponenten z;, 2, . . . 2, einer jeden in Bezug auf S reducirten
Einheit & simmtlich = 0 sind; wire namlich z.B. #; von Null ver-
schieden, also positiv und < 1, so wire die den (»— 1) Einheiten
& & ... &, entsprechende Determinante

S+ delf ... eV—D = L,

von Null verschieden und absolut kleiner als L, was mit unserer
Annahme streitet. Da ferner die Exponenten eines Productes
zweier Einheiten durch Addition der entsprechenden Exponenten
der beiden Factoren entstehen, so sind die Exponenten eines jeden
Productes @' = ¢” aus zwei reducirten Einheiten g, ¢’ simmtlich
= 0, d. h. ein solches Product ist wieder eine reducirte Einheit.
Hieraus folgt unmittelbar, dass die sdmmtlichen r reducirten Ein-
heiten ¢ die Wurzeln der Gleichung ¢ = 1 sind; durchlduft ndm-
lich ¢' alle reducirten Einheiten, so gilt dasselbe von " = g¢’;
multiplicirt man diese r Gleichungen, und dividirt durch das Pro-
duct aller reducirten Einheiten o' oder o”, so folgt ¢ = 1. Da
endlich schon (in 6.) gezeigt ist, dass jede Einheit ¢ von der Form
o ist, wo g eine reducirte, und 5 eine Einheit aus der Gruppe (S)
bedeutet, so haben wir hiermit den folgenden grossen Satz von
Dirichlet bewiesen:

Bezeichnet v die Gesammianzahl der reellen und imagindren
Paare unter den mit 82 conjugirten Korpern, so giebt es in jeder
Ordnung o immer (v — 1) Fundamentaleinheiten von solcher Be-
schaffenheit, dass, wenn man dieselben beliebiy oft in einander mul-
tiplicirt und dividirt und dem so gebildeten allgemeinen Product
gewisse besondere Iiinheiten ¢ in endlicher Anzahl einzeln als Factor
zugesellt, alle Einheiten dieser Ordnung und zwar jede nur einmal
dargestellt werden; ist v die Anzahl dieser besonderen Einheiten o,
so sind sie die Wurzeln der Gleichung o = 1.



