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480 Supplement X.

§. 167.

Der eben bewiesene Satz bildet neben der Theorie der Ideale
(§. 163) die wichtigste Grundlage fiir das tiefere Studium der
ganzen Zahlen des Korpers £, und er ist unentbehrlich fiir die
wirkliche Bestimmung der Anzahl der Idealclassen nach Dirichlet’-
schen Principien. Diese geschieht dadurch, dass der Grenzwerth
der iiber alle Ideale a ausgedehnten Summe

-« §—1

> ¥er
fiir unendlich kleine positive Werthe von (s —1) auf doppelte Weise
ermittelt wird. Einmal muss das System aller Idealnormen N(a)
genau definirt werden, d. h. es muss von jeder positiven ganzen
rationalen Zahl m festgestellt werden, wie gross die Anzahl z(m)
der verschiedenen Ideale q ist, deren Norm =—=m; die Beantwortung

dieser Frage fiillt der Theorie der Ideale zu. Die Summe nimmt
dann die Form

. T(m)
(s—1) X o
an, wo m alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchlaufen

muss*).

Das andere Mal theilt man die obige Summe in Partialsummen
ein, deren jede alle die Glieder enthilt, welche den simmtlichen
. Idealen a einer und derselben Classe entsprechen, und es sind bei

*) Hierbei zeigt sich, dass z(mm') = v (m) z(m') ist, wenn m, m' relative
Primzahlen sind; mithin ist 7 (m) vollstindig bekannt, wenn fiir jede ratio-
nale Primzahl p die Zerlegung von i(p) in Primideale bekannt ist; die Prim-
zahlen p zerfallen hiernach in eine endliche Anzahl verschiedener Arten, in
der Weise , dass fiir alle Primzahlen p gleicher Art die Bestimmung von
©(p¢) nach derselben Regel geschieht. Die obige Summe lisst sich daher
gewissen Umformungen unterwerfen, welche fir alle Kérper giltig sind;
am einfachsten gestalten sich dieselben fiir Galois’sche Korper.
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der weiteren Untersuchung hauptsichlich folgende Momente zu be-
riicksichtigen.

Nimmt man, falls in & keine Einheit von der Norm — 1 exi-
stirt, ein Ideal i(w) nur dann in die Hauptclasse E auf, wenn
H = N(w) positiv ist, so braucht man nur alle ganzen Zahlen
@ von positiver Norm zu betrachten, und es wird, wenn «
eine bestimmte solche Zahl bedeutet, i (@) stets und nur dann mit
i(«) identisch sein, wenii @ =¢w, und ¢ eine Einheit von positiver
Norm ist. Abgesehen von dem Falle eines quadratischen imagi-
néren Korpers wird daher jedes Ideal der Hauptclasse unendlich
oft auftreten, und es kommt darauf an, @ solchen Bedingungen zu
unterwerfen, dass jedes Ideal i(w) nur einmal oder wenigstens
nicht unendlich oft erscheint (vergl. §. 87). Behalten wir die Be-
zeichnungen des vorhergehenden Paragraphen bei, indem wir an-
nehmen; dass die Ordnung o alle ganzen Zahlen des Korpers um-
fasst, so kann dies in folgender Weise erreicht werden.

Dividirt man jede der » Functionen S f" -+ f®, je nachdem
sie linear oder quadratisch ist, durch VH oder durch VH2 und
bezeichnet man mit 7/, ¢ . l(”) die- reellen Bestandtheile der Lo-

garithmen dieser v Quotienten, soist ' 470" 4+... 1= 0, und
es giebt stets ein und nur ein System von reellen Grossen z,;...
Zy—1, welche den Gleichungen )

ax +ex+- e x g =T

o+, -t =10

geniigen; nennen wir sie kurz die Exponenten von @ (vergl. §. 166,6.),
so leuchtet ein, dass die Exponenten eines Productes durch Ad-
dition der entsprechenden Exponenten der Factoren entstehen.
Nennt man ferner @ eine reducirte Zahl, wenn ihre Exponenten
simmtlich < 1 und nicht negativ sind, und ldsst man & zunichst
nur alle Einheiten % durchlaufen, welche der Gruppe (S) ange-
horen, wihrend « eine gegebene ganze Zahl bedeutet, so erglebt
sich, dass unter allen Producten @ = 5« eine und nur eine re-
ducirte ganze Zahl, und folglich unter allen Producten w = &«
genau r reducirte ganze Zahlen @ existiren, wenn » wieder die An-
zahl der in Bezug auf S reducirten Einheiten bedeutet. Mithin
ist die auf die Hauptclasse E beziigliche Partialsumme gleich

s—1 o 1 s —1
r Z‘N(w)'_ r 2‘Itl"
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wo o alle reducirten ganzen Zahlen durchlaufen muss, d. h. alle
ganzen Zahlen @ = Yk, @, von positiver Norm H, deren Expo-
nenten den Bedingungen

0§x1<1, O_S_xg<l ...0§x,,..1<1
geniigen.

Zur Bestimmung des Grenzwerthes g dieser Partialsumme fiir
unendlich kleine positive Werthe von (s— 1) dienen nun die von
Dirichlet aufgestellten Principien. Bedeutet ¢ eine iiber alle Gren-
zen wachsende positive Grosse, I die Anzahl der hier auftreten-
den Normen H, welche nicht grosser als ¢ sind, und nihert sich
der Quotient 7':¢ einem endlichen Grenzwerth %, so ist (§. 118)

9=

7y

Um ferner den Grenzwerth % des Quotienten T':¢ zu ermitteln,
muss der von Dirichlet benutzte geometrische Satz (§. 120) zu dem
folgenden Princip erhoben werden, welches seinen unmittelbaren
Grund in dem Begriff eines vielfachen bestimmten Integrals findet:
Durchlaufen die % stetigen, reellen Variabeln %, ein endliches Ge-
biet G von n Dimensionen, und bedeutet 7", wenn d eine beliebig
kleine positive Grosse ist, die Anzahl derjenigen dem Gebiete G
angehorigen Werthsysteme der Variabeln 7,, fiir welche die »
Quotienten %, : 0 ganze rationale Zahlen werden, so wird fir un-
endlich kleine Werthe von d

lim (7”07 =/dh1dh2 .. dha,

wo das nfache Integral iiber das Gebiet G auszudehnen ist. De-
finirt man nun das Gebiet G durch die obigen Bedingungen fiir die
Exponenten z;, 2; .. Zy—; von ® = Y h,®, und durch die Be-
dingung '
O<H=1,

und bedenkt, dass die Exponenten von @ nurvon den Verhdltnissen
der Variabeln %, abhéingen, wihrend H eine homogene Function
nten Grades ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass 7" durchaus iden-
tisch mit 7' ist, sobald

=1

Vi
genommen wird; denn wenn die ganzen rationalen Zahlen %, durch
h.Vt = h,:0 ersetzt werden, so geht die durch 7' reducirte ganze
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Zahlen o erfiillte Bedingung 0 < H <t in 0 < H < 1 iiber, wih-
rend die Bedingungen fiir die Exponenten ungedindert bleiben.
Da zugleich 70" = T':{ ist, so ergiebt sich also, dass der Grenz-
werth der auf die Hauptclasse E beziiglichen Partialsumme

g=%/dhldh,...dh,.

ist.

Um den Werth dieses Integrals zu erhalten, fithre man als
neue unabhingige Variabele H, 2, 2, . . . 2,1 und die zwischen
den Grenzen 0 und 2=z liegenden Winkel ¢,, @g ... @,—, ein,
welche den (» — ) mit @ conjugirten imaginiren Paaren « 1 v3
in der Weise entsprechen, dass

utvi=Vf.e?, f=utt0?

wird. Jedem System der urspriinglichen Variabeln 5, entspricht
ein und nur ein System der neuen Variabeln; umgekehrt aber
entsprechen jedem System der neuen Variabeln, wenn H positiv
genommen wird, 22——1 verschiedene Systeme der alten Variabeln
h,; denn durch die Werthe von H, z;, @, . . . ,— Werden nur die
absoluten Werthe der (2v—mn) reellen mit @ conjugirten Functio-
nen bestimmt, und da ihr Product positiv sein muss, so kann man
ihnen, mit Ausnahme einer, sowohl das positive wie das negative
Vorzeichen geben; nur in dem Falle n=—=2v, wenn garkein reeller
Korper mit & conjugirt ist, muss diese Anzahl 2%—+—1 wieder
durch 1 ersetzt werden. Geht man ferner von den urspriinglichen
Variabeln A, successive zu den mit @ conjugirten oder den » Func-
tionen w, von diesen zu f', f' ... f®, @1, @3 . . . @,—,, Von diesen
zu den neuen Variabeln iiber, so findet man leicht, dass die ent-
sprechende Functional-Determinante gleich

L S +eelf ... 05D
y—n VZ] (.Q) - v VA (.Q)

ist; mithin ist der auf die Hauptclasse E beziigliche Grenzwerth
g gleich

—1gn—v ],

rov—YVd4(R)’

oder doppelt so gross, falls n = 2v ist (wenn zugleich n = 2 ist,

so ist L =1 zu setzen, und r bedeutet die Anzahl aller Einheiten).

An dieses Resultat kniipfen wir zunéichst folgende Bemerkung.

Nimmt man in die erste Partialsumme nicht alle Ideale der Haupt-
31*
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classe E, sondern nur diejenigen Ideale e auf, welche zugleich durch
ein bestimmtes Ideal m theilbar sind, so treten an die Stelle der
Basiszahlen w;, @, . . .~0, von o die Basiszahlen u,, gy ...u, dieses
Ideals m, wihrend alles Uebrige unverindert bleibt; mithin ist
4(8R) durch

Ay g - - - o) = N(m)2 (L)

zu ersetzen, und der Grenzwerth dieser auf alle Ideale e beziig-
lichen Summe ist = g: N(m).

Durchliuft nun a alle Ideale einer beliebigen Classe 4, so
giebt es ein Ideal m der Art, dass alle Producte am Ideale der
Hauptclasse E werden, und da umgekehrt, wenn e ein durch m
theilbares Ideal am der Hauptclasse F ist, a gewiss der Classe 4
angehort, so ist

s—1 —1
2 Nay N(a)’ = N(my 2 N(e 5
und folglich
. s—1
. lim E l-v—(a-): =g,

d. h. jede auf eine bestimmte Idealclasse beziigliche Partialsumme
nithert sich demselben Grenzwerthe g. Bezeichnet man daher mit
h(R) die Anzahl aller dieser Idealclassen, so ist der Grenzwerth
der Totalsumme gleich gh (82), und folglich ist

V() lim S (s—1)z(m)

V——l Vi d L ms

h(L) =

oder halb so gross, wenn » =2y ist. Die Bestimmung der Classen-
anzahl ist hiermit auf die von der Theorie der Ideale zu leistende
Bestimmung der Function z (m) zuriickgefiihrt*).

*) Fir die aus der Kreistheilung entspringenden Korper fithrt dieselbe,
wie Kummer gezeigt hat, zu den Reihen, welche in dem Dirichlet’schen
Beweise des Satzes iiber die arithmetische Progression (Supplement VI) auf-
treten; vergl. die Anm. zu §. 163, 3.



