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§. 168.

Wir wollen nun zum Schlusse die vorhergehenden allgemeinen
Untersuchungen auf die quadratischen Korper anwenden, um von
dem gewonnenen Standpunct aus den Hauptgegensta,nd dieses
Werkes noch einmal zu iiberblicken.

Ist die ganze rationale Zahl D keine Quadratzahl und auch
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar, so bilden die Zahlen
t4+uVD, wenn ¢, v alle rationalen Zahlen durchlaufen, einen
quadratischen Korper, welcher durch die beiden Substitutionen
¢ (t+uVD) = t+uVD in sich selbst iibergeht. Setzt man § =
1(1 4+ VD) oder = VD, je nachdem D =1 (mod. 4) ist oder nicht,
so bilden die Zahlen 1, § eine Grundreihe des Korpers, und seine
Grundzahl o ist entsprechend — D oder — 4 D. Die quadrati-
sche Gleichung, welcher § geniigt, sei

fO) =602—0b0+c=0,
so ist # 4 ybH mit 2 4 y (b — 0) conjugirt, und
= (20—0b)? = b?—14ec.

Ist nun p irgend ein Primideal des Korpers, und p die durch
p theilbare positive rationale Primzahl, so ist N(p) = p? oder
= p, je nachdem i(p) = p oder ein Product aus zwei Prim-
idealen p, p’ ist. Im letzteren Falle bilden die Zahlen 0,1, 2...
(p — 1), weil sie incongruent sind, ein vollstindiges Restsystem
(mod. p), d. h. jede ganze Zahl des Korpers ist einer rationalen
ganzen Zahl congruent; mithin giebt es auch eine rationale ganze
Zahl ¢, welcher @ congruent ist, und folglich ist f(f) = {2 — bt +¢
eine ganze rationale durch p, also auch durch p theilbare Zahl, d. h.

—bt+ ¢ = 0 (mod. p),

oder in der Sprache der Theorie der hoheren Congruenzen: die
quadratische Function f(#) = ? —bx + ¢ ist nach dem Modul p
congruent einem Producte aus zwei Functionen ersten Grades
(# —t) und (z — b 4t) mit rationalen Coefficienten. Umgekehrt:
hat die Congruenz f(z) = 0 (mod. p) eine rationale Wurzel z = ¢,
80 ist

~

f@)=0¢t—0)(t—0b+0)=0 (mod. p);
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wire nun i(p) ein Primideal, so miisste wenigstens einer der Fac-
toren (¢ — 6), (¢ — b + 0) durch p theilbar sein, was aber nicht der -
Fall ist, weil die Zahlen 1, § eine Grundreihe des Korpers bilden;
mithin ist i(p) = py’ ein Product aus zwei Primidealen p und Y,
deren Normen = p sind; ist nun ¢ — @ durch p theilbar, also
i(t — @) = bgq, so ist q nicht theilbar durch p’, weil sonst (t— 6)
durch p theilbar wire, und da (¢t — 6)i(t—b 4 0)=pqit—0b+0)
durch i(p) = pp’ theilbar ist, so muss (¢t — b+ 6) durch p' theil-
bar sein; man kann daher

0 =t (mod. p), 0 = b—¢ (mod. V)

setzen, und p, b’ conjugirte Primideale nennen, weil aus z +y0=0
(mod. p) stets z+y (b — ) = 0 (mod. p’) folgt.

Es fragt sich nun, ob diese beiden Primideale p, p’ identisch
sein konnen. Dann muss § =t = b —¢ (mod. p), also 2t—b
durch p und folglich auch durch p theilbar sein, und da 4f£(¢) =
(2t —0)? — 4 = 0 (mod. p) ist, so muss

4 = 0 (mod. p)
sein. Umgekehrt: ist p eine in der Grundzahl 4 — 32— 4¢ auf-

gehende rationale Primzahl, so giebt es immer eine ganze rationale
t, welche den beiden Congruenzen
S =0, 2¢t=05 (mod. p)

geniigt; ist niimlich p ungerade, so ist ¢ durch die zweite Congruenz
bestimmt, und aus 4 f(t) = (2¢ — b)2 — 4 folgt f(t) = 0; ist aber
» == 2, also b gerade, so ist ¢ durch die erste Congruenz f() =
2+ ¢ = 0 (mod. 2) bestimmt, némlich { = ¢ (mod. 2), und die
zweite Congruenz ist ebenfalls erfiillt. Aus der Existenz einer
rationalen Wurzel ¢ der Congruenz f(f) = 0 folgt aber, wie oben
gezeigt ist, i (p) = pp’, wo p und P’ zwei Primideale bedeuten, fiir
welche 6 = ¢ (mod. p), § = b —1¢ (mod. p) ist; da nun ausserdem
't = b—t (mod. p) ist, so folgt, dass (§ —t) sowohl durch p als
auch durch p’ theilbar ist; wéren nun p und p’ verschieden, also
relative Primideale, so miisste (§ — ) auch durch pp’, d. h. durch
p theilbar sein; da dies nicht der Fall ist, so sind p und P’ iden-
tisch, also ist i(p) = p2. Wir sind mithin zu folgendem Resultat
gelangt: . . _

Geht die rationale Primeakl p in der Grundeahl 4 auf, so
st i(b) = p? das Quadrat eines Primideals p; ist p eine in 4
nicht aufgehende Primeahl, so ist i(p) = pp' ein Product aus swei
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verschiedenen Primidealen b, V', oder i(p) ein Primideal, je nachdem
die Congruenz f(t) = 0 (mod. p) eine rationale Wurzel t besitet
oder micht.

Die Zahl p = 2 bietet den ersten Fall dar, wenn 4 =0
(mod. 4), also D = 2, 3 (mod. 4) ist; ist dagegen 4 = D =1
(mod. 4), so tritt der zweite oder dritte Fall ein, je nachdem ¢
gerade oder ungerade, d.h. je nachdem D = 1 oder = 5 (mod.8)
ist. Hieraus erklirt sich das eigenthiimliche Verhalten der Zahl
2 in der Theorie der quadratischen Reste (§. 36).

Ist p eine ungerade, in o nicht aufgehende rationale Prim-
zahl, so folgt aus 4 f(t) = (2¢ — )2 — 4, dass der zweite oder
dritte Fall eintritt, je nachdem

(3)=(3) 1 s ——

ist. Um alle Fille am bequemsten zusammenzufassen, fiilhren wir
fiir jede positive ganze rationale Zahl m eine Charakteristik (4,m)
der Art ein, dass

(4, mw') = (d,m) (4, w')

und, wenn p eine rationale Primzahl bedeutet,
‘ (410)=0y =+1, =—1
ist, je nachdem i(p) Quadrat eines Primideals, oder ein Product
aus zwel verschiedenen Primidealen, oder selbst ein Primideal ist.
Bedeutet nun z(m) die Anzahl aller verschiedenen Ideale a, deren
Normen = m sind, so ist
t(p) =)+ (4p) +(4p)+ - - - + (4hp),
und allgemein
z(m)‘ = 3 (d,n),

wo n alle Divisoren von m durchlduft. Hieraus folgt (vergl. §§. 89,
91, 124)

3E0) _y Ly (dm)

also, wenn (s — 1) positiv unendhch klein wird,
s—1 (4, m)
hm 2 N(a)' 2 8 )
wo m nur alle diejenigen positiven ganzen rationalen Zahlen
zu durchlaufen braucht, welche relatlve Primzahlen zu 4 sind,
oder auch



