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490 Supplement X.

wo z und z willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten. Da
aus (5)
N@w) = s+ bzxz+acs?
folgt, so sind die Norm und Determinante von n resp. =— 1 und d.
Bezeichnet man ganzallgemein die Anzahl der in einem Modul
b enthaltenen Zahlen, welche in Bezug auf einen Modul a incon-
gruent sind, mit (b, a), so ergiebt sich aus

g =ha + 1
9% — _cke + (ah 1 bR

nach leicht zu beweisenden allgemeinen Sitzen*)
2 e )
(m, m) = Qu—, (m, n) = w’ (n, m) = m (m, n),

wo u den grossten gemeinschaftlichen Divisor von g und e bedeutet.
Ist m ein Ideal, also ein Vielfaches von n, so ist (m, n) =1,
(n, m) = m.

§. 170.

Sind m, m’ zwei Moduln von der eben betrachteten Beschaffen-
heit, deren Zahlen g, p' demselben quadratischen Korper £ ange-
horen, so bilden alle Producte gy’ und deren Summen wieder einen
solchen Modul m” =— mm’. Uebertragen wir die vorhergehenden
Bezeichnungen durch Accentuation von m anf m’ und m”, so miissen
erstens, weil alle Producte gy’ in m” enthalten sind, acht ganze ra-
tionale Zahlen p, g . . . p”, ¢ existiren, welche den Gleichungen

‘x“’ =palf +qﬁll
aﬂl —_— pla” + qlﬁﬂ (1)
ﬂal — pﬂuﬂ + qllﬂll
ﬂﬁ' — p"l“ll + q"'ﬁll
*) Vergl. §. 161. Anm. — Ich erwihne hier nur noch Folgendes. Nennt

man zwei Moduln a, b verwandt, wenn (a,b) und (6, a) endlich sind, so sind
zwei mit a verwandte Moduln b, ¢ auch mit einander verwandt, und es ist

(a,B) (8,¢) (c,0) = (b, 0) (¢, D) (a,0),
wovon man sich leicht durch die Betrachtung der kleinsten gemeinschaft-
lichen Vielfachen und grossten gemeinschaftlichen Theiler iiberzeugt.
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geniigen. Setzen wir zur Abkiirzung*) die aus ihnen gebildeten
partialen Determinanten
pe—qp =P, pf'—qp" =@, p¢"—qp" =E, o
pllqlll__ q"P’" — U, plqlll — qlplll — T’ plqll__ qlp”: S,
50 ist o
RS = QT—PU, 3)
und durch Elimination von «”, 8” aus je drei der Gleichungen (1)
erhiilt man .
* Uaf'—Tho' + S =0
—Uad * +RBe’— QBB = 0
Teod'—Rap' * +PBA =0
— Sad + Quf' —PBa’ * =0.
Eliminirt man 7 aus der ersten und dritten, ferner U aus der
ersten und zweiten dieser Gleichungen, so erhédlt man

Pp2—(R— S)apf + Ua? = 0,
QB2 —(R+ 8)w'p + To's = 0,
und folglich muss (zufolge (5) in §. 169)

‘ P—=an', R—S=20bn', U=cw,
Q=an, R+S=0n, T=cn
sein, wo n, ' ganze rationale, von Null verschiedene Zahlen be-
deuten (denn »' muss eine ganze Zahl sein, weil a, b, ¢ keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben, und wire n' = 0, also auch

P =0, so wiren «, ' zufolge (1) nicht unabhéngig von einander);
hierdurch nimmt die erste der Gleichungen (4) die Form
(BB—2ca)fn’ = B'f —2c)fn
an, mithin ist (zufolge (5) in §. 169)
wVd =nVd, (6)

und hiermit sind die vier Gleichungen (4) vollsténdig befriedigt.
Das Product dd' ist, wie zu erwarten war, eine Quadratzahl

Da zweitens alle Zahlen p” des Moduls m” durch Addition von
Producten uy’ entstehen, so existiren acht ganze rationale Zahlen
% v ...u", v, welche den Bedingungen

@

®)

*) Die Bezeichnungen schliessen sich an die an, welche Gauss in den
artt. 285, 236 der Disquisitiones Arithmeticac gewihlt hat; die nothwen-
digen Modificationen sind leicht zu erkennen, .



e

492 Supplement X.
o = uad +-wep +u'Be +u"Bp
B" = vad +v'af +" o +0"Bp
geniigen. Substituirt man hierin die Gleichungen (1), und beriick-

sichtigt, dass die Zahlen ", 8 von einander unabhiingig sind, so
folgt

(™

pu_l_p +pll n” __l_pﬂl " —_— l
qu +qlul + qll 14 + qlll " ___ 0 (8)
und
" Il III JI 0
po-+p'v + "+ p"y 9)

qv_'_q,v +qll H+qlll,ullI: 1.
Bildet man die Determinante aus diesen vier Summen, so er-
hilt man eine Gleichung von der Form

PP+ Q4+ RR + 8, + TT, + UU, =1,  (10)

wo die Determinanten P, ... U, auf dieselbe Weise aus den
Zahlen u, v ... ", v" gebildet sind, wie P ... U aus p, q .
p", ¢, und hieraus folgt, dass die sechs Zahlen (2) keinen gemein-
schaftlichen Theiler haben. Dasselbe Resultat erhdlt man auch
auf folgendem Wege; eliminirt man jede der vier Zahlen wu, w/, u”,
«" aus den beiden Gleichungen (8), so folgt

q = * _ Py — Q“lI_Rqu
qr — Py * — S — T

"= Qu+8Su * —Uu" ()
= Ru+Tuw + Uu' *
ebenso erhilt man aus (9) die Gleichungen
p = *  Po' 4 Q,UII + Ro™
p = —Bv * 4+ Sy 4+ T (12)
Il —_ Q’U—S’U' * + Uv"
pm__ Ro—Tv — Uy *

Aus (11) folgt, dass jeder gemeinschaftliche Theiler der sechs
Determinanten (2) in den vier Zahlen g, ¢', ¢”, ¢, mithin zufolge
(9) auch in der Zahl 1 aufgeht, was zu beweisen war. Hieraus er-
giebt sich leicht mit Riicksicht auf (3), dass auch die sechs Zahlen
(5) keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; geht ndmlich e in P,
@ R—S, R+ 8, I, U auf, so sind die Zahlen 2 R, 2 S ebenfalls
theilbar durch ¢, und die Quotienten 2 R:e und 2S:e sind ent-
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weder beide gerade oder beide ungerade, weil ihre Summe gerade
ist; wiren sie nun beide ungerade, so wire auch ihr Product
4 R S:e? ungerade, was gegen die Gleichung (3) streitet, der zufolge
RS durch e2 theilbar ist; mithin sind R und S durch e theilbar,
und folglich ist ¢ = 4 1. Es ergiebt sich- daher, dass » und #’
relative Primzahlen sind.

Durch Elimination der vier Zahlen e, 8, «’, f’ aus den Glei-
chungen (1) erhdlt man

(p' aH + q!ﬁll) (pll a” + qﬂﬁl!) — (p a'l + qﬁﬂ) (plllull + qlllﬁll)

oder

Lﬁ"?—Moc”ﬁ"-{— Na'"2 = 0, (18)
wenn man zur Abkiirzung
Pl L/ Pl "o ..
79" —q99" = L, p'p"—pp" =N, (14)

U

pqlll + qPIII ___p qﬂ —_ qlpll — M

setzt. Wir zeigen zunichst, dass diese drei Zahlen durch n#’ theil-
bar sind; da némlich zufolge (5)

=0, S=— R, T=0 (mod. n)

ist, so ergiebt sich aus (11) und (12) in Bezug auf denselben
Modul

g =—Pu—Ru", p = Pv+ R
¢ = Pu+ Ru", p' = —Pv— R
qH = _Rul_ Uulll, pll = va+ Uv"l
q¢"= Bu+ Uu", p"= — Ro— Uv"

und hieraus
L={PU—-R?) Wu'—uu"), N=(PU—R? (''"—0vv"),
M= (PU—R?) W' +vu"—uv" —ou");

nun ist aber zufolge (3) PU = R? (mod. n), folglich sind L, M, N

theilbar durch »; da ferner auf dieselbe Weise sich zeigen lésst, dass

sie auch durch #’ theilbar sind, so miissen sie, weil n, »' relative Prim-

zahlen sind, auch durch #n' theilbar sein; was zu beweisen war.
Fiihrt man endlich die unabhiingigen Variabeln z, y, 2/, ' und

die bilinearen Functionen

a,." — pxxl +plxyl +pllyxl+plllyyl (15)

Y' = qaa' + ey +¢"y7' +¢"yy
ein, so ergiebt sich durch Elimination von zz’, zy/, y«', yy
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py" —qa" = *  Paxy + Qya + Ryy
plyll _qlxll f— _Pxxl %k + Sya.l + Tyyl
pllyﬂ____qllxllz — QC&'Z"——SQ?y' * + Uyyl
pmyn__ qm 2'— — Raax — Txy’— Uy z *
und hieraus folgt

(p’y” _ gw/l) (p"y" ——q”x") . (p?/"— qxu) (p/nyu __quu) (16)

= (Pz2+(R— S zy + Uy®) (Q'2+ (R+ )2’y + Ty'?),
d. h.

Lxll 2 + Mxllyll + Nyﬂ 2
= nn' (ax?+ bay +cy?) (@22 + 02y +cy'?).
Da diese Gleichung eine Identitit in Bezug auf die Variabeln
z, Y, &,y wird, sobald 2", " durch die Ausdriicke (15) ersetzt
werden, so muss, wenn enn’ den grossten gemeinschaftlichen Di-
visor von L, M, N bedeutet, e in allen neun Producten ad', ad’...
ec aufgehen; diese letzteren haben aber keinen gemeinschaftlichen
Theiler, weil dasselbe sowohl von den Zahlen @, b, ¢, wie von den
Zahlen d/, b', ¢’ gilt; mithin ist e = 1, also nn’ der grisste gemein-
schaftliche Theiler von L, M, N. Nun ist ferner in Folge der bi-
linearen Substitution (15)
xﬂa" + yllﬂll _— (xa +yﬁ) (xlal +ylﬂl)’

folglich auch

N@'e' +9'8") = N(va +yp) N@o' +y'B);

(1)

also .
m" (a"w"?—[— bllxllyll+ cuyu 2) —
mm' (az2+bxy + cy?) (a'2'2 402y +cy'?);
mithin ergiebt sich durch Vergleichung mit (17)
nnlmll (allxllg + bllxllyll + cllyllg) — mml (Lxﬂg + Mxﬂylf + Nyﬂ 2);
diese Gleichung, welche eine Identitdt in Bezug auf die Variabeln
z,Yy, ',y wird, sobald 2", " durch die Ausdriicke (15) ersetzt
werden, muss deshalb auch eine Identitit in Bezug auf 2”,%" sein;
da ferner m, m', m"' positiv sind, und die Zahlen a”, 8", ¢’ keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben, so ergiebt sich
m' = mm' (18)
und

..

L=a'"nn, M= b'}nn', N = d'nv/, 19)
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also
a'z'? + ' yn + c”y”’ (20)
= (ax?+ bzy + cy?) (@22 4+ '2y + cy'Y).
Da endlich aus der Definition der Gréssen (2) und (14), oder
auch aus (16) sich leicht ergiebt, dass
M:—4LN
=R—8)2—4PU=(R+8)—4QT
ist, so folgt hieraus schliesslich
A'"nn'? = dn'? = d'n?,
d. h. die Determinante d” ist der grosste gemeinschaftliche Theiler
der beiden Determinanten

d=d'w, &=d"n", @)
woraus sich leicht ergiebt, dass die Ordnung 1" des Productmoduls
m” = mmn’ auch das Product nn’ aus den Ordnungen n, n’ von m,

 m' ist. Ist ferner m’ das System o aller ganzen Zahlen des Korpers
£, so wird m” ein Ideal im engeren Sinne des Wortes, némlich
der grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Ideale i(e), i(8)
oder aller Ideale i(u); zugleich ist m' = 1, m" = m = N(m"),
ud @ = d" = 4(R).

Wir stellen uns jetzt noch die Aufgabe, die Zahlen «", " zu
finden, wenn die Zahlen o, 8, o, B/, also auch a, b, ¢, Vd, o, ¥, ¢,
Vd' gegeben sind; die nachfolgende Losung ist, abgesehen von ge-
ringfiigigen Aenderungen, der eleganten Methode entlehnt, welche
von Gauss zu dhnlichem Zweck angewandt ist und sich in hohem
Grade verallgemeinern ldsst (vergl. §. 161, Anm.). Die beiden re-
lativen Primzahlen #, #' sind durch (6), und folglich die sechs
ganzen Zahlen P ... U durch (5) (bis auf einen gemeinschaft-
lichen Factor 1 1) aus den Daten vollstindig bestimmt, und zwar
so, dass sie die Gleichungen (3), (4) befriedigen und keinen ge-
meinschaftlichen Theiler haben*). Nun wihle man, durch die
Gleichungen (11) geleitet, vier ganze rationale Zahlen Q, £’, Q”,
" willkiirlich, nur mit der einzigen Beschréinkung, dass die fol-
genden vier Zahlen .

*) Dass R und S (zufolge (5)) ganze Zahlen werden und keinen gemein-
schaftlichen Theiler mit P, @, T, U haben, geht unmittelbar aus der
Gewissheit hervor, dass der Modul m” und die Basiszahlen o, 8" existiren;
es lisst sich aber auch sehr leicht aus (5) und (6) beweisen, natiirlich unter
der Voraussetzung, dass dd’ eine Quadratzahl ist.
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* PO 4 QY+ R =rq

—PQ * 480"+ TQ" =rqg

- Q\D—SQ’ * 3 UQ" = rq"
—RO—-TQ' —UQ" * =rg"
nicht simmtlich verschwinden und folglich einen grissten gemein-
schaftlichen Divisor r besitzen; nachdem hierdurch vier ganze
Zahlen g, ¢, q", ¢'" ohne gemeinschaftlichen Theiler gewonnen sind,

wihle man (nach §. 24) vier ganze rationale Zahlen v, ¢/, ", v
so, dass

(22)

q,v +qlvl + qH,vH‘_I_ qlll,vlll — 1 (23)
wird, und bestimme. die Zahlen p, p’, p", p"’ durch die Gleichungen
12); endlich wiéhle man sechs ganze rationale Zahlen P, ¢, R,
dlich wihl h ionale Zahlen P', @', R’

S, T", U’ (nach §. 24) so, dass
PP + Q@ +RR+S8+TTI"+ U0 =1 (24)

wird, setze hierauf

* Prqf+qqrr+qu1n
] __qu * +Slqll+qu"I
n:__Q/q_qur * +Ulqlll‘

W — — qu__T/qt__ Ulqn *
und bestimme die Zahlen o, 8" durch die Gleichungen-(7), so bil-
den dieselben eine Basis des Moduls m”, d. h. sie geniigen den

Gleichungen (1). ’

Um sich hiervon zu iiberzeugen, bemerke man zunéchst, dass
aus (22) mit Riicksicht auf (3) die Relationen
* Uql —_— Tqﬂ + Sqlll = O
—Ug* +R¢"—Q9" =0
Tq_qu * +qu — 0
— 8¢+ Qd—Pg" * =0
folgen; mit Hiilfe derselben ergiebt sich aus (12) und (23)
pgl__qu —_— (P,DI + Qvﬂ + vaﬂ)ql__ (__~ -P,v _F S'U" + T,vlll)q
= P(go+qv) + (Q¢ — S9)v" + (Rg' — Tg) o"
— P (q,v + ql,ul + qN,DH + qlll,vlll) — P,
und auf dhnliche Weise erhiilt man die fiinf anderen Gleichungen

(2). Mithin folgt die erste der beiden Gleichungen (8), wenn man
die Gleichungen (25) mit p, p', p”, " multiplicirt und mit Riick-

(25)

S 8 =
I
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sicht auf (24) addirt; die zweite Gleichung (8) ergiebt sich un-
mittelbar aus (25), wenn man mit ¢, ¢, ¢”, ¢ multiplicirt und
addirt. Es gelten daher auch die aus (8) und (2) abgeleiteten
Gleichungen (11). Von den Gleichungen (9) findet die zweite zu-
folge (23) Statt, wiilhrend die erste sich aus (12) ergiebt, wenn man
mit v, ¢/, ¢", ¥""" multiplicirt und addirt. Setzt man ferner zur Ab-
kiirzung
uy' —ow = P, v —ou = @, wv' —uvu" = R,,

u!lvlll —_ v!/,u'ﬂl — l']'], W/’@l" _— v,@t”’ f— 1"] R ulvﬂ — 1”“” — Ag],
so ergiebt sich die Gleichung (10) entweder auf diedort angegebene
Weise aus (8) und (9), oder auch aus (12), wenn man mit u, ', u",
«" multiplicirt und unter Riicksicht auf (8) addirt. Substituirt man
ferner fiir p, q ihre Ausdriicke aus (12) und (11), so erhilt man

puw +gqv = PP+ Q@, + RR,
pu' +qv = QS+ RT;

pu’ +qv'=—PS, + R,
pu"+ qv"= — PTy — QU,.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit ae/, f, B&/, ' und ad-
dirt, so-folgt aus den Definitionen (7) mit Riicksicht auf (4) und
(10) die erste der Gleichungen (1); da die anderen sich auf ganz
dhnliche Art ergeben, so bilden die durch die Gleichungen (7) de-
finirten Zahlen o”, 8” in der That eine Basis des Productes m" =
mm'’, was zu beweisen war.

Wir bemerken zum Schluss, dass man fiir die ersten Basis-
zahlen «, o, o” stets die kleinsten positiven ganzen rationalen
Zahlen g, ¢, ¢’ wihlen kann, welche in den Moduln m, m’, m” ent-
halten sind; dann wird ¢ = 0, und die Bestimmung von m" aus m
und m' lisst sich auf ein System von Congruenzen reduciren, dhn-
lich wie in dem speciellen Falle, welcher in den §§. 145, 146 be-
handelt ist*).

¥) Vergl. Arndt: Auflosung ermer Aufgabe in der Composition der
quadratischen Formen. Crelle’s Journal LVI.
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