C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Seminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux

Jahr: 1984-1985

Kollektion: Mathematica

Werk Id: PPN320141322_0014

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PID=PPN320141322_0014 | LOG_0030

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de



Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux 14 -01
Année 1984-1985 - exposén? 14 15 février 1985

PROBLEME DE WARING POUR LES BICARRE/IS
par

*
Jean-Marc DESHOUILLERS (*)

A Francine

Je me propose de présenter ici les idées principales que j'ai développées
entre septembre et décembre 1984, Ce travail a été amélioré ensuite en colla-
boration avec R. Balasubramanian et F. Dress ; c'est la raison pour laquelle
certaines parties, notamment le paragraphe 4, inutilisées dans la version ul-

térieure ont été présentées dans leur forme la plus primitive.

Pour l'historique du probléeme de Waring pour les bicarrés, je prie le lecteur

de se reporter aux Actes du Séminaire de Théorie Analytique des Nombres de Paris
(cf. [Desh]).
L'énoncé suivant résume ce travail

. N 625
THEOREME. - Tout entier N supérieur a 10 est somme de dix-neuf puis-

sances quatriemes.

e —

(*¥) Ce travail a été partiellement subventionné par la bourse NSF-MCS-8108814

(AO3)
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En affinant les méthodes du quatrieme paragraphe, on peut remplacer la
625 60 . . o
borne 10 du Théoreme par ]05 ; quoi qu'il en soit, i} est douteux que les
moyens de calcul actuels permettent en un temps raisponnable de montrer que tout

entier inférieur a ]0560 est somme de 19 bhicarrés,

Avant d'aborder l'aspect fechnique, il me plait de souligner que l'on ne se
lance pas seul dans une tell¢ aventure : les gncouragements de E. Bombieri,
H. Halberstam, H. Maier, C, Stewart, G, Tenenbaum et W. Schmidt m'ont aidé
a perséverer dans mon projet, et les conditions de travail 2 1'Institute for Advance¢

Study m'ont permis de le mener a terme : que chacun trouve ici sa part de ma re-

connaissance.
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§1. - Introduction

Nous recommandons au lecteur désireux d'avoir une vue d'ensemble sur la

méthode du cercle les excellents traités [Dave] et [Vaug].

L'innovation majeure, par rapport aux travaux antérieurs ([Thom 1],
[Thom 2], [Bala]) réside dans l'abandon de la version "Davenport" de la méthode
du cercle au profit de la version "Hua'. Du point de vue asymptotique, cette der-
nizre est moins efficace puisqu'elle ne permet de démontrer que G(4) <17, alors
que Davenport a démontré que G(4) = 16 et mé&me que tout entier assez grand
congrua l, 2, ... ou 14 modulo 16 est somme d'au plus 14 bicarrés. Pour de:
résultats effectifs, l'inconvénient de la méthode de Davenport est qu'elle repose sur

1'evaluation du maximum de fonctions de diviseurs sur un intervalle. Certes, il en

va de méme pour la présentation classique de la méthode de Hua, mais, comme
nous le verrons dans le paragraphe 3, on peut y remplacer le maximum par une

valeur movenne.

Un certain gain provient également de l'agrandissement des arcs majeurs,
obtenu en suivant une idée de Vaughan ([Vaug]), particulidrement efficace pour
les cubes. Dans le cas des bicarrés, cet accroissement a pour mérite de réduire
la taille des dénominateurs des rationnels li€s aux arcs mineurs ; il augmente 1'ef-
ficacité de la méthode de Weyl, sans limiter la puissance du traitement des arcs

majeurs,

Autre innovation : on choisit la parité des bicarrés qui vont représenter N,
ce qui a le léger inconvénient de réduire le nombre moyen de représentations -in-
tégrale singuliere -, mais le gros avantage d'augmenter le facteur de la série sin-

gulieére qui correspond au nombre premier 2.

Pour l'anecdote, on notera un aspect "ineffectif'" dans la démonstration : la
construction repose sur un nombre réel dont on montre seulement l'existence. En
effet, une minoration de l'intégrale singulidre est obtenue par un argument proba-
biliste ; on perd ainsi un facteur environ égal 2 2, ce qui est sans importance,

et on s'évite un travail de Romain (cif. les pages 51 4 88 de [Thom 1]).

Aux fins d'éventuelles citations, le texte qui suit est alourdi par une abondante
num érotation des formules ; le rappel du numéro de la section dans l'indexation

devrait permettre de se repérer dans le texte.
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§2. - Contribution des arcs majeurs

Avec les notations définies ci-apreés, on a :

THEOREME 2. - Soit N un entier supérieur 2 10300 ; ona

t
[ 8%(a) S: () e(-aN)da > 0,0065 P*°
m ° !

2.0. - Notations - Dissection de Farey

Le symbole Vo désigne un nombre réel de l'intervalle [85, 151 ], dont l'exis-

tence est affirmée dans le paragraphe 2.1.

On désigne par N un entier supérieur a ]0300 ; les entiers s et t sont

définis par

2.0.1, 4<t<19 , N =t (mod. 16), s+t=19

On pose
Y
.= < =
2.0. 2. P (N/lé\,o) et P: [Poj
On appelle M la partie de [- 97; y 1 - 975 ] constituée par la réunion des
. P P
intervalles
75 75
2.0.3. m ;:[3‘_-__?__3, i+_9_?] ,

pour qu% , 0O<a<gq, (a,q)=] ’

et on vérifie que les arcs majeurs ainsi définis sont deux a deux disjoints.

75 975
On note ;| le complémentaire de M dans [-2—3— , 1 ---:-,)—] .
P P

Pour ¢ ¢{0,1} , on pose enfin

2.0.4. Se(a,) = ) e(a(2x+€)4)

£ -&
P-E<XS 2P 2

ou e(qg):= exp(2miq) . Pour q entier, on notera eq(o,) =e(a/q) -
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2.1. - L'intégrale singuliéere

PROPOSITION 2.1.- Il existe un nombre réel c[ 85, 151] tel que l'on ait

2.1.1. K(y)=20,01 ,
ot
e 2
2.1. 2. Kv):=[ (] e(gt dt) e( gv)dg
o 1
Démonstration. - On consideére une famille (X] e Xlg) de variables aléatoires

indépendantes, uniformément réparties sur l'intervalle [1, 2], et on note Z la

variable aléatoire

19 4
2.1.3. z=73 X,
i=1 !
On a
2 8
2.1.4.  ,:=E(2)=19 E(X)=19 xtax =12 (25.qy-282
1 ] 5 5
2
2 2, . 24 4.2 511 31° 78 394
2.1.5. c.—g(Z)-19o(X])—l9<E( ) - E(x))) =19 @57 - 550 = 552

.2
L'intégrale | e t4 dt représente la fonction caractéristique (transfor-
g .J] gt ) p q

19

2
mée de Fourier de la loi) de X, s ([ el 5t4) dt) représente la fonction carac-
"1

téristique de Z et, par la transformation de Fourier inverse, K(y) représente

v
la densité de la loi de Z au point ) . Par le théoreme de Bienaymé-Ceby‘éev, on
a donc
+/30
—_ u
230 _ Suwp  K(y= [  K(v)dy
[U—»\/aO" u+»\/3O'J “-,\/30'

=P{|Z-ul<J/30}2 1-(~f3—)-2=§ .

d'olu le résultat. m

2.2. - LLes sommes de Gauss

Pour ¢¢{0,1}, on majore le module des sommes

q-1
2.2.1. G (aq;v) =5 e (a(2hte) 4yh)
€ h=0 q

en utilisant les estimations numériques de Thomas ([ Thom 1])
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q-1
2.2.2. | ¢ eq(ah4+bh)l£4,5 q3/4 pour (a,q)=1.

h=0

PROPOSITION 2.2.- Pour  ¢Z , q entier positif, (a,q)=1 et e¢€{0,1},

on a

2.2.3. |G(a,q;v)|s]8q3/4
€

Démonstration. - i) On a

G (a,q; vy) +92q(\;) G](a,q HIND!

o
Zq‘-] 4
=y e, (2ah"+yh)
h=o 24
= (2 2ah4+ h) + (2ah4+ h+q)))
h:O
q- 4
2.2.4 =(1+e(¥)) v e (ah +yh/2)
2 -0 94
h=0
Si ) est impair, on a donc
2.2.5. ]G](a,q;\))]:]GO(a,q;\))'

et si \y est pair, on pose , =2,,) etona

q-1 4
2| ¥ eq(ah +y'h) | +|Go(a,q i vl

h=0

En considérant les relations 2.2.2, 2.2.5. et 2.2.6. on a pour tout .,

2.2.6. |G](a,q;\;)'S

3/4
2.2.7. !G](a,q;\,)[s9q/ t1G (2,95 v

ii) Ecrivons q = qu' , avec ZXq' ; ona

q-1 4 Zm-] q'-1 4 m \ 4 m .
e(a(Zh)_ +:!h)= s 7, e(z a(2 p+q'k) +y(2 L+qk))
h=0 q k=0 4 =0 Mg
m
2 -1 a(a)® ok, 23m‘4{,4+v4
2.2.8. =( 5 e - )( T )

k=0 2 LO
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En utilisant (2), on a donc

3/4 3 m
2.2.9. [Go(a, qu'; v)| =45 q / IGO(aq' y 2 5 y)]
iii) . Si m <4, on a trivialement
3m /4
2.2.10. 1Go(aq'3, 27 y)1<2@ <22 m/

n . -
Si m>5, onpose =2 ' avec 2/ ' eton distingue deux cas :

n<4; ona alors

m-~-n 3 4-n_4
- 27" L S I
"G aq” 2M 5 y)= 5 o33 LA
O k:O Zm-n
m-n-T_ men- 4 - _1
=Z : ’e(aqv:g 24 k4+\)'k)+ ]-1e<aq 3 nk4+\) (k+2m . ))
k=0 2 k20 2
oty 3 4 -n _4
V' aq' K+ y'ky _
2.2.11. <1+e )) g e€ o ) 0
n>4, ona
m 3.4 n-4
2 -1 + O
lGo(aq'3, 2750 =T s e(aq km : )
k=0 2
R +2
2.2.12. =16 | ¢ (22 131
k=0
et par la majoration (2), ona
2.2.13. | Go(aq'3, 2™ 5 o) = 16274 3/4_ 5 p3m/4

La proposition 2.2. résulte alors des relations 2.2.7, 2.2.9, 2.2.10 et
2.2.13. n
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2.3.- La série singuliére

On veut minorer la série singuligre (réelle)

2.3.1.  &(N) := § Afq,N) ,
q:

(==Y

-19 s t
2.3. 2. A(q,N):= v q G, (a,q;0) Gl(a,q ; 0) eq(-aN)

(2, q) =1

PROPOSITION 2. 3. - Pour tout N, la série &(N) converge absolument, est

réelle, et on a

2.3.3. ©(N)>11

Avant d'aborder la démonstration de cette proposition, on commence par

énoncer et démontrer le lemme suivant :

LEMME 2.3.- Soit M(q,N) le nombre de solutions de la congruence

2.3.4. (2::1)4 + ...+ (sz)4 + (Zy]+])4 + ...+ (Zyt+1)4=._: N (mod. q)

ou les X, yj sont définis modulo q . On a pour n>1

n -18
2.3.5. 1+ 75 A(ph.N) =p] nM(pn»N)

h=1
et donc

-18
2.3.6. X(p,N) = lim p 18n M(pn, N) est réel, positif ou nul.
N4

Démonstration. - On a

- 4 4
2.3.17. M(q,N) = q] Oy ... ¥ ... e (u((Zx]) +...+(2yt+]) -N))
u 3 x q

x] s y] yt

on regroupe alors les termes en u selon la valeur de (u,q) ; il vient

- 4 4
M(q,N) = q] X ¥ T ...¥ e (a((Zx]) +...+(2yt+]) -N))
qla a=1 %y
(a,q,)=1
-1 ! q_ 19 s t
=q I T (q )7 G (2,9,30) Gy (a,q];o)eq (-aN)

qla (2, q)=1 ™1 1

18

2.3.8. =q ¥ A(q],N)

9|4
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Pour q=pn , la relation 2.3.8. conduit 2 2.3.5. La relation 2.3.6. est alors

triviale, au vu de la convergence absolue de &(N) . =

Démonstration de la proposition 2.3.- La convergence absolue de la série &(N)

provient de la proposition 2.2. En outre, on vérifie aisément - cela est classique -

que la fonction A(q,N) est multiplicative en g ; on a donc

2.3.9. M) =TT x(.N)
P

2.3.10. y(p.N)=1+ % (", N)
h=1

Pour calculer & (N), on va utiliser les calculs de Thomas afin de minorer

T-] y (p; N) et on calculera directement y(2,N) .
p>2
Si q est impair, M(q,N) est égal au nombre de solutions de la congruence

2.3.11. x;l+... +x;1 =N (mod. q) ,

9

lequel vaut au moins q4 fois le minimum sur K du nombre de solutions de la

congruence

2.3.12. x;}+... +x?5§K (mod. q) .

Par cet argument, le théoréme 4.1. de Thomas ([Thom 1] p. 98) conduit a

la minoration

2.3.13. ]| y(p.N) 20,688 .
p>2

18n

Il nous reste & évaluer lim 2 M(Zn, N)

N 9o

Pour n=4, tout choix des X, et Yj conduit a une solution de 2.3.4. (cela provient

de (2.0.1.) et (2x+g)4ss (mod. 16)), d'ou

18
2.3.14. 2 %% M2t N) =16

Soit n>4 et soient x EE AN R des entiers satisfaisant

];..

2.3.15. (Zx])4+...+(2xs )4+ (Zy]+])4+...+(2yt+])4s N (mod. zn) .
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Alors les entiers x +2° >, .., x +2°70 v 42273 .y 42" satisfont
1 s 1 t
la mé&me relation. Si l'on appelle I Zn, N) le nombre de familles (x] »eees yt)
d'entiers satisfaisant
3

2.3.16 05xi<zn'3, osyj<zn'

et 2,3.15, ona

3x19

2.3.17. M(2", N)= 2 L(2®, Ny

et on va calculer L(2",N) par récurrence sur n .

. 19
Soient (x],.”, Ng? Myrees u,) {0,1} ; ona

2.3.18. (2(x1+ X]Zn—3))4 ...+ (Z(Yt+ut Zn_3)+])4

= (ZX] )4+ ceot (2xs)4 + (2y1+] )4 +... 4 (Zyt+])4

n 3 n 3 n+l)
2 ..
20, @y 417+ k2 (2y, 417 (mod. 2
Puisque t>0 et (Zyt+]) est inversible modulo 2, a tout systéme

(Mg oees N> Uas onns ) , on peut associer un unique dans 0,1 tel que

1 s’ My Mt -1 P My YRR 4
-3 - -

2.3.19. (z(x]u] 2" ))4 Foo. 4 (2(Yt+ut 2" 3)+1)4 N (mod. 2°71

On a donc, pour n >4
+ 8
2.3.20. L2, Ny =2"° L2, N

De 2.3.20. et 2.3.17, il résulte que l'on a, pour n>4

+ 8
2.3.21. M2, N = 2'° M(2% N

et de 2.3.21 et 2.3.14, il résulte que l'on a pour n>4

-18
2.3.22. lim 270°% M(2%, N)= 16 .

N

La proposition 2.3. provient des relations 2.3.6, 2.3.9, 2.3.13 et 2.3. 22,
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2.4. - Approximation de Se(a)

Sur l'intervalle 295 ) _a__+_?_7_5__] , on donne une approximation de S (q)
q 3°¢q 3 €
qP qP
en fonctions des sommes de Gauss G (a2, q; 0) introduites en 2,2.1. et de 1l'in-
€

tégrale

4Po 4
2.4.1. I(g,N):= [ e(g t) dt

ZPo

. 3.-1
PROPOSITION 2.4.- Pour a=%+5 , avec O<a<gq,(a,q)=1, 1g[€'975(qP") ",

on a
6 1/4 2 3/4
2.4.2. I (a)—-zlq—G(a,q;O).I(B,N)]SZ,9.10 q/ Pl/ +70q/ (Log q+1) .
€ £
- 1/2
En particulier, pour q< P , ona :

2.4.3. ]Se(c,)-—z-]a Ge (2,9;0).I(g, N)| =< 3.]06 ql/4 Pl/z

Avant d'aborder la démonstration de la proposition 2.4, nous énongons et dé-

montrons le lemme suivant :

LEMME 2.4.- Soient P> 0, [g]|<975(q P3)~1 et  entier nonnul ; ona

4P
) 4‘ \)t q 4 "1 4 "1
2.4.4. t* Yy dt = -—3(e(256gP -2yPq ) -e(168P -y P
sze(s > mé( BP -2yPq ) -e(16gP -vPq ))
+E(y,q,P)
avec
1/2P1/2
2.4.5. | E(y,q.P)]< 10500 2 »
Vv

Sil'on a [BIS (1024qP3)‘] ou [\,|2106 , ona

[vl

Démonstration. - La démonstration de 2.4. 6. suit celle du lemme 9.3. de Thomas ;

le lemme 4.3. de Titchmarsh n'est pas applicable sous les conditions plus géné-

rales de 2.4.5. et on applique alors le lemme 4.5. de Titchmarsh (méthode de la

phase stationaire).
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Une intégration par parties conduit & la relation 2.4.4. avec

4P

. 8
2.4.7. E(y,q,P) =J csat e(Bt4-_\2Lt_)dt .
2P V q

On applique alors les lemmes de Titchmarsh avec

3
8
G(t)z“‘ﬁ—q_t— et F(t) = 2n(8t4-_\2.£.
v ' 2q
3.-1 6 G .
en notant que, pour |g| <(1024 q P") ou [y|=210 , ona T monotone, conti-
nue et |—%—l—(t)} < 320 0(2)0 sur [2P,4P] . @

[vl

Démonstration de la proposition 2.4. - Soit J(h) 1l'ensemble des entiers de l'inter-
P-h-¢/2  2P-h-¢/2

valle 7] s 3 1 ; on note qu'il y a au plus deux valeurs de h
modulo q telles que l'une ou l'autre des extrémités de J(h) soit un entier. On a
q-1 a 4
S(a) = = £ e((—+p(2mg+2h+e)’)
e h=0 meJ(h) 4
-1
2.4.8. = qg e (a(2h+g)4) 5¥* e(g(2mg+2h + 5)4)+9
h=0 9 me J(h)

ol |g|=<1 etlastérisque signifie qu'un coefficient 1/2 est attaché A tout terme

indexé par un m appartenant i une extrémité de J(h) .

Par la formule sommatoire de Poisson, on a

4P 4P

2.4.9 1 : 4 1 VE . 4_ vt
st S ==— G (a,q:0) e(gt )dt + 5 e(%=)G (a.q; v) e(pt -2X)dt+g .
(o7 2g Qe ety B e L B e

En utilisant les majorations triviales

) |
|G _(2.a50)<q , Je(gt)|=1, |P-PI=s1 ,

on a
L ; = vE o) T et nt
2.4.10. S, (a) 5q Gs(a.q,O).I(s.N')— 3 \,Z;lo e(?_q) Ge(a,q .v)jzp e(pt -yt 4o
pour un certain g de module au plus 1.

Notons R le second membre de 2.4.10. Par le lemme 2.4. et la proposi-

3/4

tion 2.2. (|G (a,q;v)]< 18q"'"), ona
€
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1/2 P1/2

Iv]

]R]£4+-2-% 5 184°7% . 10500

0< iyls10

-0 vl

1 3/4 2q
_— 8 .
+2q N 18 g

AMPILE
1 VE, .9 4 -1 4 -1
tool T o3 Gs(a,q,\;)ﬂv<e(256BP 2yPq ) -e(16gP -\Pq »l

l\;‘ > 4q

1/4 _1/2 3/4 1
2.4.11. 32,9.]06q/ P/ +60q/ (Logq+])+-é€] 3 .

et on évalue finalement | » ... | en suivant la technique de Thomas ([Thom 1]

p. 139), basée sur la majoration valable pour tout j entier

-1 21y J 1
2.4.12. | m. v sin <
_2 q 2q
v -—q +1
On utilise la définitionde G , eton a

€

1 4 -1
| = = el G aasy) e(256gP -2yPq )|

2V
vl>4q
q-1 -1 . /2my ((2htg) -4P)
<= 1 z 2V Sln( . > ) >|
h=0 y >4q q
1 1
2.4.13. < q. 2.2qg4
On en déduit
2.4.14. | v ...| < zx.qF -i-ng
lvI1>4q®

La relation 2. 4. 2. de la proposition 2.4. résulte alors de 2.4.11. et 2.4.14,

et la relation (3) se déduit immédiatement de 2.4.2. g

2.5. ~ Contribution des arcs majeurs

Nous complétons ici la démonstration du Théoreme 2. Le résultat-clef de cette

section est le suivant
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PROPQSITION 2.5. - Pour Po :/;]O74 , ona

by 10 ) J SZ(a) S; (a) e(-a N)do -
a=P7" (. q)=1w,

!

15
o) N -1 t
16 K( 4) z ]/Zq 9 v e (-aN) Gz(a,q;O)Gl(a,q;O)l
(2P))/ q<P (a,q)=1
2.5.1. < 3.10°3 p029/2

ou K est défini par 2.1.2.

Sous les conditions de la proposition 2.4, on a
2.5.2. ]Se(a)—TE(a)]s R,

avec
1
2.5.3. T i==— G (a,q;0).I(g,N
(@)= 50 G (2,450).1(,N)
et

2.5.4. R := 3.]06q]/4 pl/2

On commence par majorer I(g,N) .

LEMME 2.5.1.- On a

. 3 -1
2.5.5. ]I(B,N)jsmm(ZPo,(IOOIB}P) )

Démonstration. - La premigre majoration est triviale. Soit maintenant g #0 .

Par changement de variables et intégration par parties, on a

4P (4p)*
- 4 1 . ° -3/4
I(g,N)=[ = e(gt)dt=75 | T / e(pr)dr
2P, (ze*
(41=°)4 (4P°)4
2.5.6 =]—[ e(g 1) ] +1 3 e(Bt) 4,
T 4 . 3/4 4 - . /
2mig 2p )t (2p)* 8771577 4
d'ou % °
9/8 N 7/8 -1 ’ .

2.5.7.  [i(g,N)| < <
4.2mp]. (2B)° 8nlg (28)°  100|p) P>
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On va maintenant comparer

s
(o]

Josiaw sj@e(-aN)da et j’ T2 (@) T} () e(-aN) dg
m

a,q
LEMME 2.5.2.~- On a

o ® t
1) 83a S@e(-aMda- [ T () T (o) e(-aN) d |

~ o
a,q

- 29/2
25 8. < 10129 P95/8 33 q 17/4 p 9/

+1.1.10

Démonstration. 1°7¢ &tape. - Il résulte du lemme 2.5.1. que l'on a

@ t
"L, T:(Q)Tlt(a) e(-aNjda- [ T ()T (c)e(-aN)da|
fma’q
® -1/4 19 dg

<2 4 9a)
975 (qP3)”] (64)1° B19 p57

_9_19 -19/4 557 (g 18
975’

2.5.9. <q P <P

2°Me giape. - Soit T(y) un majorant commun 2 ’To(cc)' et ’T](O.)'

)

Pour ¢¢{0,1} , u entier positifet gcM , on a
a,q

2.5.10. |s‘:(a)—'r:(a)|s 2" R 7% () +2° RY

et pour s+t=19, ona

t
2.5.11. 152w 8} (@) - T(0) Tie) | < 2" R 1'% 4277 R
On a donc
J !S(Gt)s(a)-T(a a)!da
Ty q 4 -1
1 1 20 _ (128P%)"
< 279 R"%:22%R (94 ]/4]8 j.o (ZP)Ide
2.5.12. "R(9 4 ]/Msf : ds

(128941 (64 gP*1®
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28,8 8 - -
1 P95/ +1033 q 17/4 P29/2 41032 q 17/4 P.29/2

2.5.13. <10

d'ou le lemme 2.5.2. =

Démonstration de la proposition 2.5.- On somme sur les arcs majeurs ; on utilise

les relations

b 1 < q<P

2.5.14. T
qu% (a,q) =1 q

n-

z
<P
A Lo,
2
q

-17/4
2.5.15. T, I q/SZq
q<P? (a,q)=1 q q
et
8
2.5.16. ]0] 29 P]03/ + 2,2.]033 P29/2S 2,3.]033 P029/2 pour P0_>_1074 .
Par changement de variables, la quantité
4P
1 © (o} 4 19 .
5 = ( J’ e(pt’)dt ) e(-gN)dg devient
2" e ZPO
15
P ® 2
0 4 19
e J ([ elgtr)dt) " e(-p 7) d8 . =
1 (2P )

-~

Démormstration du théoréeme 2. - On notera que les deux sommes doubles figurant
et par

dans la proposition 2.5. sont réelles. Par la définition 2.3.1. de &(N)

la proposition 2.2, on a
-19 aN _s t
leN)- £, 1 q e(-—q—) G, (2,9:0) G (2,95 0)]
qSP-§ (a,q)=]
< v q—]8 (18 q3/4)19 < 1024
q>P%

- -
2.5.17. < 1024P% T a4 <
q:] (o]
des propositions 2.1, 2.3, 2.5 et de 2.5.17. que l'on a

5, q°
q>P%

I1 résulte alors
29/2
11515 5 1 o33 P’ 9/

t
2.5.18. j;ﬁsz(a)S](a) e(-aN) dax> 7755
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74 . N
et pour P0 >10 ~, le théoréme 2 en résulte ; il reste a remarquer que l'on a

74
< 151 etdonc N> ]0300 implique P0_>_]0 . u

4
(2P))

§ 3. - L'inégalité de Hua : réduction a une somme de diviseurs

Dans la sous-section 3.3, nous démontrerons le résultat suivant :

THﬁOREME 3.- Pour ¢=0 ou 1, onnote B (P) un nombre réel qui satisfait
€

les relations

8
3.0.1. O,].P3(Log P) sB(P)gP?"6
£

(3.0.3 2
3.0.2. 2 3 d3(] (3(2y+s+h+k)2+h +k2)hk|) < B (P)
h,k,y &

ou la condition de sommation est

hk#0, 0<|h| +|kl<P, P-¢/2<y<2P-g¢/2
3.0. 3.
P-¢/2<yt+thtk< 2P -¢/2

74
Pour P> 10 » ¢=0 ou 1, on a pour 0<y=<0,25

8y -4
1 6 Y Y
3.0.4.  [S (1’ dg < 238000 22— Plz(LogP)7+8Y-
0 £ ]+2Y
+ 66.2 Y BE(P) p? (Log P)]'?‘Y
et pour 0,25<y<0,5, ona '

1

» 16 - -

3.0.5. [ 15 (@] Pdas1, 91.10% 7*V(112y) 1 P12 (Log ) 0T 12 Y
0

+66.2Y B (P) P’ (Log P)} "2V
€
En particulier, pour Y =0,5, ona

1 16

3.0. 6. r 158 (0,)] dg < 238 750 P:‘2 (Log P)]2 +47 B (P) P9
0 €

et pour y=0,075, ona

1 16 2
3.0.7. j‘o yss(an dg< 325 000 p’ (Log p)7’ 6+ 63 BE(P) P9(Log P)O’85 .
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3.1. - Sur la congruence x4§ y4 (mod. k)

PROPOSITION 3.1. - Soit

AX) = 7 {(,x,y) /0<k<X, x€]X, 2X ],y €] X, 2X ], x% = y3[k] ] .

Pour X=>10 0, on a !

3.1.1.  A(X) =13%%(Log x)%- %

On notera qu'en fait A(X) < X2 (Log X)3 et on peut déterminer effectivement

une constante dés que l'on a un résultat effectif du genre hN -115-= -;— Log Logx+0(1).
p=x

p=1 (mod. 4)

Soit N(k) le nombre de solutions de 545"14 (mod. k), avec g et n (mod. k).

On a :
AX) = 3 5 5 5 1
O0<k<X g.n (mod.k)  xg]X.2X] yelX.2X]
g zn4 {mod. k} x=8 (mod. k) y=n (mod.k)
3.1.2. S4X2 T _.I.\.I..%k.)__
O0<k<«<X k

La fonction N(k) est multiplicative (cela est classique) et 1'on s'attache donc

a évaluer N(p{‘) , pour p premier. On se contentera de démontrer ici une ma-

joration de N(pl’) suffisante pour notre propos.
On notera
4 A 4 4
3.1.3. No(p£)=#{(§,n)/05§<p't', 0< n<p’ . plgn et E-n =0[p*]}

4 4
3.1.4. N](p{’)=#{(§,n) /05§<p{' , Osn<p1’ , PKEn et g-n =0 [P{']}

ainsi, on a

3.1.5. N(pL)=No(pL)+N1(PL) .

LEMME 3.1.1.- Pour tout nombre premier p, ona :

3.1.6. No(p*')=p2(*"1’ pour 1l<y<4

6 -4
3.1.7. No(p{’)=p N(p{’ ) pour 4 >5.
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4 4 . . . -
Démonstration. - Dés que p|g et & -n , il divise n ; mais, 81 p divise

4 P
€ et n, alors p4 divise 54-1-] ; 3.1.6. en résulte.

Soit maintenant £ >5 . Considérons les solutions de
4 4 '
3.1.8. Og§<p{’,0gn<p&,p|§n, g-n =0 [p"]

Enposant £=px, 7n=py, 3.1.8. équivauta

-4

- -1 4 4
L1:0.<-Y<PL , x -y =0 [PL ]

3.1.9. O<x<
1-4 .
et chacune des N(p“ °) solutions de

4 4 4 4 _4
3.1.10. 0sx<p' , 0sy<pt T, xj-y =0 ot %3

-4
fournit p6 solutions de 3.1.9. (x=x}+J\p'L , Y:V1+UPL avec

o<1y » u§p3 } ; cela démontre 3.1.7. B

LEMME 3.1.2.- Soit p un nombre premier impair ; on a

3.1.11. N, (p) < 4(p-1) et N](3)=4
-1
3.1.12. N:[(p‘t’)=pN](pL ) pour 4 > 2.

Remarque. - On a en fait N] (p)= 4(p-1) si p=1 [4] et N, (p)= 2(p-1)
si p=3[4].

Démonstration. - Soit g dans [0,p[ et soit r(q) le nombre de & de [0,p[

tels que g4 =qa [p]. Puisque p divise g si et seulementsi g=0, ona

P, P
3.1.13. N;(p)= v r(w et » r(a)=p-1
a:] a‘=1

la congruence §4=_= a [P] 2 au plus quatre solutions (le module est premier),

et on a donc

)
3.1.14. N](p)= y r(a)<4 3z r(a)=4(p-1)
a=1 a=1

ce qui démontre la premigre partie de (ii) ; N] (3) se calcule directement.
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Soit maintenant { >2 et (x,y) une solution de

3.1.15. OSx<pL-] 0£y<pL'1 x4=-Y [pL ]]

on montre qu'au-dessous de cette solution, il en existe exactement p modulo p‘f’ ’

c'est-a-dire qu'il existe exactement p couples (), w évec O<a<p, O<u<p

tels que
1-14
3.1.16. (x+ap” ) = (yrupt” e 1
. 4 4 - L-] N .~
Ecrivons x -y =z p (possible, d'aprés 3,1,15) ; on est ramené i résoudre
3.1.17.  z+4)xx-4yy =0 [p], 0<)<p, 0<u<p

qui admet p solutions, car 4 est inversible modulo p. g

LEMME 3.1.3.-0On a

3.1.18. N (2)=1, N(4)=4, N (8 =16
3.1.19. N](Zk)=2k+2 pour k>4

La formule 3.1.18. se démontre par calcul direct En remarquant que

(x~r~2k“3)4 = x4 [Zk—1] , mais (x+2k “3,4 £ x [2 ] pour k=5, on démontre par
récurrence sur k qu'ilya Zk—4 résidus biquadratiques impairs modulo 2k et

que chacun est obtenu huit fois, ceci pour k>4 . La formule 3.1.19. en découle,

COROLLAIRE 3.2.1.- Pourtout p, j=1 et k=1, ona :

4k +j j
N (p ) N(p?)
3.1.20. T TR TR
p pT T (p-1)
et en particulier, pour p impair
4k+j
N_(p Ty N,(p) +1 4
3.1.21. < <
' 8k +2j - 2k, 2 = 2k+1
P p (p -1 P
et pour p= 2
N0(24k+_] |
3.1.22. 8K+2] < ko1 °

2 3.2
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Démonstration. - Par 3.1.7, ona pour j=1 et k=1

. s e
ety pb (@D g 2oy M) e (v ) e @)

N_(p
En utilisant 3.1.12. ou 3.1.19 selon que p est impair onnon, ona

: ; k -2 -(2k-2 j
3.1.23. No(p4k+1)=1>6k NO(PJ)+P6 (149 %y ))N;_(PJ)

d'ou la relation 3.71.20.
Les relations 3.1.21. et 3.1.22, s'en déduisent en considérant les quatre

valeurs j=1, 2, 3 et 4 et les deux cas o p est impair ou pair. =

LEMME 3.1.4.-0On a

L
4
S €
=1 2 '
L)
N(3 205
3.1.25. T - 20 < 744
r=1 3
1 .
3.1. 26. 5z I—\‘-(ZI—)-?-S]
P»5 t>2 p*
Démonstration. - Commengons par la contribution de p=2; ona, par 3.1.18,
3.1.19, 3.1.22 et 3.1.6,
L L+2
N 8+4+4 + +
z (Zi)g e+ T Tt B —am % 224,
121 p k=1 3.2 =5 27
4.1 _43 'od :
< 2+ 3 +4 =12 d'ou la relation 3,1.24.
Contribution d'un nombre premier impair p
-1
NGeYH . NG N (e
1 ] 1 1
3.1.27. ¥ < ¥ =
2 2L 2 2
122 p L=2 P P (p-1)
4
N 4(N +1 N +
3.1.28. ¥ olP )< 3 . o, ) )e—lr-+-1—+ )=-§-—+~4( 1 (P14
2 2 T 2 2 2 4 2 2 2
122 p P P -1 P P p(p-1)
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(N](p)ﬂ) 5
on vérifie que pour p=3, ona - =— , d'ou
2 64
(p™-1)
1
NBY) 1.4 2 3 5
by <+ 44242
151 32L 9 9 9 9 16
d'ou (25) et que pour p>5, ona
3.].29- 2 2 S ‘2 2 S 2 b4
(p~-1) (p™-1) 4p
d'ou
L
31030, 3 NeH 7, 3 10
24 2 2 2
L=2 p P P P
on en déduit
NEhH 10 10 , 10 1
3.1.31. r 2 5= & 3= I 7*2"’3 —
p=5422 pt p>5 p° 5<p<37 p nm 20 n
10 ’
, 8 <
< 0 6+4‘19 <1

d'ol1 3.1.26. =m

Démonstration de la proposition 3.1.- Repartons de l'inégalité 3.1.2 ; ona

L
A(X)<4xX® ¥ Mz-lﬂ<4x 'IT(J N(z })
O<k<X k p<X P t

1
4X exp( T Log(1+2 y—i%{’—)——))

p<X
3
o N
3.1.32. < 45X exp( = b -%’T)—)

5<p<X 4=1 P

En utilisant 3.1.6, 3.1.11, 3.1.26, et 3.1.32, ona

A(X) < 45 X° ( % + 1)

<X
< 45X exp< 2 -g—-r——)
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On utilise alors 1'inégalité (3.18) de [R-S], ce qui conduit a

2 4
3.1.34. A(X) <45 X2 €xp (4 LogLog X-1,28) <12,6 X (Log X)),

d'ol la proposition 3.1. ]

3.2. - Sommes de diviseurs

On donne dans cette section différentes majorations de sommes de diviseurs ;
on dénote par X un réel >1 etpar P unréel > 10 . Les indices de som-

mation sont des entiers > 0 .

1
3.2.1. ~< Log X+1 .
nz<iX n g

X at
S'obtient par comparaison avec l'intégrale | -
1 .
j 271
3.2.2. Pour 1<j<4, ona 3y d'(n)<A, X(LogX+3j) ‘
n<X J
avec A_=1 A“]‘ A*']—' tA—"‘]""
177 B2T3 P37 %Y 4T ge08 -
C'est le lemme 8 de [Chen] .
dj(nz -j Zj
3.2.3. Pour 1<j<2, omna Y <2 A (LogX+j+1)° ,
n< X n J
S'obtient 4 partir de 3.2, 2. en sommant par parties
. . 3j-1
3.2.4. Pour 1<j<2, ona ¥ d‘;(n)sB.X(Log X+37-1) '
n<X b
1 -9
avec By=3 . B,= o

Résulte de [Mard]

3.2.5. N
n<X

Résulte de [Mard]

3.2.6. Pour 0< <1, ona > dx(n)s X(LogX--Ir])K
n<X

Cela résulte de 3. 2.2. et de 1'inégalité de HSlder :
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1-% % 1-x %"
3.2.7. <
Z % bn“ ( § a ) (1211 b}, pour O<ux<=1
dx() 1 1+
3.2.8.  Pour 0sx<],ona 3 =< (Log X+2)' ™

Cela résulte de 3.2. 6. en sommant par parties

1 4
3.2.9. T n( z d(8)° sJZ(LogX+3)

C'est 3.2.3. avec j=2

3.2.10. % ]—(2 d(b)) % (Log x+9)°
n<X $§!n
C'est 3.2.5, car d3(n) = 3¥ d(s)
8|n

1 1/222 1 6
3.2.11. s = (s d(s) < = (Log X +3)
n<X B 5|n ) 24

On a en effet, par Cauchy-Schwarz

1 2/2
S:= 3 ;;( /2) -(21)(2 a5
n<X 6‘11 n<X ?n<x &ln
d(n) d_(n)
3 d(n
<y —3 .y dmo gy
n<X n n<X n 8ln
2
(n) d( 8) d(m
=z dle) v T 7= x T, g dm)
5<X  n<X <X m<X
n=0[8]
et par 3.2.3, ona
S< ]2 (Log X+3) (Log x+2) <= 1 (Log X+3)
12 4+4
3.2.12. Pour Osnglz", on a '( >y d 6)"’ < " (Log X+3) %
8n 12.4
On applique 1'inégalité de H8lder sous la forme
2 2 o z
3.2.13. a7 o (5 a)! Z"(g b )", pour O0<x<1/2

a o n a D 3 n

et les relations 3.2.9. et 3.2.11 :
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1 .2 124
(24) (Log X+3)

371 (Log x+3) T4

3.2.14. Pour %{nﬁh on a —(2 d(s) ) <2 -2 2 2 b

n<X 8 'n

On applique l'inégalité de H8lder sous la forme

2-2y 1

3.2.15. (T al 7)( s <5 a1 (2 b)* 7 pour
n n I n n n n

et les relations 3.2.70. et 3.2.71. On a :

(Log X+9)

et on

d'ou

1 1 4-4 4y -2
. =(z A8 )°< x (z a a8®)t (5 d(8))™"
n<X = §n n<X = &In n
2\2-2y 2\ 2x -1
(= £ dsf Iym z d(s)
g<x (5 )%) ¢ ( )%)
2- - - -
<% (Log x+3)’2 120 ¢80+ (1 og k1978279
L N L
3.2.16. Ona Sup g(z)=1, ou g(z) = 1
z>0 Z<r<2z
La fonction g est constante sur tout intervalle de la forme [ ZB , nz [
a g(n+ )>g(n) ; on calcule directement g(]2)=] , (—)- -Z— , g(%) = 65
g(z) <1 pour z<3. Onza également g(z) <g(—) = g("——-) ; Soit maintenant
e Z 4t
Zzz_ 5 ; ona g(z)_'.[1 —‘-Log(—""’)<].

z-1
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2
3.2.17. by ( T X 5 d(k)ZY)
1- ¢- P 0<h- P  2P<ys4P 0 ke P2
hyk = ¢
28,3 38y gt (10 PP 12V 0<y<+
1+2y gr) pour Osy=jy
<

288 _4 4+16y 1 1
142 P" (Log P) pour U <y<7

Soit S la somme que l'on cherche 2 majorer ; ona :

2+ \2

S < % T r  dk) Y)
1=1<P? “2Pcy<aP o<ksiP?
vk[e 4 /yk<P

2 2
2z £ dk)Y » oz dky)”Y  » 1

<
K v2 k2 LEPY R
szzsylki ;,zO[LYlk]‘szzn
on pose alors m = (y]k] , yzkz), Y, =m T k.= n.s, avec m=mmn, ; ona
2 2
s <2 % 5 £ dlays) Y dms )Y 51,
Y mSP3 mi,ni :ri,si

ol les variables de sommation sont assujetties aux conditions

2
m <4P, n sle , mn =m, 2P<r.$'4"‘2 s.sl -,
i iT 4 ii ; i mi i~ 4 n,
3.2.18. mrnsn12rns
1111 2 2 2
,{,stzrznzs2 et £=0[ - ]
on a
2
S <2P % 3 b d(n]) Yd(nz)'ZY b d(sl) Yd(sz) Y 1
m<P m.,n r, 11
1 1 1 1 2
2 2y 1 d(s].) Y v
<P T, 7 d(n)Ydm) Yy - £ 1 = . R (Ch)
m<P’ m,n, 11 T, <3P I S=E<E
par les relations 3.2.6, 3.2.8. et 3.2.16, ona
2 -2
d(n,) Y d(n,)"Y
1.2 B 2 1.2 .2 1.2, \1+2
S <2P.4P._ P ¥y 5 Log(s P*+1))°Y (Log(z P +2)) ~ <Y
Y 4 m< mi’ni mZnZ ( 4 ) ( 4 )
2+4
27 7Y 4 1+4y 1 2yy2
<1.01 S35 P¥(Log P) z m(z a(n)*Y)

m<P n,m

Les relations 3.2.17. proviennent alors de 3.2.12. et 3.2.14.
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z (v

3.2.19. Pour l1<y<2, ona

K
h] h,=

1) <1,01. 2% PA(Log PR

k>0 h<P h <P

D'apres l'inégalité de H8lder, il suffit de vérifier 1'inégalité pour » =1 et ,=2.

Le cas y =1 est banal (simple interversion de sommations) ; pour = 2, ona

]>2

2
g (...) =1 2(5_:
k< P \dlk

4P, k/d<P
=T 5, .z 51
k<P d]'k d2]k
d<P ks?d] dzsp,k<sz
=z I 2 w1
d]SP d <d] n<Pd
ne0[[d;.d,]]
< 2P > T dZ
- d]<P d <d] [d]’dzj
< 2P ¥ M = my, <2p 3 d(d]) ’
4=P tld; msl)/t d<P

et on applique le cas j=1 de 3.2.2.

La majoration suivante est démontrée dans [Balaq

la version ultérieure

3.2.20. %

( z z 1 4£']"£
k>0\h <P h.<P%/4

1~ 2

btk

3.3.- L'inégalité de Hua

On notera I = 1P-e/2, 2P-¢/2 ]

18T€ gtape. - Par 1'égalité de Parseval, on a

1 2
[ 18(wda=15 1=P
o ¢ x¢lo

3.3.1.

(Log P+3)]

; elle ne servira pas dans

]50, 11 P3 (Log P)]]
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aeéme étape. - On a

3.3.2,

3.3.4.

2
15 (1= 5 elal(2xre*-(2y+e)*y
X.Y

=2 I elQh,.y)
'h1|<P ygI]

I] = I] (hl) = an (Io-h1 )
Q,(hy.y) = (2y+hy)+ o) - (2y+o)*

= 8h] ((2y+ ;)3+ 3hI (2y+ ,;2+ 4hi‘ (2y+g) +2h;’)

on peut donc écrire

3.3.5. ;se(a;ﬁ:

3.3.6.

Si h-0,
i 0, ona c0

3.3.7. c

Si h#0, il résulte de 3.3.4, que h

3.3.8. c

Pour h

¢ e(ah) ,

h1® #{(h],y)/'h]'<P. yel,, Ql(hlyw =h}

1
. J 1Se(a)'2 dq et donc, par 3.3.1.
! 0

0,1°F -

1 est du signe de h et on a donc

#,

n 1S {(h).y)/hh >0, |h|<P,yel . Q(h,y)=h} .

3
1 positif donné, la fonction y i (2y+e)3+ 3h] (Zy«%;)z-f- 4hf(2y+e) +2h1

est strictement croissante sur Io ; ona

2 _#
3.3.9. hEOch’ s {(ky.hy,y), 0<k, <P, 0<h, <P, yel . k1Q,(h;.y)].
I1 résulte de 3.3.5. que l'on a
3.3.10. c-h’}= t:h.1
d'ol 1l'on déduit
2 _#

3.3.11. hfo

3.3.12.

<7 [ kxy) /0<k<P, xel_, vel . (2x+ et =l2y+e) (mod. k)]

S#’ {(k,2,m)/0<k<P, t€]2P,4P],mc]2P,4P] ,4’,4£m4[k] }.
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D'apres 3.3.5. et 1'égalité de Parseval, on a

! 4 2
3.3.13. [ (S (a)] da =% ¢ 4 -
o ¢ h 7

Finalement, d'apres 3.3.13, 3.3.7, 3.3,12. et la proposition 3.1.
! 4 2 4
3.3.14. r 'Se(a)! dg < 60P (Log P}
0

On remarquera qu'il résulte du travail de G. Greaves ([Grea]) que l'on a en
fait _J ]S (0.” dg < PZ 3 la m &thode de Greaves, quoiqu effe,ctwe, conduirait 2

des valeurs de la constante impliquée bien supérieures a 60. (]70)

38me giane. - D'une part, on écrit
2 ¢etape€ P

4
3.3.15. IS (@] —i b, 5 elak)

et ainsi, on a

1

3.3.16. by , = 'ro s, (a),4 d
et, par la relation de Parseval
2 1 a8
3.3,17. i by 5 ° _(l‘) 'Se(“”

D'autre part, en appliquant 1'inéfalité de Cauchy-Schwarz a 3,3.2, ona

4
!Se(a)] 2P 3 | 2 elaQn ,Y)H
]h1'<P yeI]
3.3.18. < 2P 3 z z_elaQ,y(hshyy))

|1 <P [h2|<P—]h1] YGIZ

3.3.19. I, =I(h,h,)=1 N{I -h,))

2’

3.3.20 = 16(3(2y+ ¢ +hy +h,) 4

2
+h3).h . h,

On peut donc écrire

3.3.21. gs(q); <2P 1 <

2 e(ah) ,
heZ -
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#{ .
3.3.22. ¢ 5 =" {(huhyyy)/fhl+hof <P, yel,, Qy(h,h,y)=h] .

Il résulte de (26) que QZ(hl’hZ’ y) ne s'annule que si h] ou h2 est nul, et on a

donc

3.3.23. ¢ <4P

Si h estnonnulet h£0 [(16], ona <, 2" 0. Si h est non nul et congru

a 0 modulo 16, onpose h=16y4 ; alors C16{, , estau plus égal au double du
nombre d3(]{,[) de facons d'écrire || comme produit ordonné de trois entiers

positifs : soit en effet || = uvw une telle décomposition ; on a h]* +u,

2+h2 =w avec 2y+gth +h_>0,

v et on doit résoudre 3(2y+¢+h 1 1B,

h +h,) %n

., _h
2 *ny 1
ce qui admet au plus une solution ; on a donc

2
3.3.24. T e ,<2 T ) d3(]61Q(h h,y)l)
h#0 0<th 1+ h <P YGI
h, h #0

172

Soit maintenant B (P) une quantité vérifiant les relations 3.0.1. D'apres 3.3.15.
3

et 3.3.21, ona :

1
]S (a)' dg < 2P ¥ b
"0 hoZ “h,2 °h, 2
< 2P (c L c b, )
0,2 O 2 h'f’O h,2 "h,2
. 2 1 2 %
3.3.25. < 2P(c b +( s ¢ D2 (y b, )= .
0,2 0,2 h7{0 h, 2 h h, 2

On utilise alors 3.3.16. et 3.3.17. pour 1'évaluation des bh 5 3.3.23, 3.3.24.

b

et 3.0.2. pour celle des h 2 ; il vient
! 8 : ! 8, 3 o 3. 4
3.3.26. [ IS ()] dg-2P BZ ([ IS (o) da)Z-8 P [ |S (] da <O
o ¢ € o € 0o €

ol l'on a posé

3.3.27. B =B (P)
|4 €
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par 3.3.14. on en deduit

1
() 1s (ansdq)% <P B%+/PZB£+8 p>. 60. P% (Log P)*
0 € €

3 4
8 P
3.3. 28, < PB%(]+\A+4 0P (LogP)
€

B

£
74
en utilisant 3.0.!, on a, pour P =10

1 -
3.3.29. [‘ |S (ans dg < (4+710 6). Be(P)'P
0 £

2

eme _ . s
4 €tape. - Comme a l'accoutumée, on écrit

8
3.3.30. S = b k
| e(a)] i e 3 elak)

>

et ainsion a

= |8
3.3.31. by . ,(FJ le(a)l da

et, par la relation de Parseval

1
2 16
3.3.32. % b .=l 1S ()]  da .

Avec les notations utilisées dans la formule 3.3.18, on va noter, pour k

entier

3.3.33. g(k) = gplk)= {(h;,h,) /hihy=k, O<fh,[+|h,|<P}

Si (k) est non vide, on choisira un triplet (h1 , h2 , IZ) , noté
(h](k), hz(k) , Iz(k)) tel que
3.3.34. (h],hz)ea(k) , I_=1

et qui maximise

1sz ela Q,(hy hyy))
el, )

Si g(k) est vide, ce qui est notammentle cas si k>—i—- , on pose

3.3.35.  (hy(k), hy(k), I,(k))=(1,1,9) .

On note maintenant

3.3.36. E(k) Ep(k) =7 gp(k)
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et
4 2
3.3.37. Te(a)= ISE(Q)’ —8P3 < 'Se(a) ’4— 2 P E(0)
De 1l'iné&galité 3.3.18. on déduit
3.3.38. T (w)=<2P r E(k)| £ elaQ,(h k), b,k),y)]
k y eI, (k) 2] 2

et, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a, pour tout réel y ¢[0,1]

3.3.39. T (@l’s4 Pz B 2V00) (3 BV (0] 5 e(ayh by 1)

k#0 k0 vel, (k)
on écrit alors
2
3.3.40. | = e(aQ,(hy(k), hy(k)y)] = £ % elaQyk, by, y))
veL (k) e yel,

olt

3.3.41. 0<!h](k)| +[h, (k)| Hhy|< P,

3.3.42. 13 = 13(k, h3): Iz(km(lz(k) -h3)
et

3.3.43, Q3(k,h3,y)— (h (k),h (k) y+h1-Q (h (k),h (k) ¥)
=]92kh3(2y+g+h](k)+hz(k)+h3)

on peut donc €écrire

‘ 2 2

3.3.44. |T (a” <4P( § Yk)) (= c, zelah))
. heZ ’
ou

2Y(c
3.3.45. ¢ =% E-Y(k) Card{(h ,y)/]h (k) +|h, ()1 H )< P, y el (k. by,
k#0
Q3(k,h3,y) h} .

Notons des maintenant que l'on a

2y
3.3.46. 0< ¢y 3<P EO EY (k)

3.3.47, ch’3=0 si 192 Yh
et
2y
3.3.48. O<c]92£ 3= 3 d'k)y ¥ ) 1
7 0<ks<iP? 0<h<P 2P<z<4P

khz = |4 |
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De 3 3.37. et 3.3,44. on déduit

- 3 4
3. 3. 49. Is (0)]P<4 P2 ; EE2 )5 o yelah)+16P%(S (a)]
£ k#0 hEZ ’ €
D'apres 3.3,49. et 2.3,30, ona
] 16 2 2-2y
3.3.50. [ 18 (q)] da<4 P E &N(x ¢ )+16 P a”
0 € ! k§O b h h, 3 h 3 J

1 4 8
En appliquant l'inégalité de Schwarz 2 [ |S (a)] ]Se(qn dg et celle de Cauchy-
1o e

Schwarza ¥ c¢ b ,
h}!O h) 3 h) 3
1

16 2 2-2y 3 %
3.3.571. S(a)l dg<4¢P (g E (k) {eq g ¢ J(z b }

on a

: 1
+16 P f’ s (Q)qeda)‘ ([ 1Is (on)l]()don)%
o € o ¢

D'apreés 3,3.32, 3,3.31. et 3.3.29, on en déduit

1

z

3.3.52. [‘ 1S (a)! da< (4 P( ;ZY(k))( °y, 3)%+32 1 P4B (P) )
0 k;!o h;!o

1 3 2-2

(15 (@)'%a0)® +16,1 P*B (P) ¢ (5 EZHY(0)) .
o € € , k%O

De l'inégalité

3.3.53. 2+x+2,/T+x< 2+x+2(1+§)=4+2x, valable pour x>0 ,

on déduit

2
3.3.54. ya=0, vb>0 : (b+./bl+a)’<4b’+2a

il résulte alors de 3.3.52. et 3.3.54. que l'on a

bl

1 12
3.3.55. J'lys (a)l da<(4 P( 7 EZ Yk)( % c2 )§+32,1 P4 B (P)®) +
h,3 €
0 k;-"O h#0
+32,2P%( 5 E;“ZY(k))B(P Sy 3
k70 ’
On majore alors les ¢, 3 Par 3.3.47. et 3.3.48 ; ona

2 2y 2

3.3.56. g ¢ ,<8 1z  ( = 5 T d(k)” ")
h#0

1st<P' 0<h<P 2P<y<4P O0<k<iP’
hyk =4
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D'apres les relations 3.2.17, on a

8
227.3° Y _4 5+12
_TF_Z_Y—— P" (Log P) Y  pour 0O<y< %
2
3.3.57 T ¢ <
8

1+2y

Il résulte de 3.3.57. et 3.2.19. que l'on a

2 2-2 2 % 1-2 1-2 > 5 _4
4P (x EZYK)) (5 o )%<16,16 2 Y(LogP) “Y( x5 & )°P
1o P n2o “h.3 g h§0 h,3
4y - -1
487,3%Y 2 2Y(]+2y) = P6(Log P)7/2+4Y pour 0<y<g%
3.3.58. <
< > 1
1381 2 Y(]+2y) E P6 (Log P)3+6Y pour i<vy<g® .

I1 résulte de 3.3.46. et 3.2.19. que l'on a

3.3.59. 32.2( % EIZ;ZY(k)) c . < 66.27Y P° (Log B)l72Y

On note finalement que les deux majorations 3.3.58. sont supérieures a P et

donc a 10]2 B (P)%.P4 , par 3.0.1. Le théoreme 3 en résulte.
€

1
§4. - Majoration de [ S (o;)ll 6 dg
o €

Avyant introduit avec Frangois Dress une méthode alternative beaucoup plus

puissante pour majorer la somme de diviseurs introduite dans 3.0.2, je ne donne

qu'une version brute de ma premigre méthode.

THEOREME 4. - Soit P »e %’ ; pour ¢-0 ou 1, ona

1
4.0.1. J 1S€(a)|]6da < 764 P

0

12 (Log P)IB’ 16
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2
4.1.- Nombre de solutions de la congruence 3y =a (mod. d)

PROPOSITION 4.1. - Soit pa(d) le nombre de solutions de la congruence

4.1.1. 3y2=a (mod. 4d) .

La fonction p (. ) est muitiplicative, et dans les cas précisés ci-dessous, la suite
a

4 — pa(p'c) est majorée terme a terme par

4.1.2. 2,2,2,2,.. si p=5 et p-)a
4.1.3. ],p,Zp,pZ,ZpZ,p3,2p3,... si p=5 _qj:_pz’a
4.1.4. 0,0,0,0,0, ... ' si p=3 et pfa
4.1.5. 3,3,9,18, 27,54, 81,162, ... si p=3 et pla
4.1, 6. 1,2,4,4,4,4, ... _s_ip=2_§_§_p)(a
4.1.7. 1,2,2,4,4,8,8,16, ... si p=2 et pla

Démonstration. - Sqit p un nombre premier différent de 2 et 3 ;

on suppose d'abord que p2 fa
- s1 p}a, lasuite des pa(p{’) pour £>1 est 1,0,0,0, ...

- si pfa, la congruence 3y2.=_a. (mod. p) a au plus deux solutions ;

par récurrence sur { , on montre (développement limité p -adique)
qu'au-dessus de toute solution de 3yz~.—__ a (mod. p’f’) , il y a exactement

une solution de 3y25 a (mod. p{‘ﬂ) ; 4.1.2. en résulte.

on suppose maintenapt que p2|a . Soit m avec pm“a

- pour £<m , les solutions de 3y25a (mod. p{’) sont les y mod. p{'

divisibles par p[(‘{‘H )/2] ;3 il y a donc pL_[(L+])/2] = p[”'/zj solutions, d'ou

4.1.3. dans ce cas ;

- pour {>m et m impair, la congruence 3y25a (mod. pL) n'a pas de

solutions, d'olu encore 4.1.3 ;

- pour £ >m et m pair, résoudre la congruence 3y25a (mod. p’f’) re-

vient 2 chercher les y modulo p{’ qui satisfont une congruence de la forme

2 -m/2
y =h (mod. p‘t' m/ }) avec p Xb ; par l'argument utilisé€ pour démontrer 4.1. 2,

on voit qu'il y a au plys me/z solutions ; 4.1.3. en résulte.
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On considére maintenant le cas ot p=3 ;

si 3 fa, la congruence 3y2-=- a (mod, 3{’) est clairement impossible

pour { =1 ; 4.1.4. en résulte,

si 3] a, onpose a'=3a etle nombre de solytions de 3y25 a (mod. 3*’)
est trois fois le nombre de solutions de y2_=-: a' (mod, 3L-]') ; la relation 4.1.5.

se démontre alors exactement de la m&me fagon que 4,1.3,

On considére maintenant le cas o p=2 ;

si 2 a, la relation 4.1.6. se déduit directement du théoreme 72 de [Nage].

si 2|a, on définit l'entier positif m tel que 2 E!

- pour {<m , la congruence 3y2-=-a [Z’CJ a exactement Z[{’/ZJ solutions,

par un raisonnement déja effectué, d'ou 4.1,7. dans ce cas ;

- pour L>}n et m impair, la congruencé. 3y2=.—-a[24'] n'est pas réso-

.

luble, et on a encore 4,1.7 ;

- pour f >m et m pair, le nombre de solutions de 3y25a [2{"] est
Zm/z‘ fois le nombre de solutions de la congruence 3y25 (a. Z-m) [2{,-111] , que

l'on majore par 4.1.6 ; 4.1.7. en résulte.

Je remercie Frangois Dress qui a attiré mon attention sur une erreur com-

mise dans une version antérieure de cette proposition. .

4. 2. - Nombre de représentations par la forme 3y2+u2+ v

PROPOSITION 4. 2. - Soient n un entier >}0200 et r(n) le nombre de triplets

y,u, v tels que l'on ait

4.2.1. 3y2+u2+v2=n.

4.2. 2. r(n) < 2,6 ,/n (Log n)z(Longg nj .
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Démonstration. - On a

rn) < % d(n-3y%)
3y2_<_n

< 2 T T 1
3yzs n d| n—3y2

d<,/n

= DY L
d<,/Aa y<(n/3)%
3y2 =n (mod. d)

4.2.3. = 2 1

En notant pn(d} le nombre de solutions de 3y25 n (mod. d)
’ p,(d)
r(n) s 3,16/n 3 T
» L d</m

d'ou

| (P} p (P
4.2.4. r(n)<3,16,/n T <1+pnp +—= 5 +)
| p</n P

Il résulte de la proposition 4.1. que l'on a

1 -2 .
5 1-— s
Dn(P ) ')((P) ( P) 1 P/Yn

<
< 1.-3
1t x P} (1-=) si pln ,

S
IN)
n
d
+

&~

nt™8

4.2.6. x{2)=10,625, x(3)=8/9, y(p)=1 pour p=5

On déduit de 4.2.4, 4.2.5. et 4.2.6, que l'ona :

4.2.7. rn) = 1,765 TT (1-4)7% 717 0-4)1

p</a P pjn P

Par la relation (3.2.9.) de [R ~S], on en déduit

428 x(m) <1.4/F(Logm? TT0-2)7"
Pln

Il nous reste a majorer le produit sur les diviseurs de n ; soit k maximal tel que
le produit des k premiers entiers soit au plus égald n ; pour n>10 , ona

k>62 etle ki®™M€ pompre premier p,_ est > 286 . Par la relation (3.16) de

[R-S], ona

1 1
4.2.9. pk(] -m)ﬁ pk (1 *mk)ﬁ e(pk) < Logn
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Par 4.2.9. et la relation (3.2,9.) de [R-8], ona

4.2.10. T(1 -%) <TT (1 -—)' <e Logpk(1+
pin P<P_ Log® pk

c Log(1-1/286)
< 1,032 e Log Log n(]- Tog Logn )S 1,84 Loglogn,

d'ou la proposition 4. 2, n

4.3.- Majoration d'ung somme de diviseurs

On commence par donner dans la proposition 4.3, une quantité admissible
pour le B (P) introduit dans la section 3.0. On remarquera que les relations
€

4.3.1. et 4.3.2. sont respectivement identiques a 3,0,2. et 3.0, 3.

100

PROPOSITION 4.3.- Pour ¢=0 ou 1 gt P>10 , ona
—_—— S— ———
(4.3.2) 2 2 4
4.3.1. 2 % d3(f(3(2y+g+h+k)2+h +k2)hk[)$ 7 P(Log PJ >(Log Log P)2
h,k,y
ou la condition de sommationwest
432 { hk#0, 0< |h| +[k|<P , P-¢/2<y<2P-g/2 ,
P-g/2< y+htk <2P-¢/2 .

Démonstration. - Par la sous-multiplicatiyité de la fonction d3 , et 1'inégalité de

Cauchy-Schwarz, on a ¥

£33 2 % sy w aZ(pu) aZ( um)ﬁ(z aX(13(zy+esnaxfantnd)
h,k,y y hk,y

et appelons 3  la premiére somme du second membre et z, la seconde ; par la

relation 3.2.4, avec j=2, ona

4.3.4. zp=4( = )(z d(h))(z dk))

P-¢/2<y=<2P-¢/2 0<hsP o<k< P
1
< 4.P. (-9-—)2 . PZ (ng P+8)165 —r—!--n p3 (Log P) 6
64 3000

En conservant 2 r(n) sa signification de la section 4,2, ona :

4.3.5. T,= 4 ¥ r(n) d§ (n) .

13P%< n< 49 P2
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Par la proposition 4.2, ona :
o2 2 2
4.3.6. $.<4.2,6.7.P.(Log49P") (Loglog49P) %
2 n<49FF
et par la relation 3.2.4. avec j=2, on en déduit

' 8 2
4.3.7. 22S99,] p> (Log P)Z(Log 49P2+8) (Log Log 49P")

<C P3(Log P‘)]O Log Log P,

4.3.8. C=99,1.2(1 +L°§3I(')‘°-§-3 8(]+Log2+Log(1+230})/5 4< 36200 .

et la proposition 4.3.1. résulte alors de 4.3.3, 4.3.4. et 4.3.8.

1 6
4.4. - Majoration de 1l'intégrale 'j' ISE(Q)[] dg
‘ 0"

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 4. Grice a la
00 .
proposition 4.3, et au fait que P ?_]O] , on vérifie facilement que le choix
_ 3 13 3
4.4.1. B (P) =7P (Log P}~ (LogLog P)
€ ) '
est compatible avec les conditions 3.0.1. et 3.0.2. On est donc en mesure d'ap-
pliquer le théoréme 3. Il ré&sulte de 3.0. 6. que l'on a

1
4.4.2. J 'f.Sa(o,) l] 6dq$ 238 750 P] 2(Log P)] 2+ 329 P] 2 (Log P):l 3(Log Log P)%
0

et le théoréme 4 résulte de 4.4.2. et de ce que P> ]OJOO )

§5. - Contribution des arcs mineurs .

A la modification de la taille des arcs majeurs prés, nous suivons la méthode

L

de Balasubramanian (cf. [Bala]).

Vs ~
THEOREME 5. - Avec les notations introduites dans la section 2.0, on a pourtout
625

a€m ; e N >170

5.0.1.  |S (o) < 2 F29/32 (1,4, p)15/32
€
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5.1. - La méthode d'approximation

PROPOSITION 5.1. - Soit g un nombre réel tel qu'il existe un triplet d'entiers

(P, q,a) satisfaisant

5.1.1. P;]om, P%qu4.]06P, (2,q)=1, |a-3's—9—z—5—-
q 3
qP
on a, pour ¢ =0 ou 1
5.1.2. IS (a)<20p/®
€

Démonstration. - Il résulte de la relation 2.4. 2. de la proposition 2.4. que l'on a
by
5.1.3. 1S (a) _-ZIE G (2,950).1(8, N)|<2, 9.10% o P? 470 /% (Log q+1) .

On utilise alors la proposition 2. 2.

5.1.4. |G (a,q;O)]S]8q3/4
€

et la majoration triviale de 1'intégrale I(p,N) , définie en 2.4.1.
5.1.5. | (g, N)| < 2P < 2P+7 .
On en déduit
5.1.6. IS (af 18,5 P 0 %+2,9.100q% PE+70 /% (Log q+1)
< 18,5 P7/8+1,3. 108 P3/4+7. ]06P3/4(LogP+]7)

<19p/84 8,10 54 (Log P)

7/8

< 20P . =

5.2. - La méthode de Weyl-Balasubramanian

Modulo les modifications que nous avons introduites dans la définition des som-
mes trigonométriques SE (o) et du découpage de Farey, nous sujvons au plus pres

[Bala].
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PROPOSITION 5. 2, - Soit ¢ un nombre réel tel qu'il existe un triplet d'entiers

(P, q, a) satisfaisant

3
6 P 975
5.2.]. PZ]O]3O,4]0 P<q< ’ (avq)zj ’ 10."3-1S“""‘
974 q qP3

Alors, pour ¢=0 ou 1, ona

5.2.2. [S (<2 p29/32 (Log P)]5/32
£

On commence par établir deux lemmes techniques :

LEMME 5.2.1. - Sous les conditions de la propaosition 5. 2. on note

. N
(384,q)

Pour tout intervalle I contenant au plus q' entiers positifs au plus égaux 2 P3/4 ,

5.2.3. q'=

on a

i
3

. 4/3
5.2.4. min (P, —— < 43 q'P
2 G rpe) :

Démonstration. - Il existe a' premier a2 q' tel que l'on ait

384 a al
q q'

et on a

q'-1 4/3
5.2.6. 5 min (P 8 )4/35 )X min(P s ] )
nel 3 41’1(1” m+Ym

5.2.7. |y |<q'.384. 3. 9753 < 93 600

qP

On utilise alors les majorations suivantes :

1 t
5.2.8. m<20 & ou m2gq -20 %

min(P > “ ”)

5.2.9. %—]05<m<-9'-+105
min (P, )
®

1
(car on a alors £ <m +y _<__q )
4 4

m
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q' q' 5 .
5.2.10. 20 = <m<3--10
min(P, ]+ )s q' 3 gi'
™ Ym 2(m-10°) ™
2“"‘7{7""—'”
o 9 s 20.4,10° 2105
(car 20 =5 =353 )
et de méme
] 1
5.2.11. L 4110° sm< q'-%
1 q'
min (P, - <
SRy P
On a donc
q'-1 i 14
5.2.12. % minP,——]—-—-—)4/3s40q' P3+4.10 +2 5 (9-—)/3
m=0 2l m=20q%/® ™
< 40q'P% +4.10%+2,3 q'P5
= q . » 2 q »

d'ou le lemme 5.2.1. .

LEMME 5.2.2.- Avec les notations et les conditions de la proposition 5. 2. et

du lemme 5.2.1, ona :

, 1
5.2.13. n<P/27( £ 2 1) m1n<P’“z'ﬂmn‘)

n/d<P /4

< 0,82 Pl?’/4 (Log P)l 1/4

Démonstration. - On applique 1l'inégalité de H8lder, la relation 3. 2.20. et le lemme

précédent ; on a

5.2.14. £ (2 ...) min(...)
n n

d|

< (3 (5 0E(s min(. ) BY
n dln n

On découpe la seconde somme sur n en sous-sommes sur des intervalles de lon-

gueur au plus q'
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5.2.15. = (-- (Log P+3 ”)]/4<43 1 pa)3/4 +l)3/4

<0,82 B'3/* (Log P)]]/4.

Démonstration de la proposition 5. 2.~ On commence par remplacer la somme S (g)
par

5.2.16. T (a) = 2 e(a(ZX+E 4) ’
P+1

commettant une erreur au plus égala 2. Ona

4
5217 |T(l®= 5 £ e(alzyre*- (2xte)?)
Y

< P+ ZTl(a)

P 1 3
5.2.18. T ()= = | % e(a(64h]x o))l
=1 x=P

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2P- h]
5.2.19.  IT, (@] <P<>3 e(a(64h x 3 .. ))y )
]’] x= P
3

<P +2P Tz(a) ,

P P-h Z‘F’—hl-h2

5.2.20. TZ(U.): T 5 ]1 5 e(g,(192h]h2>_cz+...))[
hy=1 h,=1 x=P

ZP-h]"h

> .
< ( b3 1) Max | % e(a(192h]h2x2+...))[
1=ns P din hihysn  x=P
d<P,n/d<P
Par Cauchy-Schwarz et la relation 3.2.19, on a
> 2 2P-h -h,
5.2.21. ITZ(Q)’ <2,1 P LogP % Max | T e(a(192h.h x2+...)) ’2
2, MEr x=P 12
1=n<P%4
5 ( . P-h, -h, 2P-h -h,hy
< 2,1P LogP"‘“+2 Y Max ¥y e(384gh_h
1<n<P2/4 hyhymn h3“] , x=ZP ( o 1 2 3x) D
< 2,1P%L P( 2 Max 3 ( :
< og ""'+ PN ax PN min (P, )
aipls Bhgm h3=] 2“384ah] h2h3” )
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Etudions la contribution de 3 ; on notera que le produit h1 h2h3 est majoré
3 no..
par P /27 lorsque les hi » ainsi que leur somme, sont dans [1, P] ;

par le lemme 5. 2. 2.

n l<mg P3/27

1 ’
5.2.22. y < PN ( by 1 ) min (P,
¢ eremn)

1
< 0,820 Y% (Log p)1 /4 |
On en déduit

3

5.2.23. T—t25 < 1,65 5 3/4 (Log

- P)11/4
n

et de 5.2.21. et 5.2.23. on déduit
8
5.2.24. [Tz(a)] < 1,87 pZI/ (Log P)15/8 .

De 5.2.19. et 5.2.24, il vient

29/16 P)15/16

5.2.25. [T](a)]s 1,94 P (Log

Et finalement, de 5.2.17. et 5. 2.25,.

5.2.26. |T (a)]< 1,97 p29/32 (o p)15/32

2

d'ou la proposition 5. 2. =

5.3. - Contribution des arcs mineurs

Démonstration du théoréme 5.- Par le thégr‘eme d'approximation de Dirichlet,

pour tout g réel, on peut trouver gq< 571 et a premier a q avec

5.3.1. |o-2 33—7'-35——
e P

Si aem , il existe un tel couple (a,q) avec q>P% ; pour q<4.10 P,
on applique alors la proposition 5.1, et pour q> 4. 106P ,» la proposition 5. 2.

Le théoreme 5 en résulte.
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§6. - Démonstration du résultat principal

. 625
Démonstration du théoréme. - Soit N un entier supérieur a 10 . On utlise les

notations introduites dans la section 2.0. Il résulte de la relation 2.0. 2. et du

fait que v, appartient a l'intervalle [85,151], que l'ona

155
6.0.1. P 2P210

et les théoremes 2, 4 et 5 sont applicables.

L'intégrale

975

-=
P t
6.0.2 [ S (a) S,(a) e(-aN) da

975

3
F

qui vaut
] s t
6.0. 3. [ S (a) S;(a) e(-aN)dq
o 1
0
correspond au nombre de représentations de N comme une somme de 19 bicarrés

de certains types. Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de démontrer que

l'on a

T s t
6.0.4. br SO (o) S](a) e(-qN)dag >0
0

D'apres le théoreme 2, on a

6.0.5. [ S (a) S;(ou e(-qN)dg = 0, 0065 P °

s
o
bll4

D'apres l'inégalité de H8lder et les théoremes 4 et 5, ona

s t
6.0.6. I ]S, () 8;(a) e(-aN)da]
m t-3 5
3 /.1 16\ /.1 16 \°
< Sup [S,(a)l <r 1S (a)]” "da (J‘ 1S (o) da
1 1 o
a€Em 0 0
< 6112 P4:7_1/32 (Log P)466,]2/32
e - 155 N .
On vérifie facilement que pour P >10 » la contribution des arcs majeurs est

supérieure a celle des arcs mineurs, d'ou 6.0.4, et donc le théoreme est dé-

montré.
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