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THEOTRTIA
COMBINATIONIS OBSERVATIONUM
ERRORIBUS MINIMIS OBNOXITAE.

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS.

PARS PRIOR,
SOCIETATI REGIAE EXHIBITA FEBR. 15, 1821,

1.

Quhntacunque cura inflituantur obferuationes, rerum natura-
lium magnitudinem fpectantes, [emper tamen erroribus maioribus
minoribusue obnoxiae manent. Errores obfleruationum plerum-
gve non funt fimplices, fed e pluribus fontibus fimul originem
trahunt: horum fontium duas fpecies probe diffinguere oportet.
Qdaedam errorum cauflae ita funt comparatae, vt ipfarum ef-
fectus in qualibet obferuatione a circumltantiis variabilibus pen-
deat, inter quas et iplam obleruationem nullus nexus effentialis
concipitur: errores hinc oriundi irregulares feu fortuiti vocantur,
quatenusque illae circumftantiae calculo [ubiici nequeunt, idem
etiam de erroribus ipfis valet. Tales funt errores ab imper-
fectione fenfuum prouenientes, mec non a cauflis extraneis irre-
gularibus, e. g. a motu tremulo aeris vifum tantilium turbante;
plura quogNe vitia infirumentorum vel optimorum huc trahenda
funt, e. g. alperitas partis interioris libellularum, defectus firmie

Claffis Mathemat. Tom. V. E
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34 CAROL. FRIDERIC, GAUSS

tatis abflolutae etc. Contra aliae errorum caullae in omnibus
obfernationibus ad idem genus relatis natura fua effectum vel
ablolute conftantem exferunt, vel [altem talem, cuius magnitudo
fecundum legem determinatam vnice a circumliantiis, quae tams
guam ellentialiter cum obferuatione nexae fpectantur, pendet,
Huiusmodi errores conliantes [eu regulares appellantur.

Ceterum perfpicuum elt, hanc diltinctionem quodammodo
relatinvam elle, et a fenfu latiori vel arctiori, quo notio obfer-
valionum ad idem genus pertinentiumi accipitur, pendere, E.g.
vitia irregularia in diuvifione inftrumentorum ad angulos menfu-
randos errorem conftantem producunt, quoties tantummodo de
obferuatione anguli determinati indefinite repetenda fermo eft,
fiquidem hic femper eaedem diuifiones vitiofae adhibentur: con-
tra error ex illo fonte oriundus tamquam fortuitus [pectari
potelt, quoties indefinite de angulis cuiusuis magnitudinis men-

furandis agitur, fiquidem tabula quantitatem erroris in fingulis
diuifionibus exhibens non adeft. .

2.

Errorum regu}arinn; confideratio proprie ab inftituto nofiro
excluditur. Scilicet obleruatoris eft, omnes cauflas, quée erro-
res conftantes producere valent, fedulo inueltigare, et vel amo-
vere, vel faltem earum rationem et magnitudinem fummo ftudio
perfcrutari, vt effectus in quauis obleruatione determinata as-
fignari, adeoque haec ab illo liberari pollit, quo pacto res eo-
dem redit, ac fi error omnino non affuiffet. Longe vero diuerfa
elt ratio errorum irregularium, qui natura fua calculo. fubiici
nequeunt. Hos itaque in obferuationibus quidem tolerare, fed
eorum effectum inlquantitates ex obferuationibus deriuandas per
{citam harum combinationem quantum fieri poteft extenuare
oportet. Cui argumento grauillimo fequentes disquilitiones di-
catae funt.
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3.
Errores obseruationum ad idem genus pertinentium, qui
a caulla fimplici detenminata oriuntur, per rei naluram certis
dimitibus [Unt circumforipti, quos fine dubio exacte aflignare li-
ceret, [i indoles ipfius caullae penitus cllet per(pecta. Pleraeque
errarum fortuitorum cauflae ita funt comparatae, vt fecundum
legem continuitalis omnes errores intra iftos limites compreheni
pro pollibilibus haberi debeant, perfectaque cauflae cognitio
etiam doceret, vtrum omnes hi errores aequali facilitate gau.
deant an inaequali, et quanta probabilitas relatiua, in calu po.
fieviori, cuiuis errori tribuenda fit. Eadem etiam refpectu erro-
ris totalis, e pluribus erroribus simplicibus conflati, valebunt,
puwa inclufus erit certis limitibus, (quorum alter aequalis erit
aggregato omnium limitum [uperiorum partialium, alter aggre-
galo _omnium limitum inferiorum); omnes errores intra hos li-
mites péﬂibiles quider etunt, fed prout quisque infinitis modis
diverfis ex erroribus partialibus componi poteft, qui ipfi magis
minusue probabiles funt, alii maiorem, alii minorem facilitatem
tribuere debebimus, eruique poterit lex probabilitatis relatiuae, -
G leges errorum fimplicium cognitae [upponuntur, faluis difficul-
tatibus analyticis in colligendis omnibus combinationibus.
Exltant viique quaedam errorum caullae, quae errores non
fecundum legem continuitatis progredientes, {ed discretos tantum,
producere pollunt, quales funt errorgs diuifionis inftrumentorum,
(fiquidem illos erroribus fortuitis annumerare placet): dinifionum
enim multitudo in quouis inftrumento determinato eft finita. Ma-
nifefio autem, hoc non obfiante, i modo non omnes errorum
caullae errores discretos producant, complexus omnium errorum
totalium poflibilium confiituet feriem fecundum legem continui-
tatis progredientem, fiue plures eiusmodi feries interruptas, fi
forte, omnibus erroribus discretis poflibilibus fecundum magni-
tudinem ordinatis, vna alteraue differentia inter binos terminos
E ¢
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proximos maior enadat, quam differentia inter limites errorum
totalium, quatenus e [olis crrovibus continuis demanant. &ed
in praxi calus pollerior vix ymquam locum habebit, nili diuifio
vitiis craflioribus laboret,

4.

Defignando facilitatem relativam erroris totalis x, in deter-
minato obferuationum genere, per characterifiicam Qux, loc,
propter errorum continuitatem, ita intelligendum erit, probabi.
litatem erroris inter limites infinite proxinios x et a2 4 duw effe =
@x,d:c. Vix, ac ne vix quidem, vmquam in praxi poflibile
erit, hanc functionem a priori aflignare: nihilominus plura ge-
neralia eam [pectantia [tabilivi poffunt, quae deinceps profere-
mus, Obuium eft, functionem Qx eatenus ad functiones discon-
tinuas rcferendam elle, quod pro omnibus valoribus ipfius =x,
extra limites errorum pollibilium iacentibus effe debet = o0; intra
hos limites vero vbique valorem politinvum nanciscetur (omit-
tendo cafum, de quo in fine art. praec. locuti fumus). In ple-
risque cafibus errores politiuos et negatiuos eiusdem magnitudinis
aeque faciles fupponere licebit, quo pacto erit § (—x) = Q.
Porro gquum errores Jeuiores facilins committantur quam gra-
viores, plerumgque valor iplius Qx erit maximus pro x=o, con-
tinuoque decrefcet, dum x augetur,

Generaliter autem valor, integralis f@x.dx, ab x=a vsque
ad x—>b extenli exprimet probabilitatem, quod error aliquis
nondum cognitus iaceat inter limites a et b. Valor itaque iflius
integralis a limite inferiori omnium errorum poflibilium vique
ad limitem [uperiorem extenli femper erit =1. Et quum Qx
pro omnibus valoribus ipfius = extra hos limites iacentibus fem-
per fit = o, manifello etiam

valor integralis [Qx.dx ab x= =~ o vsque ad x =4 o ex-

tenfi femper fit =1.



THEORIA COMBIN, OBSERY. ERRORIBUS MINIM, OBNOXIAE. 37

5.

Confideremus porro integrale fx@wx . dx inter eosdem limi.
tes, cuius valorem [latuemus = 4. Si omnes errorum raullae fim.
plices ita funt comparatae, vt nulla adlit ratio, ocur errorum
aequalium [ed [ignis oppolitis affectorum alter facilins produca-
tur quam alter, hoc etiam refpectu erroris totalis valebit, [liue
erit O(—x) = Q. et proin necellario A= o0. Hinc colligimus,
quotiés k non euaneflcat fed e.g. [it quantitas politiva, necella
rio adelle debere vnam alteramue errorum cauflam, quae vel
erroves pofitivos tantum producere poflit, vel certe pofitiuos fa.
cilius quam negatinos. Idaecce quantitas &, quae reuera elt me-
dium omaium errorum pollibilium, feu valor medius ipfius =,
commode dici potelt erroris pars conllans. Ceterum facile pro-
bari potelt, partem conflantem erroris totalis aequalem efle ag-
gregato partium conflantiuin, quas continent errores e fingulis
caullis ﬁmplicibus prodeuntes. Quodfi quantitas & nota [upponi-
tur, a quauis obferuatione refecatur, eirorque obferuationis ita
correctae defignatur per x, ipliusque probabilitas per @', erit
*=x—k Qx=Qx acproin fx' ¢z . da’'=[xQx dx — [LPx dx
—k-—k=o0, i. e. errores obferuationum correctarum partem con-
ftantem non habebunt, quod et per fe clarum eft.

6.

Perinde vt integrale [xQx.dx, feu valor medius ipfius w,
erroris conflantis vel ablentiam vel praefentiam et magnitudi-
nem docet, integrale

facxgoxcc.dx R T
ab x= — o vsque ad x ==+ oo extenfum (feu valor medius qua.
drati ) aptiffimum videtur ad incertitudinem obferuationum in
genere definiendam et dimetiendam, ita vt e duobus obferua-
tionum [(ylicmatibus, quae quoad eirorum facilitatem inter fe
differunt, eae praecifione pracliare cenfeantur, in quibus inte-
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grale faa Q. dx valorem minorem oblinet. Quodfi quis hane
rationem pro arbitrio, nulla cogente necellitate, clectam elle
obiiciat, lubenter allentiemur. Quippe quaeltio haec per rei na-
turam aliquid wagi implicat, quod limitibus ciccumforibi nifi
per principium aliquatenus arbitrmium nequit.  Delerminatio
alicuius quantitatis per obfleruationem ervori maiori minoriue
obnoxiam, haud inepte comparatur ludo, in quo folae iaclurae,
lucra nulla, dum quilibet error metuendus iacturae aflinis eft.
Talis ludi dispendium aeftimatur e iactura prohabili, puta ex
aggregato productorum lingularum iacturarum pollibilium in pro-
babilitates refpectinas. Quantae vero iacturae quemlibet obferua-
tionis errorem aequiparare conueniat, neutiqguam per [e clarum
eft; quin potius haec determinatio aliqua ex parte ab arbitrio
nofiro pendet  Tacturam ipfi errori aequalem [tatuere manifello
non licet; [i enim errores pofitiui pro iacturis acciperentur, ne-
gatiui lucra repraefentare deberent. Magnitudo iacturae potius
per talem erroris functionem exprimi debet, quae nalura fua’
femper fit pofitiua. Qualium functionum quum varietas fit in-
finita, fmplicilfima, quae hac proprietate gaudet, prae ceteris
eligenda videtur, quae absque lite eft quadratum: hoc pacto prin-
cipium fupra prolatum prodit.

I, Laplace fimili quidem modo rem confiderauit, fed er-
rorem iplum femper politiue acceptum tamquam iacturae men-
furam adoptauit. At ni fallimur haecce ratio faltem non minus
arbitraria eft quam noftra: vtrum enim error duplex aeque tole-
rabilis putetur quam fimplex bis repetitus, an aegrius, et proin
virum magis conueniat, errori duplici momentum duplex tan-
tum, an maius, tribuere, quaeftio eft neque per fe clara, neque
demonlirationibus mathematicis decidenda, fed libero tantum
arbitrio remittenda. Praeterea megari non poteft, ifta ratione
continuitatem laedi: et propter hanc ipfam cauffam modus ille
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tractationi analyticae magis refragatur, dum ea, ad quae
principium noftrum perducit, mira tum fimplicitate tum gene-
ralitate commendantur,

7. -

Statuendo valorem integralis f:m:goac.dm ab X = 0 vg-
que ad x=- w exten(i =mm, quantitatem m vocabimus erro-
rem wmediuin metuendum, five fimpliciter erroremn mediun obfer-
vationum,. quarum errores indefiniti x habent probabilitatem re-
lativam Q@x  Denominationem illam pon ad obferuationes im-
mediatas limitabimus, [ed etiam ad determinationes qualescun-
que ex obleruationibus derivatas extendemnus. Probe autem ca-
vendum eft, ne eiror medius confundatur eum medio arithme-
tico omnium errorum, de quo in art. 5. locuti {umus. .

Vbi plura obfernationum genera, feu plures determinationes
ex obleruationibus petitae, quibus haud eadem praeciflio conce-
denda eft, comparantur, pondus earum relatinum nebis erit quan-
titas ipfi mm reciproce proportionalis, dum praecifio fimpliciter
ipfi m reciproce proportionalis habetur. Quo igitur pondus per
numerum exprimi poffit, pondus certi’ obleruationum generis pro
vnitate acceptum effe debet.

. 8.

Si obleruationum errores partem confiantem implicant, hane
auferendo erior medius minuitur, pondus et praecifio -augentur.
Retinende figna art. 5, delignandoque per m’ errorem medinm
obferuationum cosrectarum, erit

w'm = fdPx . d’= f(x— D)2 Px.dx = fxzQx.dx

< skfxQx.dx+ki[Qx dx=mm — ¢ hk + hh= mm— kk.
si autem loco pattis conltantis vert %k quantitas alia ! ab obfer-
vationibus ablata effet, quadratum erroris medii noui euaderet
=mm — okl +UH=m'm' 4 ([- k)2
- .
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0.

Denotante A coéllicientem determinatum, atque u valorem
integralis /Qu.dx ab x=-=Am vsque ad x= - Am, et u
probabilitas, quod enor alicuius obferuationis fit minor quam
Am (fine refpectu figni), nec non 1 -4 probabilitas erroris maio-
ris quam Am.  8i itague valor pu=1{ refponder valori Am=p,
error aeque facile infra p quam fupra p cadere potefl, quocirca [
commode dici poteft error probabilis, Rdlatio guantitatum A, u
manifelio pendet ab indole functionis Pz, quae plernmgue in-
cognita efl. Operae itaque prelium eiit, iftam relationem pio
quibusdam caflibus fpecialibus propius cos fiderare.

I. Si limites omnium errorum polfibilium [unt —a et -+ a,
omnesque errores intra hos limites. aeque probabiles, erit Qx
1
inter limites x=—a et x = + a conlians, et proin =a Hinc
m=av'%, nec non py=AVvj§, quamdiu A non maior quam V'3;
denique p=mv'}=o0,8660254m, probabilitasque, quod error pro-
deat errore medio non maior, erit =v'1=0,5773503.

1. Si vt antea —a et 4 a (unt errorum pofllibilium limi-
tes, errorumque ipforum probabilitas inde ab errore o vtrimgue
in progrelfione arithmetica decrelcere [upponitur, erit

a—x
Px=
aa

atx g .
Px= , pro valoribus ipfius x inter o et —a.
aa

, pro valoribus ipfius x inter o et 4 a

Hinc deducitur m=av'}, u= AVE—3%AA, quamdiu A eft inter
oet ¥6, denique A=V 6—+"(6 —6u), quamdiu u inter o
et 1, et proin

- e=m(V6—=v3)=0,7174389m
Probabilitas erroris medium non fuperantis erit in hoc calu

=V %~ % =0,6498299. -
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111, Si functionem Qux proportionalem ftatuimus huic e ™ 7%
(guod quidem in rerum mnatura proxime tantum verum elle

potelt), efle debebit
— 7

Qr= 77—

hv'm

denotante 7 [femiperipheriam circuli pro radio 1, wnde porro

deducimus
m=hvi

(V. Disquif. generales circa feriem infinitamn etc. art.ag.).

fi valor integralis

Q -2z
dz

— f[€ .
v

a z = o inchoali denotatur per @z, erit
u=0(AvE)

Tabula fequens exhibet aliquot valores huius quantitatis:

A K
0,6744897 | o5
0,8416213 | 0,6
1,0000000 | ©,6826895
1,0364334 | 07
1.2815517 | 0,8
16448537 | 0,9
2,5758293 | 0,09
3,2918301 ; 0,999
3.8%‘0’5940 ©,9999

1

[}

I0.

Porro

Quanquam relatio inter A et u ab indole functionis Qx pen-

det, tamen quaedam generalia [tabilire licet. Scilicet qualiscunque
fit haec functio, fi modo ita eft comparata, vt ipfius valor, cre-
fcente valore abfoluto ipfius x, femper decrelcat, vel [altem non

crefcat, certo erit

Claffis Mathemat. Tom. V.,

F

-
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A minor vel faltem non maior quam uv 3, quoties u eft
minor quam %;

non lnaior uam e——r——— uotles eﬁ: mﬂlor uam 2
A q 3 V‘(l ,u) q Iad q K

Pro u=4 vterque limes coincidit, puta A nequit efle maior
quam V' 4.

Vt hoc infigne theorema demonliremus, denotemus per y
yalorem integralis [Qz.dzaz= — x vsque ad z= 4+ x extenli,
quo pacto y erit probabilitas, quod error aliquis contentus fit
intra limites — x et 4+ x. Porro ftatuamus

=y, dyy=Vy.dy, dyy=y"y.dy
Erit itaque 1J 0 =0, nec non

VI= e :
quare per hyp. Yy ab y=o vsque ad y =1 [emper crefcet,
faltem nullibi decrefcet, fize, quod idem eft, valor ipfius 4J"y
femper erit pofitiuus, vel faltem non negatiuus. Porro habemus
d.yVy=Jdy.dy+yd y.dy, adeoque

yVy—Jy=[fyd'y.-dy
integratione ab y=o inchoata. Valor expressionis y«,[/y —4y
itaque [emper e erit quantitas positiua, faltem non negatiua, adeoque

Sy

y¥'y .
quantitas pofitiua vnitate minor. Sit f eius valor pro y=p, i.e.
quum habeatur Jpu=rm, fit '

Am Am
f=r= pl ﬁue\p'u—(l—f)u
His ita ptaeparaus, consideremus functionem ipfius 4 hanc
Am
=P (y =)
quam [flatuemus =Fy, nec non dFy=Fy.dy. Perfpicuum
eft fieri
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Fu=X\m=ryu

’ h/“)" ’

F -—-
KO Fow™ v

Quare quum ‘\lf v, aucta ipfa g, continuo crefcat (faltem non de-
crefcat, qued [emper [ubintelligendum), F'y vero conflans [it,

d -F
differentia 'y —Fy = __(_'Ji:}_%_f__Y_)_ erit politiua pro valoribus

ipius y maioribus quam u, negatiuva pro minoribus. Hine
facile colligitur, )y — Fy femper efle quantitatem politiuam,
adeoque )y femper erit ablolute maior, [altem non minor, quam
Fy, certe guamdiu valor ipfius Fy elt pofitivus, i. e. ab y=uf
_vsque ad y=1. Hinc valor integralis [(Fy)2dy ab y=puf vs-
que ad y=1 erit minor valore integralis f{{/y)?dy inter eos-
dem limites, adeoque a potiori minor valore huius integralis ab

" y=o vsque ad y =1, qui fit =mm. At valor integralis prioris

inuenitur
_AAmm (2 —pf)R
Toappr—f)r
- e u/-t(l—;")2 .
vnde colligimus, A A, efle minorem quam l‘f)s s vbi f
##(l—f)*

eft quantitas inter o et1 iacens. Iam valor fractionis ~—~"—— P f) =

cuius differentiale, fi = f tamquam quantitas variablhs conside-

ratar, fit =

1
s(f"_(ﬂf)f) (2—3p+uf)df
continuo decrefcit, dum f.-a valore o vsque ad valorem 1 tranlit,
quoties ;; minor eft quam %, adeoque valor maximus polflibilis
erit is qui valori f=o refpondet, puta =3up, ita vt in hoc
cafu A certo fiat minor vel non maior quam V' 3. Q.E.P. Con-

tra quoties y maior-eft quam 2, valor illius facuonis erit maxie

- T -2
mus pro ¢ — 3u-+ uf=o, i, e pro f:s——;, vode ille fit
{ . - £
F e .
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byrmml adeoque in hoc cafu A non maior quam

0. E &

—_
3V (1—u)

Ita e g pro u=4% certo A mnequit elle maior quam v 3,
i, e, error probabilis [uperare nequit limilem o,8660854m, cui
in exemplo primo arl. 9. aequalis inuentus elt. Porrg facile e
theoremate noliro concluditur, u non effe minorem quam AV,
quamdiu A minor [it quam v'$, contra u non effe minorem quam

4 ) . -
§ —— ro valore iplius A maiori quam 4" 4, '
9)\}\.’ 1% p q 3

II.

Quum plura problemata infra tractanda etiam cum valore

integralis fo:"' @x.dx nexa fint, operae pretium erit, eum pro qui-

busdam cafibus specialibus euoluere. Denotabimus valorem hu-

ius integralis ab x=— ® vsque ad x= - o extenfi per n*.

1
1. Pro QDCC’—‘—Q—;, quatenus X inter —a et -} @ continetur,

habemus n¢ :/ga‘* =2m*.

. axx
‘ML In cafu fecundo art. 6, vbi Qux= ——, pro valoribus
ipfius x inter o et x=a, fit n*=Kat="12m4
k4 -

111, In cafu tertio ybi

xx
kR

p— € ‘
P== avV'm ’
ipueritur per ea, quae in commentatione fupra citata exponun-
tur, nt=34h*=3m*

.

. . n* S
Ceterum demonftrari poteflt, valorem ipfius

P certo non”
m

_efle minorem quam ¢, fi modo' fuppofitio art. praec.- locum
habeat,
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124
Denotantibus =, o', x” cto. indefinite errores obseruationum
eiusdem generis ab inuicem independentes, quorum probabili-
tates relatinas exprimit praefixa characteristica Q; nec mon y
functionem dalam rationalem indeterminatarum xz, ', x” etc.:
integrale multiplex (I)
SOx. Qe @ ... de.dal. da”. ..
extenfum per ommes valores indeterminatarum x, «', =, pro
quibug valor ipfius 4 cadit intra limiles datos 6 et 5, exprimet
probabilitatem valoris ipfius y indefinite intra o et 4 fiti, Mani-
fello hoo integrale erit functio ipfius %, cuivs differentiale ftatue-
mus =+}y.dy, ita vt integrale ipfum fiat aequale intearali
Jw.dy ab g =o incepto. Hoc pacto fimul characterillica )y
probabilitatem relatinam cuiusuis valoris ipfius ¥ exprimere cen-
fenda elt. Quum 2« confiderari poflit tamquam 'functio indeter-
minataram y, «f, = etc., quam fratuemus

=f(y,x, 2"....)

integrale (I) fiet

ron a ( x’lx”"") , o ’ ”
=/0 fly,«,x"...). —[—&—d—&-—-——g)’c¢x' ly.do’.da....
vbi y extendi debet ab =0 vsque ad y=y, indeterminatae re
liquae vero per omnes valores, quibus refpondet valor realis ipfius

Sy, x”.,..). Hinec colligitur -

. df(y, o, 2”....
Jy=fP [y, :c"g——f—(x————x——-—)-¢x'¢x'

do’.da”.... &y
\integratione, in qua y tamquam co_nftané confiderari debet, ex-
tenfa per omnes valores indeterminatarum x', x” ete., qui ipfi
[y, «,«"....) valorem realem conciliant.

, 13,

Ad hanc integrationem reipla exfequendam cognitio functio-
nis @ requireretur, quae plerumque incognita efi: quinadeo,
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etiamfi haec functio cognita ellet, in plerisque calibus integratio
vires analyfeos fuperaret.  Quae quum ila [fint, probabilitatem
quilem fingulorum valorum iplius 4 allignare non polerimus: at
fecus res [e habebit, [ tantummedo defideiatur valor medius
ipfius 4, qui oritur ex imegrationefy\],y_ dy per omnes valo-
res ipfius , quos quidem allequi poteft, extenfa, Kt quum ma-
nifcflo pro cmnibus valoribus, quos y allequi nequit, vel per
naturam functionjs quam exprimit (e. g. pro negatiuis, fi ellet
=xx+a’ x4 2" 2" + etc.), vel idco quod erroribus iplis x, o, 2"
etc. cecti limites funt pofiti, flatuere oporteat 4}y = o0, manifelio res
perinde fe habebit, [i integratio illa extendatur per omnes valo-
res teales iplius y, puta ab y=-—o0 wsque ad y=+ . Iam
integrale fy \,{,y dy inter limites determinatos, puta ab y =1y vs-
que ad y =y [umtum zequale elt mlegrah
Sy fly. = ") —f‘y’—ﬁ;
integratione extenfa ab y.:n vsque ad y =7, atque per omnes
valores indeterminatarum «, 2" etc. quibus refpondet valor rea-
lis ipfius f(y, &, &)y fue quod idem eft, valori integralis
JyQ=x. 9r.Qx" ... dr.doda. .
adhibendo in hac integralione pro y eius valorem per x, 252" etc.
expreffum, extendendoque eam per omnes harum indeterminata-
rum valores, quibusTrefpondet valor ipfius y inter g et o fitus.
Hinc colligimus, integrale [y y.dy per omnes valores ipfius
¥ ab y =— o vsque ad y = o extenfum obtineri ex inte-
gratione -

Sy@x. Q. Q2. dx.da’. ... -

per omnes valores reales ipfarum gz, qc,x etc. 'extenfa, puta ab
x=-— o vsque ad x = 0, ab 2'=— o vsque ad &' =40 etc.
: .

4.
+ Peducta itaque functione y ad formam aggregati talium partium
Axe LY.

Pl Qa” ceedydy, dx....
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valor integralis [y y.dy per omnes valores ipfius y extenli,
feu valor medius ipfius y, aequalis erit aggregato parlium
AX [ Q. daeX [af Q. da’ X [ Qa’.da’....
vbi integrationes extendendae funt ab x=— e vsque ad = - »,
ab 2’ = —o0 vsque ad 2'= 4 «» etc.; fiue quod eodem redit, ag-
gregato partium quae oriuntur, dum pro [ingulis petefiatibus
¢, &%, &7 etc. iplarum valores medii fubflituuntur, cuins theo-
vematis grauillimi veritas etiam ex aliis confiderationibus facile
deriunari potuiflet,
15.
Applicemus ea, quae in art, praec, expofuimus, ad cafum

fpecialem, . vbi

_xx 4 d 42"+ ete

= =
denotante ¢ multitndinem partivm in numeratore. Valor medius
ipfius y hic illico inuenitur :=mm, accipiendo characterem m in
eadem fignificatione vt fupra. Valor verus quidem ipfins y in
cafu determinato maior minorue euadere poteft medio, perinde
ac valor verus termini fimplicis xx: fed probabilitas quod valor

fortnitus iphias y 2 medio mm haud fenfibiliicr 2herret, continuo
magis ad certitudinem appropinguabit crefcente multitudine g.
Quod guo clarins eluceat, quum probabilitatem ipfam exacte de-
terminare non fit in potestate, inueliigemus errorem medinm me-
tuendum, dum fupponimus y=wmm. Manifeflo per principia
-art. 6. hic error erit radix quadrata valoris medii functionis
(xac-[—- x x4 22" 4 ete >2
- — —mm
~ a
ad quem eruendum [fuflicit obleruare, valorem medium termini talis

4 4 .
w n I3 - .
— efle = — (vtendo charactere n in [ignificatiene art.11.), valo-
oo X4 ~°

. . - 2 Q
rem medium autem termini talis
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facillime deducitur valor medius iftius functionis
nt — s
= ——
o
Hinc discimus, [i copia fatis magna errorum fortuitorum
ab inunicem independentium w, &', & ete. in promtu fit, magna
certitudine inde peti poffe valorem approximatum ipfius i per
formulam
(xx 42’2 4 2" 2" 4- ete.)
m=y — —_—
o
erroremque medium in hac determinatione metuendum, refpectu
quadrati mm, efle
né —m+

.
Ceterum, quum polterior formula implicet quantitatem n, fi id
tantum agitur, vt idea qualiscunque de gradu praecifionis iftius
determinationis formari poflit, fufliciet, aliquam hypothefin re-
fpectu functionis @ amplecti. E. g. in hypothefi tertia art. g, 11.

. 2 -
ifte error it = mmvy’ pe Quod fi minus arridet, valor approxi.

matus ipilus né ex 1plis erroribus adiumento formulae
xt 4 &t 4 2+ ete -
p .
peti poterit. Generaliter autem affirmare poflumus, praeciionem
duplicatam in ifia determinatione requirere errorum copiam qua-
druplicatam, fiue pondus determinationis ipfi multitudini ¢ elle

proportionale.

Prorfus [imili modo, L obferuationum errores partem con-

. fiantem inuoluunt, huius valor approximatus eo tutius e medio
arithmetico multorum errorum colligi poterit, quo maior ho.

rum multitudo fuerit. Et quidem -error medius in hac determi-

natione metuendus exprimetur per \

Y inan
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mwm —kh

——=
fi k defignat partem conliantem ipfam atque m errorem medium
obfernationum parte conflante nondum purgatarum, fiue fimpli-

m
citer per Ve i m denotat errorem medium obflernationum a

parte conliante liberatarum (v. art., §.).

16.

In artt, 12 —15. fuppofluimus, errores x, &', 2" etc. ad idem
oblernationum genus pertinere, ita vt lingulorum probabilitates
per eandem functionem exprimantur. Sed fponte patet, difqui-
fitionem generalem artt. 12 — 14 aeque facile ad calum generalio-
rem extendi, vbi probabilitates errorum ax, x', 2 etc. per fun-
ctiones diuerfas @, @', @'’
res illi pertineant ad obferuationes praecifionis feu incertitudinis

a . . -
etc. exprimantur), 1, e. vbi erro-

diuerfae. Supponamus, x efle errorem obferuationis talis, cuius
error medius metuendus fit =m; nec non «, =’ etc efle errores
aliarum obferuationum, quarum errores medii metuendi refp. fint
', m’ etc.  Tunc valor medius aggregati xx + '’ + " «” + ete.
erit mmm 4 m'm’ +n"m” + ete. Iam_ [ aliunde conftat, quantita-
tes m, m/, m” etc. elle in ratione data, puta numeris 1, 4, 1’ etc.
refp. proportionales, valor medius exprellionis
xx 4 o'« 4 o x"+ etc.
v W+ W eto. : .

erit —run. Si vero valorem eiusdem exprellionis determinatum,

prout fors errores x, ', x" etc. offert, ipfi mm aequalem poni-
mus, error medius, cui haec determinatio obnoxia manet, fimili
ratione vt in art. praec. inuenitur
_ Vint4n't -}-_n_"“ + etc. — mt—m't — m’4 — etc.)
- s gl W et
vbi ', n” etc. refpectu obferuationum, ad quas pertinent errores
Glaffis Mathomat. Tom. V. G
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x, 2 etc., idem denotare fupponuntur, atque n reflpectu ohfor-
vationis primae. Quodli itaque numeios n, ', n” ete. iplis m,
w', m” ete, proportionales [upponere licet, ervor ille metuendus
medius fit . -
V'(n* = m4) V(1 4t 4+ eta.)
N O

At haecce ratio, valorem approximatum ipfius m determinandi,
non elt ea, quae maxime ad rem facit. Quod quo clarius ofien-
damus, conlideremus expreﬁionem generaliorem

xm-l—czx:c 4+ o'’ o 4+ elc.

vty Iu’,u =+ etc.
cuius valor medius quoque erit =mm, quomodocunque eligan-
tur coéflicientes o', o etc. Error antem medius metuendns, dum

valorem determinatum ipfius y, prout fors errores x, o, x’ etc.

offert, ipfi s aequalem fupponimus, inuenitur per principia

fupra tradita

Vi(nt—mt 4o o (0’ =) oy (7 —m ) - etc)
e AT T

Vt hic error medius flat quam minimus, ‘fatuere oportebit

, nt —mt
= W
4 __pa
w7 m
o =

S a— m,4 'u /,z " etc.

Manifefto hi valores euclui nequeunt, nifi infuper ratio quantita-
tum n, 7', n” etc. ad m, 1, m” etc. aliunde nota fuerit; qua cog-
nitione exacta deficiente, faltem tutiffimom videtur *), illas his
proportionales fupponere (v. art.11), vade prodeunt valores

*) Scilicet cognitionem guantitatum g', 2" etc. in eo folo cafu in pote-
state efle concipimus, vbi per rei naturam errores x, ', x” etc. ipfis 1,
#'s p" etc. proportionales, aeque probabiles cenlendi [unt, aiit potius vbi

Q= Q(p'T) = k@ (#"2) ete.
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’ v "

o :/;,—;; s o =-—,7 etc.
i e. coéllicientes o', o etc. aequales [ialui debent ponderibus re-
latiuis obferuationum, ad quas pertinent errores ', &” ete,, afl-
fumto pondere obferuationis, ad quam pertinet error x, pro vni-
tate. Hoc pacto, delignante vt fupra ¢ muliitudinem errorum
propolitorum, habebimus valorem medium expreflionis

x4 o & ' 4 o x” " 4 etc.

- —

=mm, atque errorem medium metuendum, dum valorem for.
tuito determinatum huius expreflionis pro valore vero iplius mm
adoptamus )

Vntdo ot +a’a’ n't 4+ eto. — gmt)

a

et proin, fiquidem licet, ipfas n, #, n” ete. ipfis m, m', m” pro-

portionales fupponere,
n4 —ms

o
quae formula identica eft cum ea, quam fupra pro cafu obferus-
tionum eiusdem generis inueneramus.

17,

Si valor quantitatis, quae ab alia quantitate incognita pendet,
per obferuationem praecifione abfoluta non gaudentem determi-
nata eft, valor incognitae hinc calculatus etiam errori obnoxius
erit, fed nihil in hac determinatione arbitrio relinquitur, At fi
plures quantitates ab eadem incognita pendentes per obferuatio-
pes haud abfolute exactas iunotuerunt, valorem incognitae vel
per quamlibet ‘harum obferuationum eruere poffumus, vel per
aliguam pludum obferuationum combinationem, quod infinitis
modis diuerfis fieri poteft. Quamgquam vero valor incognitae tali
modo prodiens errori femper obnoxius manet, tamen in aiia

G e
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combinatione maior, in alia minor error metuendus erit.  Simi-
liter res fe habebit, I plures guantitates a pluiibus incognitis li-
mul pendentes [unt obferuatae: prout obferuationum multitido
multitudini incognitarvm vel aequalis, vel hac minor vel m.ior
fuerit, problema vel determinatum, vel indeterminatum, vel plus
quam determinatum erit ( generaliter faltem loguendo), et in cafu
tertio ad incognitarun determinationem obfleruativnes infiniiis
modis diuerfis combinari poterunt. E tali combinationum varie-
tate eas eligere, quae maxime ad rem faciant, i. e. quae incog
nitarum valores erroribus minimis obnoxios fuppeditent, pio-
blema fane elt in applicatione mathefeos ad philolophiam natura-
lem longe grauiflimum.

In Theoria motus corporum coelefliium oftendimus, quo-
modo valores incognitarum maxine probabiles eruendi [int, [i lex
probabilitatis errorum obfleruationum cognita [it; et quum haec
lex natura fua in omnibus fere calibus hypothetica maneat, theo-

riam illam ad legem niaxime plaunfibilem applicauimus, vhi pro-

e . . . « ve hhxx . .
babilitas erroris x quantitati exponentiali ¢ proportionalis

fupponitur, vnde methodus a nobis dudum in caleulis praefer.
tim aftronomicis, et nunc quidem a plerisque calculatoribus fub
nomine methodi quadratcrum minimorum vlitata demanauit.
Poftea ill. Laplace, rem a}io modo aggrellus, idem princi-
pium omnibus aliis etiamnum pracferendum efle docuit, quaecun-
que fuerit lex probabilitatis errorum, fii modo obfervationum
multitudo fit permagna. At pro multitudive obferuationum mo-
dica, res intacta manlfit, ita vt fi lex nofira hypothelica re[pua=
tur, methodus quadratorum minimo:um eo tantum nomine prae
aliis commendabilis habenda [it, quod calculorum concinnitati
maxime eft adaptata. l

Geometris itaque gratum fore fperamus, f in, hac noua ar-
gumenti tractatione docuerimus, mcthodum quadratofum mini-
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morum exhibere combinationem ex omnibus optimam, non qui.
dem proxime, fed ablolute, quaecunque fuerit lex probabilitatis
errorum, guaecusgue obferuationum multitudo, fi modo notio-
nem erroris medii non ad mentem ill, Laplace, fed ita vt in artt,
& et 6 a nobis factum eft fabiliamus.

Ceterum expreflis verbis hic praemonere conuenit, in omni.
bus difquilitionibus fequentibus tantummodo de erroribus irregu.
Yaribus alque-a parte confiante liberis [ermonem efle, quum pio-
prie ad perfectam artem obfernandi pertineat, omnes erroruin
conftantium caullas fummeo [tudio amouere. Quaenam vero [ub-
fidia calculator tales obferuationes tractare lufcipiens, quas ab er-
roribus conftantibus non libeias elle iufta fulpicio adell, ex iplo
calculo probabilium petere polfiit, difquifitioni peculiari alia oc.
calione promulgandae refernamus,

18.
PrRoBLEM A

Defignante U functionem datam guantitatum incognita-
rum V, V), ¥" etc., quaeritur error medius M in determina-
tione waloris ipfius .U metuendus, fi pro ¥, ', ¥ etc. adop-
tentur non wvalores weri, [ed ii, qui ex obferuationibus ab in-
wicem independentibus, erroribus mediis m, ni', m" elc. refp. ob-
noxiis prodeunt.

Sol. Denotatis erroribus in valoribus obfernatis ipfarum
V, V', V" etc. per ¢, ¢, ¢ etc., error inde redundans in valorem
jpfius U exprimi poterit per functionem linearem-

Aet+Ne + N'e"Fete, = E
vbi A, A, A” etc. [unt valores quotientium differentialium g—g

24
dU d U
VAR Y i
dem obferuationes [atis exactae funt, vt errorum quadrata pro-

etc. pro valoribus veris iplarum 7, ¥, V" etc,, fiqui-

-
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ductaque negligere liceat. Hinc primo fequitur, quoniam obfer-
vationum errores a partibus conflantibus liberi fupponuntur, va-
lorem medium iplius E elle = 0. TPorro error medius in valore
iplius U metuendus, erit radix quadrata e valore medio iplius
EE, fiue 4137 erit valor medius aggregati
Ahee +NANEe+NNc"e 4 ete. +alAee + 2\ ee”

4 e AN\ €€ 4 ete.
At valor medius ipfius Adee fit AAmm, valor medius ipfius
AN e fit = N A’ ete.; denique valores medii productorum
g\ A ee etc. omnes fiunt —o. Hinc itaque colligimus

M=V (AAmm 4 XN Nw'w' 41N’ + etc.)

Huic folutioni quasdam annotationes adiicere conueniet.

1. Quatenus [pectando obferuationum errores tanquam quan-
titates primi ordinis, quantitates ordinum altiornm negliguntur,
in formula noftra pro A, A’ A" elc. etiam valores cos guotien-

d4U .. .
tium i etc, adoptare licebit, qui prodeunt e valoribus obfer-

vatis quantitatum 2, 7', 7" etc. Quoties U eft functio linearis,
manifelto nulla prorfus erit differentia,

I11. Si loco errorum mediorum ~obferuationum, harum pon-
dera introducere malumus, fint haec, fecundum vnitatem arbi-
trariam, refp. p, p’, P’ ete., atque P pondus determinationis va-
loris iplius U e valoribus obferuatis quantitatum 7, ', 7" etc.
prodeuntis. Ita habebimus

1
P=xn an oW

G - tc,
p T Ty e

1II. Si T eft functio alia data quantitatum P, 7/, 7" etc.
atque, pro harum valoribus veris,
aT dT , 4T o

v ot v v = %" etc.
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error in determinatione valoris ipfius T', e valoribus obferuatis
ipfarum &, 7', V" ete. petita, erit =xe -+ '€ 4- 27" - eto,
= E', atque error medius in ilfla determinatione metuendus
=V (xxmm ok w41 w0’ etc.). Errores E, L' vero
manifeflo ab inuicem iam non erunt independentes, v:xlorqulz
medius producti B, fecus ac valor medius producti e¢’, non

erit = o, fed = gAmm 4 ' Nolm' 4 "N 1" 1 4 ete.

1V. Problema nolirum etiam ad cafum eum extendere licet,
vbi valores quantitatum £, #’) " etc. non immediate per obs
feruationes inueniubtur, fed quomodocunque ex obfleruationum
combinationibus derivaniur, [i modo lingularum determinationes
ab inunicem [unt independentes, i e. obleruationibus diuerfls [u-
perfiructae: quoties autem haec conditio locum non habet, for-
mula pro M erronea euaderet. E. g. [i vna alteraue oblervatio,
quae ad determinationem valoris ipfius /7 inferuiit, etiam ad va-
lorem ipfius #’ determinandum adhibita eflet, errores e et ¢
haud amplius ab inuicem independentes forent, neque adeo pro-
ducti e ¢ valor medius = o, 81 vero in tali cafu nexus quanti-
tatum ¥, ¥ cum obleruationibus [in:plicibus, e quibus deduct.e
funt, rite perpenditur, valor medius producti eé adiumento anp-
notationis 1il, allignari, atque fic formula pro A/ completa reddi
poterit.

19.

Sint 77, ¥, 7" etc. functiones incognitarum x, y, z elc,
multitudo illarum =+, multitudo incognitarum =, fuppona-
musque, per obferuationes vel immediate vel mediate valores
funetionum inuentos elle 7"=1L, ¥' =L, I'" = L" etc, ita tamen
vt hae dgterr}xinationes ab inuicem fuerint independentes. Si I
maior eft quam g, incognitarum euolutio manifefio fit problema
indeterminatum; 6 o ipfi w aequalis eft. fingulae =, ¥, z etc. in
formam fuvctionum iplarum P, ', V" etc. redigi vel redactae
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concipi pollunt, ita vt ex harum valoribus obferuatis valores ifla-
ram inneniri pollint, [fimulyue adiumento art. pracc. praecifio-
pem relatinam fingulis his determinationibus tribuendam aflignare
liceat; denique [i ¢ minor efi quam @, lingulie x, ¥, zete. ins
finitis modis diverlis in formam functionum iplarum #, &~ 7
etc. redigi, adeoque illarum valores infinitis modis diuerlis erui
poterunt. Quae determinationes exacte quidem quadrare debe-
rent, fi obleruationes praecilione abloluta gauderent; quod quum
fecus fe habeat, alii modi alios valores fuppeditabunt, nec mi.
nus determinationes e combinationibus diuerfis petitae inaequali
_praecilione infiructae erunt,

Ceterum [i in calu fecundo vel tertio functiones 77, 7/, 7" etc.
ita comparatae eflent, vt 7 — o<1 ex ipfis, vel plures, tam-
quam functiones reliquarum fpectare liceret, problema refpectu
polteriorum functionum etiamnum plus quam determinatum eflet,
re(pectu incognitarum x, y, z elc. autem indeterminatum; harum
fcilicet valores ne tunc quidem determinare licerct, gquando va-
lores functionum 2, ', " elc. ablolute exacti dati eflent: fed
hunc cafum a disquifitione noltra excludemus.

Quoties #, 77, " etc. per fe non funt functiones lineares
indeterminatarum fuarum, hoc efficietur, i loco incognitarum
primitivarum introducuntur ipfarum differentiae a valoribus ap-
proximatis, quos aliunde cognitos effe fupponere licet. Errores
medios in determinationibus P = L, 7' = L', V"=L" etc. me-
tuendos relp. denotabimus per m, i, " etc., determinationume.
que pondera per p, p’, p
p’in"m’” etc. Rationem, guam inter (e tenent erroves medii, ‘cogni-

o

etc., ita vt fit pmm =p w' n' =

tam {upponemus, ita vt pondera, quorum vnum ad lubitum accipi

poteft, fint nota. Denique ftatuemus
(V L)YYp=v, (V' —L)vyp=v, (F" —L)YWp'=1" etc.
Alanifeflo itaque res perinde fe habebit, ac fi obferuationes im-
media-
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mediatae, aequali praecifione gaudentes, puta quarum error me.
dius =m V' p=m'v p'=wm"v p" etc., liue quibus pondus =1 tri-
buitur, fuppeditauiflent

v=o0, v =0, v"=0 etc.

20,
PrRosrLEMA

Defignantibus v, v, v’ ete. Junctiones lineares indeiermi.
natarum x, y, z etc. [equentes
v=ax -+ by + cz 4 etc. -1 :
v=adx 4 by 4+ 'z 4 etc. - ¥ e (1)
v'=ad'x + by + ¢z 4 ete. 41" etc, S
ex omnibus fyﬁemattbus coéfficientium x, ', x" etc., qui indefi-

nite dant
w40 f 0"+ eté. =x —k )
ita vt h fit quantitas determinata i. e. ab x, v, z ete. independens,
"on

eruere id, pro quo xx 4+ x' % + 1"« + etc. nancifcatur valorem mis
niinum.
Solutio. Statuamus
av+a v+ a’v"  ete. = £ l
bo+ b o 4 b0 fetc. =4 (1)
cv+ v+ "0+ ete.=¢ S
etc.: eruntque etiam £, 5, ¢ etc. functiones lineares ipfarum e,
¥, z etc., puta
—=xXZaa+yZab+z2Zac 4 etc. + Zal 2
=xXab+yZbb+23bc 4 etc. + bl (111)
$=xZac+yZbc 4 2Zcc + ete. ++ Zcl et S
(vbi Zaa denotat aggregatum aa + d'a +a’a" 4 ete., ac per-
inde de reliquis). .
Claffis Mathemat, Tom, V. H
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multitudoque ipfarum & o, ¢ etc. mvltitudini indelerminatarnm
x, y, z elc. aequalis, puta == . Per eliminationem itaque elici
poterit aequatio talis *)

w=d+[ac]é+[aBlr+[ay]d+ et
in qua [ubltituendo pro & #, ¢ cte. valores earum ex III, aequa-
tio identica prodire debet. Quare flatuendo

alaa]+b(aB] 4+ clay] + ete. =

o (we) +¥ [aB)+ clay] 4 eto. =o' |

a [l + b [aB] 4+ [ay] 4 ete.=a” elc. S

neceflario erit indefinite

avta' v+ a’ fete. =x—dA (V)
Haec aequatio docet, inter [yfiemata valorum coélficientium g, »,
#" etc. certo etiam referendos elle hos x =z, ¥ =o', " = 4" eLc,
nec non, pro [yltemate quocunque, fieri debere indefinite

(k—a)ot (5= )0 4+ (&' —a")o" + etec. = 4— %
quae aequatio implicat fequentes

(x—alat(x—a')d 4+ (' —a")a’ + etc. =0

(x—a)b+ (% —a' )b + (2" — )b+ etc. = o

(x—a)et (=) + (2"~ ") 4 ete. = o etc.
Multiplicando hf.is aequationes refp. per [aca], [¢3], [ay] etc,
et addendo, obtinemus propter (IV)

(x—a)at+ (¥ —a)d + (" =" )’ + etc. = o
fine quod idem eft

o + x/x/+ xr/x” _!_ elc. = ao + oclu' + a”d" + etc.

- ’
+(x—a) + (' —a')? 4+ (£"—a")? + etc.

" "

vnde patet, aggregatum xx + x'% + #'x” 4+ etc. valorem mini.
mum obtinere, fi flatuatur x=e, ' =o', 2" =« etec. Q.E. I

(1v)

#) Ratio, cur ad denotandos cotfficientes e tali eliminatione prodeun-
tce, hoe potiffimum characteres elegerimus, infra elucebir.
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Ceterum hic valor minimus ipfe fequenti modo eruitur, Ae.
quatio (V) docet cfle
ca+o'a 4o'a’ + ete, =1
bt o' b 4" b 4 eto. = o
e+ o' 4 o' 4 ete. = o etc.
Multiplicando has aequationes relp. per [awe], [ B8], [ay] ete
et addendo, -protinus habemus adiumento aequationum (1V)

ac+a'd 4 a’a” 4 ete. =[an]

21,

Quum obfernationes (uppeditauerint aequationes (proxime
veras) v=o0, ¥ =0, "= o etc., ad valorem incognitae x inde
eliciendum, combinatio illarum aequationum talis

2042V 5"V 4 etc. =0
adhibenda eft, quae ipfi x coélficientem 1 conciliet, incognitase
que reliquas y, z etc. eliminet; cui determinationi per art. 18.

pondus
1

TxxtAx+ A A+ eto
tribuendum erit. EXx art. praec. itaque fequitur, determinationem
maxime idoneam eam fore, vbi fatuatur x =, ¥ =o', "= a” etc.
Hoc pacto x obtinet valorem 4, manifeltoque idem valor etiam
(absque. cognitione multiplicatornm «, o, «” etc ) protinus per
eliminationem ex aequationibus £=o, y=o0, {=o0 etc. elici potefi,

1
Pondus huic determinationi tribuendum erit = —[—u—;? , fiue error

medius in ipfa metuendus
=my plaa] =m'Vp [aa] =m"Vp'[ac] ete
Prorfus fimili modo determinatio maxime idonea incognita.

rum reliquarum y, z etc. eosdem valores ipfis conciliabit, qui
He



60 CAROL., FRIDERIC. GAUSS

per eliminationem ex iisdem aequationibus £=o, y=0, ¢=o etc:
prodeunt.

Denotando aggregatum indefinitum vv - o' o 4 ¢" 0" etc,
fiue quod idem elt hoc

PV =L)* 4 p' (V' = L')2 4 p" (P = L") + ete.

per Q, patet, ¢ £, 24, 2 { ete, efle quotientes differentiales par-
tiales functionis 2, puta

. dQ dQ daQ
sé::i-;, 291:-@, ng”:;—z—etc.

)
Quapropter valores incognitarum ex obferuationum combinatione
maxime idonea prodeuntes, quos wvalores maximne plaufibiles com-
mode vocare pollumus, identici erunt cum iis, per quos {) va-

lorem minimum obtinet. Iam # — L indefinite exprimit diffe-

rentiam inter valorem computatum et obleruatum. Valores ita-
que incognitarum maxime plaufibiles iidem erunt, qui fummam
quadratorum differentiarum inter quantitatum £, 7', 77" etc.
valores obleruatos et computatos, per obferuationum pondera
muitiplicatorum, mirimam efficiunt, "quod principium in Theo-
ria Motus Corporum Coeleftium longe alia via [tabiliveramus. Et
fi infuper praecifio relativa fingularum determinationum affi-
gnanda eft, per eliminationem indefinitam "ex aequationibus (111)
ipfas x, y, z etc. in tali forma exhibere oportet:

x=d+[aalé+ [aBly+ [ay]{+ et .
y=B+[Balé+ BBy +(By]S+ ete. S(Vn)
2=C+ [yal&+ [yBln + [yy]S+ et

etc,

quo pacto valores maxime plaulibiles incognitarum «, v, z etc.

erunt reflp. 4, B, C etc., atque pondera his determinationibus
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tribuenda -[-;Ecﬁ’ -[731——], [_‘Yi‘}-‘-j- ete,, fiue errores medii in
iplis metuendi ‘
pro zo....mVplaal =’V [aa] =m"vV p'{aa] et
Pro ¥V p[BB] =V [BB] =u" vV p"[BL] ete.
Pro zenanVplyy] =’V [yy] =w"vp' [yy] ete.
etc, ’

quod conuenit cum iis, quae in Thcoria Motus Corporum Coe-
leflium doéuimus,

22,

De cafu ommninm fimplicifimo, fimul vero frequentifimo,
vbi vnica incognita adelt, atque "= a, 7' ==, V" == etc., paucis
feorfim agere conueniet. Erit [ciliceta=v p,a’ =V p,a”=v p” etc,,
I=—LvVp, ==LV, '=— L'V p" etc., et proin

E=(p+P+p + etc) x— (pL4p' L' +p'L" + eto)
Hinc porro
X
M“L'P+#+ﬂﬂ+ew-
_pLA P L4p L' 4 et
T ptP P A+ et

" 8i itaque e pluribus obfernationibus inaequali praecifione
gaudentibus, et quarum pondera relp. [unt p, p', p” etc., valor
eiusdem quaentitatis inuentus eft e prima = L, e fecunda =L,
tertia = L” etc., huius valor maxime plaufibilis erit

pL+p L +p'L" 4 ete.
P+ p +p" 4 eto

pondusque huius determinationis = p 4 p' - p” etc. 8i omnes
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obfleruationes aequali praecilione gaudent, valor maxime plaufibi-
lis erit

_L4L+4L'+ et

14

i. e. aequalis medio arithmetico valorum obfervatorim, huiusque
determinationis pondus =, accepto pondere obferuationum
pro vnitate,




