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THEOR BRTIA

COMBINATIONIS OBSERVATIONUM
ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAE.

PARS POSTERIOR.
SOCIETATI REGIAE EXHIBITA TEBR, 2, 1825

23,

Plures adhuc fuperfunt difquifitiones, per quas theoria praece-
dens tum xllu[tlabuur tum ampliabitur.

Ante omnia inuefligare oportet, num negotium eliminatio-
nis, cuius adiumento indeterminatae =, y, z etc. per £, 4, ¢ etc.
exprimendae funt, femper fit poflibile. Quum multitudo illarum
multitedini harum aequalis fit, e theoria eliminationis in aequa-
tionibus linearibus corfat,. illam eliminationem, G £, 4, ¢ etc.
ab inuicem independex}tes fint, certo poflibilem fore; fin minus,
impolibilem. Supponamus aliquantifper, & u, ¢ etc. non elle ab
inunicem independentes, fed exltare inter ipfas aequationem
identicam

o=FE£+Gy+HS+ ete. +K
Habebnnus itague

I‘Eaa + GZab+4 HZ'ac -} etc. —o

FXab+ GZbb+ HZbc 4 etc —o

FXac+ GZbec+ HZce 4 etc. =o
etc., nec non

FXal+ G2l HZcl + ete.=— K



64 CAROL., FRIDERIC. GAUSS

Statuendo porro

aF 4+ b G4c¢ I 4ete.=f _

AP+ VG4 Ul +etc.=§ §(I)

@' F4-V'G 4 ¢'H + ete. = §"
ete,, eruitur

a4+ d§ 4 a'f’ + etc.=o0

b+ VE+Y'0 +ete.=o0

ch 4+ " +etc.=o0
etc., nec non

W+ +10 4 ete.=—K
Multiplicando itaque aequationes (I) refp. per §, §, §" etc. et
addendo, obtinemus: ’

0=60+00 +0"8" + etc.
quae aeguatio manifeflto conliftere nequit, nifi fimul fuerit f=o,
§ =o, " =oetc. Hinc primo colligimus, necellaiio efle debere K =o.
Dein aequationes (I) docent, functiones v; v/, v” etc. ita compa-
rawas efle, vt ipfarum valores non mutentur, fi valores quantita.
tum x, ¥, z etc. capiant incrementa vel decrementa ipfis F, G, H etc.
refp. proportionalia, idemque manifefio de functionibus 7, v,
V" etc. valebit. Suppolfitio itaque confiftere nequit, nifi in cafu
tali, vbi vel e valoribus exactis quantitatum #7, &', " etc. va-
lores incognitarum o, 4, z etc. determinare impoflibile fuiflet, i.e.

vbi problema natura [ua fuillet indeterminatum, quem cafum a
difyuifitione noftra exclufimus,

24A -

Denotemus per (3, (3', 3" etc. multiplicatores, qui eandem
relationem habent ad indeterminatam y, quam habent g, o, ot” etc.
ad x, puta fit

alafB]
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alBa]l +61BB1+c [By]+ ctc.=f
d[Be] + V(B8] +¢ [By]+ eto. =
W[ Ba) +b[BB]+ " [By]+ eto. =
etc., ita vt fiat indefinite
Bv+ B0 B0+ etc. =y — D
Perinde fint ¢, ¢/, ¢” etc. multiplicatores fimiles refpectu indeter-
minatae z, puta
alyal+b [yB]+clyy] + eto.=y
d[yal+t[yBl+c[yy]+ eto. =¢
a"[ya] + 8 [yB]+ " [yy]+ eto. =" ‘
etc., ita vt fiat indefinite
yv 4 ¢ v’y 0"+ ete. =z —C
et {ic porro. Hoc pacto, perinde vt iam in art, 20. inueneramus
Taa=1, Tab=o, Tac=o, etc.,, nec non Tal=—4,
etiam habebimus -
SBaz=o0, TBb=1, TPc=oete., atque SZl=—B
Tya=o, Tyb=o0, Tyc=1 etc., atque S¢yl=—C
et fic porro. Nec minus, quemadmodum in art. g0. prodiit
Zaa={aa], etiam erit
IBR=[BB), Zyy=[yvy] ¢e.
Maultiplicando porro valores iploruim o, o', a” etc. (art. 20,1V)
refp. per (3,3, 3" etc. et addendo, obtinemus
aB+d B +a" B etw. = [afB], five TaB=[up]
Multiplicando autem valores iplorum 3, 3, 3” etc. refp. per
a,d, " etc., et addendo, perinde prodit
aB+ o B +a" B+ eto. = [Bal, adeoque [aB] = [Bu]
Prorfus fmili modo eruitur
[eyl=[yval =Zay, [By]l =[vB] = 2By etc.
25,
Denotemus porro per A, A, A” etc. valores functionum
v, v, »” ete., qui prodeunt, dum pro x, y, z etc. ipfarum va-
.lores maxime plaufibiles 4, B, C etc. I'u‘bﬂitl;untur, puta
Claffis Mathemas, Tom. V. 1
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ad4+bB4-c¢CH ele. +1=)

dd4+0B+CHetes +1 =M\

a' A4 b'B +¢"C + eto. + I'=\"
ete.; [tatuamus praeterea

AN+ AN A+ N A ete. = M
ita vt it M valor functionis £ valoribus maxime plaufibilibus
indeterminatarum refpondens, adeoque per ea, quae in art. 2o. -
demonlirauimus, valor minimus huius functionis. Hinc erit
a) + a A 4 a"A"+ ete. valor iplius £, valoiibus x=4, y =B,
z=C etc. refpondens, adeogue —o, i, e, habebimus

Salk=o0 = '
et perinde fiet

Sbi=o, Zc}_:::o etc.; nec non TaA=o, TBRA=o,

ZyA=oetc

Denigue multiplicando exprefliones ipfarum X, A', \” etc. per
Ay Ny A7 etc. refp., et addendo, obtinemus IA + &' A" 4"\ +- etc.
=AM+ NN NN+ eto, flue

SIA=M.

26.

Substituendo in aequatione v=ax + by 4 cz 4 etc +1
pro =, y, 2 etc exprelliones VIL art. 21, prodibit, adhibiti;
reductionibus ex praecedentibus obuiis,

v=aé+Br+ySt eto. +A
et perinde erit indefinite
V=d E+ B y+y ete + A
V= E+B v et £ A7
etc. Multiplicando vel has aequationes, vel aequationes I art.20
reflp. per A, A, \” etc., et addendo, dilcimus effe indefinite
Av+ NV 4 ANV ete. = ML
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27‘

Functio  indefinite in pluribus formis exhiberi poteli,
quas euoluere operae pretium erit. Ac primo quidem guadrande
acquationes I art, g0, et addendo, [latim fit

Q=2x Zaa + yySbb+ z2Xcc+ cto. + 2zy Sab

FexzZ ac+ syzZbotoetc, +axSal4 2y T hl
4 2zZcl4 etes + X
quae elt forma prima.

Multiplicando easdem aequationes refp. per v, v,” v etc., et
addendo, obtinemus:

Q=fx+qy+ 2+ ete. flo+ 10 +1"0" + ete.
atque hinc, [ubliituendo pro v, v,” v" etc. exprefliones in art.
praec. traditas,

Q=fx+ gy + {2+ ete. = AL —By—CQ— etc. +M
fine ’ '

Q=E(m—d) +4(y=B) + (2—C) + etc. + M
quae elt forma Jecunda.

Subftituendo in forma fecunda pro x—4, y =B, z — C etc.
exprefliones VIL art. a1, obtinemus formam tertiam:

Q=laalE&+[BBIun + (7715 + ete. + 2[aBléxn
+olayléS+2[Bylud+ etc. + M.
His adiungi wpoteﬁ forma quarta, ex forma tertia, atque formulis
art. praec. [ponte demanans:
Q=@—=2A)* 4 @ =N 4 (v"—N")* 4 ete. -+ M, fiue
Q=M+ Z(v—A)*
quae forma conditionem minimi directe ob oculos fifiit.
28,

Sint e, ¢, " etc. errores in obferuationibus, quae dederunt
V=L, ‘V'_—_—"’L:, V" =L" etc. commilli, i. e. fint valores veti
functiopum 7, 77, V" etc. relp. L—e, L' —¢, L — ¢’ etc. adeo-
que valores veri iplarum v, o', @" etc. relp. —ev'p, —¢' VP,

Ig
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— '\ p’ete. Hine valor verus iplins x evit = A4 —geV'p
—d NP =V p" ete, flue error valodis iplins x. in de
terminitione maxime idonea commiflus, quewy per Lx denotare
conuenit,

=gevptddVp o VYt etc
Perinde error valoris iplius 4 in determinatione maxime idonea
commiflus, quem per E4 denotabimus, erit

=BeVptBeEVy +67 VY + et
Valor medins quadrati (E )2 inuenitur = mmp (e + o o
4+’ + ete.)=mmp [aal; valor medius quadrati (Ly)> per-
inde =mmp[B3] etc,, vt iam [upra docuimus. JIam vero etism
valorem medium producti Ex, Ey aflignare licet, quippe qui in-
venitur

=mmp(aB+a' B + B +ec)=mmplap]
Conciane haec ita quoque exprimi poflunt. Valores medii qua-
dratorum (Ex)?, (Evy)? etc. reflp. aequales [unt productis ex
Immp in quotientes differentialium partialium fecundi orainis

ddQy 4dQ)

dET dn
valorque medius producti talis, vt Ex. Ey, aequalis elt producto

etc.

. . . . ddQ .
ex lmmp in quotientem differentialem ‘1—5—37—1, quatenus qui-

dem () tamquam functio indeterminatarum £, #, ¢ 'etc. con-
fideratur, .
29.
Defignet t functionem datam linearem quantitatum z, y, z ete.

puta fit

t=fx+ gy + hz 4 ete. +&
Valor ipfius ¢, e valoribus maxime plaufibilibus ipfarum x, ¥, z etc,
prodiens hinc erit = fA4 4+ gB 4 hC 4 ete. + k, quem per K
denotabimus. Qui fi tamquam valor verus iplius ¢ adoptatur, er.
ror committitur, qui erit

=fEx+gEy + hEz 4 etc,
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atque per Et denotabitur, Manifeflio valor medius huius erroris
fit = o, line error a parte conllante liber erit. At valor medius
quadrati (£¢)?, fiue valor medius apgregati '
fl\iw)*+efgEx Ey+sfhEx.Ez 4 eto
+gg (Ly)*+eghEy iz etc
4+ h (Ez,* 4 etc. etc.
per ea, quae in art, praec, expofuimus, aequalis fit producto ex
nanp in aggregatum
filaa)+ faleB]+ ofhlay] + oo
T g8(B8]+2gh(By]+ et
+ hh[eyy] + elc ete
fiue producto ex mmp in valorem funciionis () — M, qui
prodit per fubfiitutiones
E=f, n=g, {=hetc
Depotando igitur hunc valorem determinatum functionis 1 — M
per w, error medius metuendus, dum determinationi t =K adhae-
remus, erit ﬁllz\/'pw, five pondus huius determinationis _-—..—:-u-.

Quum indefinite habeatur Q) —M=(x - LY E+(y By
+ (z—C){ + etc., patet, w quoque aequalem elle valorl deter-
minato expreflionis (x —4)f+ (y—B)g + (z—C) L+ etc,
"fiue valori determinato ipfius £ — K, qui prodit, fi indetermina- ‘
tis ©, ¥, z etc. tribuuntur valores ii, qui refpondent valoribus
ipfarum £, 4, { etc his f, g,  etc.

Depique obferuamus, [ ¢ indefinite in formam functionis
ipfarum £ 4, ¢ etc. redigatur, ipfius partem confiantem necessa-
rio fieri = K. Quodfi igitur indefinite fit

t=F&+4 Gy+ [1{+ eto. + K
erit w=fF+gG 4 hH+4 ete.
30. .

Functio () yalorem (uum ab'olute minimum M, vt [upra vi-

dimus, wvancilcitar, faciendo x=4, y=B, 2= C etc,, live £=v,
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y=o, {=oete. S8i vero alicui illarum ynantitalum valor alius
fam tributus elt, e. g. x=4 -4 A, variantibus reliquis Q allequi
poteft valorem relatiue minimum, qui manifello obtinetur adiu-
mento aequationum

x=Ad+ 4, %—S;:: o, éd%
Tieri debet itaque y=o, {=o etc,, adeoque, quoniam x= 4

+laa)é+[aBlatlay]d+ etc, b= [_aA;T Simul habebitur

[«81A [ay]A
y=B+ [ea] ’ z=C+ [eea]
Valor relative minimus iplius € autem fit = [« ] EE + M

AA . .
=M +-[E-]. Vice verfa hinc colligimus, i valor ipfius Q) li-

== 0 elc.

mitem praefcriptum M 4 uu non fuperare debet, valorem ipfius
x necellario inter limites 4 — uv [c¢a] et 4 + uV [ac] conten-
tum efle debere. Notari meretur, uv [ca] aequalem fieri errori
medio in valore maxime plaulibili ipfius x metuendo, fi ftatuatur
p=mv p, i.e fi u aequalis fit errori medio obferuationum ta-
lium, quibus pondus = 1 tribuitur.

Generalius inueltigemus valorem minimum ipfius Q, qui
pro valore dato ipfius ¢ locum habere potelt, denotaute ¢ vt in
art. praec. functionem linearem fx 4+ gy +4 hz 4 etc. +k, et
cuius valor maxime plaufibilis = K: valor praelcriptus ipfius ¢
denotetur per K 4 %. E theoria maximor{um et hminimorum cone
ftat, problematis folutionem petendam efle ex aequationibus

d Q) de
Frialr
aQ de
ay =y
aQ  de

‘;i_z:g’d—z- etc.
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five £=0f, y=08g, {=0h etc., delignante § muliiplicatorem ad-
hue indeterminatum, Quare fi, vt in art. praec, f{fatuimus, efle
indefinite

t=FE+Gy+ IS+ ete + K

habebimus
K+ x=0(fF+ gG+hll+ etc.) + K, fiue
*®
f=—
w

accipiendo w in eadem fignificatione vt in art, praec. Et quum
L2 —- M, indefinite, fit functio homogenea fecundi ordinis in-
determinatarum £, u, {etc,, [ponte patet, eius valorem pro
E=Of, y=08g, {=0h etc. fieri =ffw, et proin valorem mini-
mum, quem Q) pro t= K+ x obtinere potelt, fiesi =M 4 80w

Lk . . .
=M+ - Vice verla, [i { debet valorem aliquem praelcriptum

M 4 p u won [uperare, valor iplius ¢ neceflario inter limites
K—puyYwet K4 uv o contentus efle debet, vbi uv w aequalis
fit errori medio in determinatione maxime plaufibili ipfius ¢ me-
tuendo, [i pro p accipitur error medius oblernationum, quibus
pondus =1 tribuitur.

31,

Quoties multitndo quantitatum wx, y, z ete. paullo maior eff,
determinatio mumerica valorum A, B, C etc. ex aequationibus
E=o, =0, {=o0 etc. per eliminationem vulgarem fatis molelta
enadit. Propterea in Theoria Motus Corporum Coeleliium art.
1ge algorithmum peculiarem addigitauimus, atque in Disquifi-
tione de elementis ellipticis Palladis (Comm. recent, Soc, Got-’
ting. Vol I.) copiofe explicauimus, per quem labor ille ad tan-
tam quantam quidem res fert {implicitatem euchitur, Reducenda
(cilicet eft functio { [ub formam talem:
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U ’ ’ /
u® u” wou 1

W T T
Tt e T o e M

vbi diuifores A%, B, €, D" ete. funL quantitates determinatae;
u®, W, u’y " ete. autem functiones lincares iplarum x, ¥, 2 etc.
quarum tamen fecunda u libera ell ab x, totia o libera ab x et
4, quarta libera ab =, y et z, ¢t fic porro, ita vt vitima 27
folum vltimam indeterminatarum x, 4, z etc. implicet; denique
coéflicientes, per quos =, ¥, z etc. relp. multiplicatae funt in uP,
W, ' etc., relp. aegnales funt ipfis ¥°, B, €" ete. Quibus ita
factis flatuendum ell u°=o0, ' = o, ' =0, "= o etc., vnde va-
loves incognitarum %, y, z etc. inuerfo. ordine- commodiflime eli-
cientur, IHaud opus videtur, algorithmum ipfum, per quem
haec transformatio funciionis &) abfoluitur, hic denuo repetere.

Sed multo adhuc magis prolixum calculum requirit elimina-
tio indefinita, cuius adiumento illarum determinationum pondera
inuenire oportet, Pondus quidem determinationis incognitae vl-

timae (quae fola vllimam 27 ingreditur) per ea, quae in
Theoria Motus Corporum Coelefiium demonlirata [unt, facile in-
venitur aequale termino vitimo in ferie diviforum '2[0,.93’, €" ete.;
¢r.apropter plures calculatores, vt eliminationem illam moleftam
euitarent, deficientibus aliis fubfidiis, ita fibi confuluerunt, vt
algorithmum de quo diximus pluries, mutato quantitatum g,
¥, z etc., ordine, repeterent, fingulis deinceps vllimum locum
occupantibus, Gratum itaque geometris fore [peramus, fi mo-
dum nouum pondera determinationum calculandi, e penitiori
argumenti perfcrutatione hauftum hic exponamus, qui nihil am~
plius defiderandum relinquere videtur.

32.
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32,
Statuamusg itaque offe (1)
uw=UY x4+ Doy 4 €22 4 ete, 4 §°
v = By 4 € z4 etc + ¢
U= € 2z + cto, + ¢
etc.
Hinc erit indefinite
1dQ=Edx+9dy 4 Jdz 4 et
wodue  uwdd  Wdu’

='5(6"' + _523'— + — ,,—--+ etc.

=u° (dx+ '2£° dy+i(— dz -+ etc.)

+u(dy+ ,dz 4+ etc.) + u'(dz 4 etc.) - etc.

vode colligimus (1I)

E:u"

o

1= u

’

g’:%—;lﬁ—]—%u’—l—u"

etc.
Supponamus, hinc deriuari formulas fequentes (III)
u® = E
U =dE+y
W= E+ B
etc. +

Iam e differentiali completo aequatloms
Q=f@—A)+1(y—B)+(z=C)+ ete. + M

-fubtracta aequatione

1dQ=¢dx 4 4dy + Qdz 4+ eto

’ fequitur ' . ;

1dQ =(x—A)dE+ (y - B)dy+ (z—C)d S+ ete.

Cla/fis Mathemas. Tom. V. R
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quae expreflio identica elle debet cnm hac ex III demanante:
ue I ) u' 1" "
s dEF gy (ddE+dn)+ @ (A'dE+ By 1dg, + eto,

Hinc colligimus (lV) g
° ’

m_if° 4+ 4. % +A” G”+ etc. -+ 4

y = % + B @:,,+ ete, - B
A 'é.;, + etc, 4 C
etc. \

Subfiituendo in his expreflionibus pro u°®, v/, &’ etc. valores ca-
rum ex lII depromtos, eliminatio indefinita abfoluta erit. Et
quidem ad pondera determinanda habebimus (V)
A4 A4 A
[“a]—z(q + Q) il ol @n""“_‘@"/ﬁ"—*- etc.

Bn B?/ B/// BNI

[BB]= ’%7 -’r-@:‘u‘*‘—l- ~'§0,,,—~+etc.

_ C//I C/ 4
[yyl= T T g et
ete.

quarum formularum [implicitas nihil defiderandum relinquit. Ce-
terum etiam pro coéflicientibus reliquis [¢B], [ay], [Bv] ete.
formulae aeque fimplices prodeunt, quas tamen, quum ijlorum
vlus fit rarior, hic apponere fuperfedemus.

33
Propter rei grauitatem, et vt omnia ad calculum parata fint,
etiam formulas explicitas ad determinationem coéfficientium «,
etc. etc, hic adforibere vifum eft. Duplici

7!

A, A" etc. B, B
modo hic calculus adornari potelt, quum aequationes identicae
prodire debean't, tum fi valores iplarum u°, u', u” etc, ex III
-depromti in II [ubftituuntur, tum ex [ubllitutione valorum
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ipfacum £ 9, Qetc. ex II in III. Prior modus haec formularum
fyltemata fubminifirat;

%—-:- el =0

%; + %—:.4'-1- 4" =0

%?o—o + %.A’-;- % A+ 4"=o0

14

etc. ynde inueniuntur 4, 4", 4" etc.

GI I’
5% 4+ B'=o
mf g/’

b + 5 B4+ B"=o0
etc, vnde inueniuntur B”, B” etc.

gl/ ”—
—(-S',-,'—}-C’ =0

etc. vnde inueniuntur C” etc. Et fic porro.

Alter modus has formulas fuggerit:

Yo A" 4B =0
¢nde habetur 4"
Yo 4"+ BB + Co=o0
BB +¢ =o

vnde inueniuntur B” et 4”.
Yod" +B°B" + €°C" Do =0
BB LCC"+ D =0
€'¢” + D' =o
vnde inueniuntur C”, B”, 4”. Et fic porro.
Vierque modus aeque fere commodus eft, i pondera determina-
tionum cunctarum x, ¥, z etc. defiderantur; quoties vero e quan-
titatibus [aa], [88], [vy]etc. vna tantum vel altera reguiri-
" tur, manifefio fyltema prius longe praeferendum erit.
K e
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.

Celerum combinatio aequationum T cum IV ad easdem for
mulas perducit, infuperque caleulum duplicem ad eruendos valo
res maxime plaulibiles «, B, C etc, iplos luppeditat, puta primo

( ’ " "
{0 { s §

~ YR e &
A=~§(5—AQ}'_A @;"’/1 @‘T«T“el‘h
i’ L i/’ , él(,
B= — L '@,;-B"ﬁ‘m‘ — etc.
2’[ » i/l/‘
C= — -'@,— - C 5',7,‘ — elLc.
etc.

Calculus alter identicus elt cum vulgari, vbi [ftatuitur u® = o,
W =o, W' = o etc.

34
Quae in art. 32. expoluimus, [unt tanrummodo'cafus fpe
ciales theorematis generalioris, quod ila [e habet:
Treonena. Defignet ¢ funckionemn linearem indeterminataruin
x, v, = etc. hanc
t=fx+ gy +lz+4 ete. + 4
quae transmutata in fusnctionem indeterminatarum u°, ', u’ et. Seat
t=koul KW KW dete + K
Quibus ita fe habentibus erit K valor maxime plaufibilis ipﬁug’c,
atque pondus huius determinationis
1
TUokoke + BHK + €WK I eto.

Dem. Pars prior theorematis inde patet, guod valor maxi-

me plaufibilis ipfius ¢ valoribus u° =0, '=o, u”=o etc. relpon-
dere debet. Ad polteriorem demonfirandam obferuamus, quo-
niam 3d Q=£dx 4 9dy + {dz+ etc, atque dt =fdx 4 gdy
4 hdz + etc., efle, pro £=f, 1=g, {=h etc., independenter a
valoribus differentialium dx, dy, dz etc.

dQ =edt
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Hine vero fequitur, pro iisdem valoribus =f, y=g, {=" etc,

fieri
II

2( du + 5 -¢1u+@,,.du”+ elo. = A°du® 4- Adu

Kad" + ete
Iam facile perlpicitur, fi d=, dy, dz ete. fint ab inuicen inde-
pendentes, etiam d«®, du', da” ete., ab inulcem independentes
elle; vnde colligimns, pro £=f, =g, {=h elc. elle
we=Yoh®, ' =B, = C"A" cle
Quamobrem valor iplins L2, iisdem valoribus refpondens erit
=UOhOAC + VKK + CK'K' + eto. + I

vnde per art. ey. theorematis noliri veritas protinus demanat,

Ceterum [i transformationem functionis ¢ immediate, i, e.
absque cognitione [ublflitutionum IV, art. 32, petficere cupimus,
praefto funt formulae:

f=U0ke

g=Bok° 4 V'K

h=@Coko +-C'K + €K
etc., vnde coéflicienies ko, K, K’ etc. deinceps determinabuntur,
tandemque habebitur

K=—$h — ¥ — "k — etc.

35
Tractatione peculiari dignum eft problema fequens, tum
propter vtilitatem practicam, tum propter folutionis concinni-
tatem.

Inuenire mutationes valorum maxime plaufibiliuin incognita-
rum ab acceffione aequationis nouae productas, nec non porndera
nouarum determinationumn.

Retinebimus defignationes in praecedentibus adhibitas, ita
vt aequationes primitinae, ad pondus = 1 reductae, fint hae
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v=o, v'==0, v'=o0 elc.; aggregatum indefinitum v 4 2’0’
+ 0’0" ete. = Q; porro vt &, 4, ¢ ete. lint quotientes diffe-
veutiales partiales

dy) 4O 4Q

Tim' 34y’ Tar
denique vt ex eliminatione indefinita fequatur

w=d+ [calf+ [aBly+ [ay]d+ et l

y=B[aBlE+ [BB]#+ [Bv]E+ et ; (1)

2 =0 4 [aylé+ [By)n+IyyIe+ et )
Iam fupponamus, accedere aequationem nouam v*=o (proxime
veram, et cuius pondus =1), et inquiramus, quantas mulationes
hinc nacturi fint tum valores incognitarum maxime plaulfibiles
4, B, C etc., tum coéflicientes [ ], [aB] ete.

ete,

Statuamus ) 4 v*v* = Q%
dQ* d OQ* d Q*
ek el N e
sde T =7 ady =1 Sdz
fupponamusque, hinc per eliminationem fequi
x=d* + {aa’]E 4 [afB ] 4 [av*] ¥ et
Denique ft
v =fx + gy + hz 4 etc. +k
prodeat inde, {ubfiitutis pro =, v, z etc, valoribus ex (I),
v*=FE+ Gy H+ ete. + K
ftatuaturque Ff + G g+ Hh + etc. = w.

= g* ét(:.

Manifelto K erit valor maxime plaufibilis functionis v*, qua-
tenus ex aequationibus primitiuis fequitur, fine relpectu valoris o

. . . 1 - .
quem obfleruatio accelloria praebuit, atque — pondus iflius de-
w .

terminationis.

Iam habemus " )

E=E+ for, q*=u+ gv*, =<+ ho* et

adeoque
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FE 4 Gu¥ 4 1HOF 4 ete. + K=v*(1 4 ["f—-i—Gg-l— 4= OI:G.)
VE - Gy* + 11¢* 4 etes 4 K
14w

fine »* =
Terinde fit
w=d+[aa]f+ [aBlr+ [ay] + eten — v* (fl |
+alaB]+hlay ]+ etc)
=4 [aal &+ [«Blr + [ay] + eto. — Fo*

_ r
=d+[aa]f +aBly*+ [ay]d* + eto —-;:l_—;(FE*
+ Gy* - LI + eto. + K)

Hinc itaque colligimus
r'g - . -
A% = 4—~ ——, qui erit valor maxime plaufibilis ipfius

[ o
x ex omnibus oblernationibus;

. FF
[ea*]=[aa]— -5

1+w
adeoque pondus iftius determinationis
1
= P E
[ctet] ~ TFa

Prorfus eodem modo inuenitur valor maxime plaufibilis ipfins v,
omnibus obferaationibus fuperltructus

atque pondus huius determinationis

_ 1
- G
1681—15
et fic porro. Q. E. L

£ .

Liceat huic folutioni quasdam annotationes adiicere.

1. Subfiitutis his nouis valoribus 4%, B* C* etc,, functio
v* obtinet valorem maxime plaufibilem
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C r HI = K
A_:i-w( f+ Gg+ HL+ co )= . Kt quum

14w
indefinite [it
r G
L g -} o — —
v* = . etc,
1k w >y |+ w' g -l" + ‘+
pondus iftius determinationis per principia art, £g. ernitur

14w
= FfF Gg + Il T et f" +
Eadem immediate refultant ex applicatione regulse in fine art. o1,
traditoe; foilicet eomplexus aequationum primitivarumn praebuerat

1 . .
determinationem v* =K cum pondere = —, dein obleruatio no-
w

va dedit determinationem aliam, ab illa independentem, v¥ =0, cum
K
I w

pondere =1, quibus combinatis prodit determinatio »* =
1 .
cum pondere = " + 1

" 1L Hinc porro fequitur, quum pro x =A%, y = B¥, z=C* etc.
efle debeat £*=o, #¥=o0, {*=o etc., pro iisdem valoribus feri
[K gk hK
- ’ n: - E) g: - e
14w 14w 14w
nec non, quoniam indefinite Q= §£ (a: —~ A) 4+ 4(y —B) +
(Z.—-—C) -T* etc. + M

K wKK
= rrpuy (B G+ Hht eto) 4 M= M4

denique, quomam mdeﬁnu__e Q= Q + v*v¥,
Qx= M+ wKK + KK — M+—£(—K~—
(Fw? " (+w)? O
Ili. Comparando haec cum iis quae in art. 30. docuimus,
animaduertimus, functionem {2 hic valorem minimum obtinere,

-

quem pro valore determinato functionis v* = — — accipere poteft,

Y
~
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36,

Problematis alius, praecedenti allinis, puta

Inuejligare mutuationes valorun: maxine plauﬁbilium incogni-
taruin, a mutato pondere vnins ex obferuationibus primitivis or i
das, nec mon pondera nouarumn determinationumn
folutionem tantummodo hic adfcribemus, demonfirationem, -
quae ad inflar art. praec. facile ablolvitur, breuitalis cauffa [up.
primentes.

Supponamus, peracto demum calculo animaduerti, alicui
obleruationum pondus few nimis paruum, feu nimis magoum
tnbotum effe, e g. obfernationi primae, quae dedit =L, loco
ponderis p in calculo adhibiti rectius tribui pondus = p*. Tunc
haud opus erit calculum integrum repetere, fed commodius cor-
recliones per formulas fgquenf_es computare licebit.

Valores incognitarum maxime plaufibiles correcti erunt hi:

e — — (P*+p)ak

T T p+(pf—p) (aat B+ cy + eto)
R (PBA
Y T (= piac +bB ey + et)
P (p*—plyA

r+(p* - Plaa+bBtcy +ec)

etc. ponderaque harum determinationum inuenientur, dividendo

vnitatem relp. per

. (p*—plaa
e p+(p*—p)(aa + bB+cy 1 etc)
P—piBB
L3881 — P+ (p* - p)(aa+bB + cy +etc)
(P =p.vy

by = Pt (PF—p)(ac+bB+ ey + o)
Haec folutio imul complectitur calum, vbi péracto calculo per-
cipitur, vnam ex obferuationibus ommnino reiici debuifle, quum
hoc idem [fit ac f faclas p* =o; et perinde valor p*= « refer-‘

Claffis Mathemat. Tom. V. L
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tur ad cafum eum, vbi fequatio # =L, gnae in calenlo tam-
quam approximatla tractata erat, reuera praecilione abloluta
gaudet.

Ceterum quoties vel aequationibus, guibus caleulus fuper-
ltructus erat, plures nouae accedunt, vel pluribus ex illis pon-
dera erronea tributa eflle percipitur, computus correctivnumn ni.
mis complicatus euaderet; quocirca in tali cafu calculum ab in-
tegro reficere praeltabit,

il
\ 37. :

In art. 15,16, methodum explicanimus, obfernationum prae-
cifionem proxime determinandi *). Sed haec methodus fupponit,
errores, qui reuera occurrerini, [atis multos exacte cognitos
efle, quae conditio, [tricte loquendo, rarillime, ne dicam num-
quam, locum habebit. Quedfi quidem quantitates, quarum va-
lores approximati per obfleruationes innotuerunt, fecundum le-
gem cognitam, ab vna pluribusue quantitatibus incsgniris pen-
dent, harum valores maxime plaufibiles per methodum quadra-
torum minimorum eruere liceBit, ac dein valores quantitatum,
quae obfervationum obiects fuerant, illinc computati perparum
_a valoribus veris cifcrepare cenfebuntur, ita vt ipforum differen~
tias a valoribus obfernatis eo muaiori iure tamquam obferuatio-
num errores veros adeptare liceat, que maior fuerit harum mul.
titudo. Hanc praxin fequuti funt omnes calculatores, qui obfer-
vationum praecifionem in cafibus concretis a polieriori aeflimare
fufceperunt: fed manifefio illa theoretice erronea eft, et quam-
quam in calbus multis ad vfus practicos fuflicere pollit, tamen

: .

*) Disquiiitio de eodem argumento, quam in commentatione anteriori
( Zeitfchrift fir Afironomie und verwandte Wzﬂeu/‘chaftcn Vol. 1,
p.185.) tradideramus, eidem hypotheli circa indolem functionis
probabilitatem errorum exprimentis innixa erat, cui in Theoria mo-
tus corporum coeleffium methodum quadratorum minimorum [uper-
ftruxeramus (vid. art. g, 11l ).
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in aliis enormiter peccare potell, Summopere itaque lioc argus
mentum dignum elt, quod accuratius enodetur,

Retinehimus 'in  hac disquilitione defignationes inde aoh
art.19. adhibitus, Praxis ea de qua diximus, quantitates #, I,
Cete. tamquam valores veros ipfarum x, y, z confiderat, et pro-
in ipfas A, A’, A" etc. tamquam valores veros functionum v,
v't v’ etc. Si omnes obferuationes aequali praecifione gaudent,
ipfarumque pondus p=p’'=p" etc. pro vnitate acceptum eft, eae-
dem quantitates, fignis mutatis, in illa [uppolitione obferuatio.
num errores exhibent, vnde praecepta art. 1§, prachbent obferua-
tionum errorem medium m

AN 4+ AN+ AL+ et V_M

=V - =v =

Si obferuationum praecifio non eft eadem, quantitates — A, —~ ),
— A" etc. exhiberent obferuationum errores per radices quadra-
tas e ponderibus multiplicatos, praeceptaque art.16. ad eandem

M .
formulam - perducerent, iam errorem medium talium obfer-

vationam, quibus pondus = r tribuitur, denotantem. Sed ma.
nifeflo calculus exactus requireret, vt loco gquantitatum 3, A/,
A" etc. valores functionum v, @', ¢” etc. e valoribus veris ipfa-
rum x, ¥, z etc. prodeuntes adhiberentur, i e. loco ipfius M, va-
lor functionis 2 valoribus veris iplarum z, y, z etc. refpondens.
Qui quamquam allignari nequeat, tamen certi fumus, eum cfle
maiorem quam M (quippe qui eft minimus poflibilis ), excipiendo
cafum infinite parum probabilem, vbi incognitarum valores
- maxime plaufibiles exacte cum veris quadrant. In genere itaque
affirmare poffumus, praxin vulgarem ervorem medium iufio mi-
norem producere, fiue obferuationibus praecifionem nimis ma~
gnam tribuere, Videamus iam, quid doceat theoria rigorola,

L e
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38
Ante omnia inuefligare oportet, quonam modo M ab ohfer.
valionum erioribus veris pendeat.  Denotemus hos, vt in art, 28,
per e, &, € etc,, latuamusque ad maiorem fimpliiitatem
evp=e, €vp=¢ v p'=¢ etc., nec non
mVp=uw' vV p=u"vyp etc. =pu
Porro fint valores veri ipfarnm x, ¥, z etc. refp, 4—x° B-—yo,
C — 2° etc., quibus refpondeant valoies iplarum £, 4, ¢ ete. hi
—go, —n°, —¢° cle. Manifelio iisdeni refpondebunt valores
ipfarum 2, o, v” etc. hi —¢ — &, —¢” elo. ita vt habeatur
°o—ag4ad + a"¢ 4 ete
o =bet+ b+ + et
P=cet e + &+ et
etc. nec non
20 =aec 4 o'd 4 o' + ete
yo=PBe+ B¢+ 8¢ + ete
P =ye+ ¢ + ¢ + ete
Denique [tatuemus
Qo=cet e 4" + et .
ita vt fit {).° aegualis valori .functioiuis Q) valoribus veris iofa.
rum x, ¥, z etc. refpondenti, Hinc quum habeatur indefinite
Q=M+ (x—d4)E+(y—B)y+ (z—C) {+ elc, erit etiam
M=% —x° £° — g0 4° —2z° {° — etc.
Hinc manifeftum elt, M, euolutione facta efle functionem ho-
geneam fecundi ordinis errorum e, €, €’ etc., quae, pro diuerfis
errorum valoribns maior minorue euadere poterit.  Sed gnate-
nus errorum magniludo nebis incognita manet, functionem hanc
indefinite confiderare, imprimisque fecundum principia calculi
probabilitatis eius valorem medium allignare conueniet. Quem
e ele. relp. [feri-,
bimus mnm, w'nd, m’m” etc., producta vero ee, ee”, ¢ ¢’ etc.

inueniemus, fi loco quadratorum ee, €€, e
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omnino omittimus, vel guod idem efi, [i Toco cuiusuis quadrati
e, £, &' vete. foribimus wpu, productis ¢, s’ ¢+ elc. pror-
{us neglectis. Hoc modo e termino ° manifelio prouenit @ upu;
terminus —x© £° producet
—(aa+da +a" "+ oete) puz=—pup

et fimiliter fingulae partes reliquae pracbebunt — pyu, ita vt va-
Jor medius totalis fiat = (m=—g) ity denotante 7 multitudinem
obferuationum, g mualtitudinem incognitarum. Valor verus quidem
iplius 1, prout fors errores obtulit, maior wirorue medio fieri
potdi, fed diltrepastia ¢o minoris momenti erit, quo maior
fuerit obferuationum multitudo, ita vt pio valore approximato
iplins u accipere liceat

" M

v

@

Valor} itaque iplius u, ex praxi erromea, de qua in art. pracc.
loquud [umus, prodiens, augeri debet in ratione quantitatis
~V(7r—9) ad vV 7. ’

39

Quo clarius eluceat, quanto iure valorem fortuitum ipfins .
M medio aequiparare liceat, adhuc inueltigare oportet errorem

medivm metuendum, dum flatuimus — — = w2 m, Ifte error
) -0
3
medius aequalis eft radici qnadratae e valore medio quantitatis
(Slo — 0 O —y® 5° —2° g" — etc. — (mw—p) mm)
— 9 =

quam ita exhibebimus

<Q°-x°£°-—y 70 ~-2° 0 — etc.
- )

gil‘” o 0 &0 0 o Jo
— QO 20 £0 —y0y° — 2000 — ete. — (m—p) pp ) — put
et q_uum mamfe[to valor medins termini fecundi fiat —o res in
“eo vértitur, vt mdagemusx valarem medium functionis
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Y= (L0 = x0 £ — 499" — 22 0 — ete.)®
quo inuento et per N delignato, error medius quaclitus erit

= (yp—w)

Expreflio W euvoluta manifefllo el functio homogenea
fiue errorum e, ¢, ¢ cte,, {iue quantitatum g, &, & etc., eius-
que valor mediue inuenictur, i

1° pro biquadiatis e*, 4, €’4 etc. fubllituuntur eorum

valores medii

2° pro [ingulis productis e binis quadratis vt eeé'¢,
eee' ¢, ¢ €€’ ¢ etc. prosucta ex siplorum valoribus mediis,
puta mamn w’ wdy memand" w ndwm w wl’ et

3° partes vero reliquae, quae implicabunt vel factorem
talem e3¢, vel talem ee¢’e”’, omnino omittuntur. Valores
medios biquadratorum e, ¢/4, ¢'4 etc. ipfis biquadratis m*,
m'#, m”+ ete. ‘proportionales [upponemus (vid. art. 16), ita
vt illi fint ad haec vt »* ad u*, adeoque % denotet valorem
medium biquadratorum oblervationum talium gquarum pondus
=—1. Hinc praecepta praecedentia ita quoque exprimi poterunt:
Loco fingulorum biquadratorum &4, ¢4, &'+ ete. fcribendum erit
»*, loco fingulorum productorum e binis quadratis vt se¢ &,
cec’ e’y €€ ¢ ete., foribendum erit 4, omnesque reliqui ter-
mini, qui implicabunt factores tales vt &% ¢, vel eece's’, vel

’

e £ €' & erunt {upprimendi.
His probe intellectis facile patebit
1 Valorem medium quadrati Q.°Q° elfe wy4 4 (wm—a) ut

IL Valor medius producti gex®& fit =aav* + (d'o

4 a’d’ 4 etc.) u4, fine quoniam ag 4-a'et +a” o’ $ et =1,
=ad(V4—/.¢4)+'u4 /

Et quum perinde valor medius producti ¢ ¢ x° £° fiat =
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"o

oo (p4— ut) 4 w4, valor medius producti ¢”¢"x° 0 autem
=a’ '’ (vt = u*) 4+ u* et lic porro, patet, valorem medium pro-
ducti (ee+- & & + &' + eto.) x° £° fiue Q70 £° elle

=yt — pt o pt
Eundem valorem medium habebunt produsta 20y ©4°, (2027 70
etc. Quapropter valor medius producti 2° (2% &° +4-4° 4°
4200 - eto.) fit

=prto(mw—1)ut

III. Ne euolutiones reliquae nimis prolixge euadant, idonea
denotado introducenda erit.  Vtemur baque charactenflica 2 fenfu
aliquantum latioud quam fupra paflim factum efi, ita vt denotet
aggregatum termini, cui praefixa elt, cum omnibus [imilibus fed
non identicis inde per omnes obferuationum permutationes oriun-
dis Hoc pactc e g. habemus x° =X n¢, 2°u°=Faace
423 aa c&. Colligendo ilaque valorem medium producti
x°xO £ £° per partes, habemus primo valorem medium productx *
aosefl £l

—aanayt 4 ca(dad +a"a’ 4+ etc.) ut

—aaga{vt —u*)t+aay® Zaa
Perinde valor mredius producti o' a'e'¢ £9£° it =a'a’ o' o ‘vt — p*)
+ '« p*Zaa et fic porro, adeoque valor medius producti
oo Sance .

=t —pVZaaae + ptZaa.Zoa
Porro valor medius producti aa'ss’£° 5" fit — naa'aa',u“, vae
lor medins producti w o’ eé” £°£° perinde = e n” aa” p* etc,
vade facile concluditur, valorem medium producti £o£° T ya'es’
fieri

meutSaad d=put (Saa, e—zaaaa\ ptt—Zaaae)
His collectis habemus valorem medium producti x°x® &‘0 E°

=(vt—zu*)Zaacafept +ut Taa Taa.
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IV ITaud ablimili modo inuenitur valor medius producti

93°y° go nu

= Sabaf 4 ptZaab’' 3 +utSabd B 4+ utSaBb
Sed habetur

Yaal'f=Zaa. b3 —Xanbf

Nabd B =Xab. ZuB ~2abaf3

Tafbd =Xn3.Tbe—EaBbu
vnde valor ille medius fit, propter Tag =1, TbB =1, TaB=o,
Sbhba=0, ~

= (1t —3ut)BabaB f ut (+Zab.Zuf)

V. Quum prorfus eodem modo valor medius producti
0 2° z;'o §° fiat
=(rt—zu*)Zacay -+ u*(1+Znc.ZSay)
et fic porro, additio valorem medium producti x°&° x°é°+y 7°
+ 2° gc’ + etc.) fuppedltat
=(r*—3ut)Z(aafaa+bB+cy+ e )) + (o 1)t
+ut(Zaa.Zae +2ab.Taf + ZTac.Tay +. etc.)
=t —spt)Z(an(aa+bBtoy 4 etc)) + (p+ e )ut

. VL Prorfus eodem modo valor medius producti you° (0 £°
4 20 {° - etc.) eruitur
=@ —5u)T(bB(aa+bB+cy+ e1e)) + (g4 o) put
dein valor medius producti 20 0 (x°£° 4 y°4° + 2° {° L etc.)
=t —3ut)S(cy(aat+bBteyfetc)) 4 (o4 2) pt
et fic porro. Hinc per additionem prodit valor medius quadrati ,
“(x080 + ¥°u° 4 2°$° + etc)?
=% = 3p*) S ((aa+bB+ey+ ete)) + (oo + 2)

VII. Omnibus tandem rite collectis eruitur

N=(m—2p)v* +(mw—m—emp+ 40+ op)p* +
*—3p*) Z((aat+ 6B+ cy+ ec)?)
=(w—p)
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U

= =) (vt p?) - (=) 4 = (1% — %) (p
Z((aa+B+cy 4 etc.)?))

Error itaque medius in detcrminatione ipfius pu per for.

mulam
_ M
rp= ';‘:é‘
metuendus erit

V"' "4 v4 ""5/454 ‘
=V - —— (o~ 2((ac b cy, etc.)?
(T — =i~ Slaat b8 4oy 4 ateye )]
400
Quantitas 3 ((ae +b3 + cy -+ etc.)?), quae in exprellio-
nem modo inuentam ingreditur, generaliter quidem ad formam
fimpliciorem reduci nequit: nihilominus duo limites allignari
poffunt, inter quos iplius valor necellario iacere debet. Primo
fcilicet e relationibus fupra euolutis facile demonfiratur efle
(@a+5B+cy 4 ete)? + (ad +bB 4oy + et0)? + (ae”
+bB + ey tetc)? + etc. =aat 0B+ cy 4 et
vade concludimus, aa + b3 + cy + etc. effe quantitatem po-
ﬁtiua‘iﬁ vnitate minorem ({altem non maiorem). Idem valet de
quantitate a'a’ + ¥'3 + ¢'¢/ 4 etc., quippe cui aggregatum
(@t bB4cy + o) + (da + 58 + ¢y + ete.)?
4 (a'a” + b3 + ¢ ete)? + et
aequale inuenitur; ac perinde a”«” + 6”3”4 "¢ + etc. vni.
tate minor erit, et fic porro. Hine Z((ac +53 4+ cy + etc)?)
neceflario elt minor quam 7. Secundo habetur T (aa + 63
+cy+etc) =g, quoniam fit Taa=1, TbB=1, Tey=1 etc;
vnde facile deducitur, fummam quadratorum X ((ea 4+ b3
4 cy + ec.)?) effe maiorem quam %5—, “vel faltem non mine-

rem. Hinc terminus

Claffis Mathemat, Tem. V. M -
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vt

—— . (¢—Z((aa +-D0B4cy + etc.)?))

(m=¢)
4 4 44

. .. | P -

neceflario iacet inter limites — LAk 1 MV ek . g«, vel,

w—g m—p
. . . ph—5us vt —3ut
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Valde memorabile eft, in hvpothefi ea (art g, IIL.), cui
theoria quadratorum minimorum olim [uperfiructa fusrat, illom
terminum omninQ excidere, et ficuti, ad eruendum valorem
approximatum erroris medii obferuationum u, in omnibus calfi-
bus aggregatum A X 4+ A'A" 4+ A"A” 4 etc. =M ita tractare opor-
tet, ac i eflet aggregatum = — p errorum fortuitorum, ita in illa
hypothefi etiam praecilionem ipfam huius determinalionis aequa-
lem fieri ei, quam determinationi ex m —g erroribus veris tri-
buendam efle in art. 15. inuenimus,




