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THEORIA
RESIDUORUM BIQUADRATICORUM

AVCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS.

COMMENTATIO PRIMA

SOCIETATI REGIAE TRADITA 4825, APR. &

1.

Theoria residuorum quadraticorum ad pauca theoremata fun-
damentalia reducitur, pulcherrimis Arithmeticae Sublimioris ci-
meliis adnumeranda, quae primo per inductionem facile detecta, ac
dein multifariis modis ita demonstrata esse constat, vt nihil am-
plius desiderandum relictum sit, i

Longe wvero altioris indaginis est theoria residuorum ecubico-
rum et biquadraticorum. Quam quum inde ab anno 1805 perscru.
tari coepissemus, praeter ea, quae quasi in limine sunt posita, non-
nulla quidem theoremata specialia se obtulerunt, tum-propter sim.
plicitatem suam, tum propter demonstrationum difficultatem valde
insignia: mox vero comperimus, principia Arithmeticae hactenus
vsitata ad theoriam genetalem stabiliendam neutiquam sufficere,

D2
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quin potius hane necessario postulare, vi campus Avithmeticue Sul~
limioris infinities quasi promoucatur, quod quomodo intelligendum
sit, in continuatione harum disquisitionum elavissime clucehit. Quun-
primum hune campum nouum ingressi sumus, aditus ad coguilio-
nem theorematum simplicissimorum totam  theoriam exhaurientium
per inductionem statim patuit: sed ipsorum demonsirationes lam
profunde latuerunt, vt post multa demum tenlamina irvita tandem
in lucem protrahi potuerint. '

Quum iam ad promulgalionem harum lucubrationum accinga-
mur, a theoria residuorum biguadraticorum initium [aciemus, et
quidem in hac prima commentatione disquisiliones eas explicabi-
mus, quas iam cis campum Arvithmeticae amplialum absoluere li-
cuit, quae illue viam quasi sternunt, simulque theoriae diuisionis
circuli quaedam noua incrementa adiungunt.

2.

Notionem residui biquadratici in Disquisitionibus Arithmeti-
cis p. 113 introduximqs: scilicet numerus integer @, positiuus seu
negatinus, integri p residuum biquadraticum vocatur, si @ secun-
“dum modulum p biquadrato congruus fieri potest, et perinde non-
residuum biquadraticum, si talis congruentia non exstat. In ommi-
bus disquisitionibus sequentibus, vbi conirarium expressis verhis
non monetur, modulum p esse numerum primum (imparem positi-
vum) supponemus, a?q’ue a per p non diuisibilem, quuu omnes
casus reliqui ad hunc facillime reduci possfnt.

3.

Manifestum est, omne residuum biquadraticum numeri p eius-
dem quoque residuum quad‘raticum esse, et proin omne non-resi-
duum quadraticum etiam non -residuum biquadraticﬁm. Hanc pro-
positionem etiam conuertere licet, quoties p est numerus primus
formae 4n+43. Nam si in hoc casu « est residuum quadraticum
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ipsius g1, statuamus @ = 06 (mod. p), vhi 6 vel pesidunm quadre
ticum ipsius p erit vel non-residuum: in ecasu priori staluemus

bz=ce, vnde « == ¢4, i e. a et residuun biquadraticum ip-
sius g3 in casu posteriori — b fict residuum quadvaticum ipsius p
(quoniam — 4 est non-residuum cuiusuis numeri primi formae

4n 4 3), faciendoque — & == c¢c, erit vtantea a =
« residuum biquadraticum ipsius p.  Simul facile perspicictur, alias

¢4, alque

solutiones congruentiae w4 == a (mod. p), praeter has duas »== ¢
et ¥ = == ¢ in hoe casu non dari. Quum hae proposiliones ob-
viae integram residuorum hiquadraticorum theoriam pro modulis pri-
mis formae 47 - 3 exhauriant, tales modulos a disquisitione no-
stra omnino excludemus, siue hanc a(l modulos primoes formae

41 4 1 limitabimus,

4.

Existente itaque p numero primo formae 47z -~ 1, proposi-
tionem art. pracc. conuertere non licet: nempe exstare possunt re-
sidua quadratica, quae non sunt simul residua biquadratica, quod
euenit, quoties residuum quadraticum congruum est quadrato non-
vesidui quadratici. Statuendo enim @ = bb, existente b non-re-
siduo quadratico ipsius p, si congruentiae x4 == ¢ satisfieri posset,
per valorem x== ¢, foret ¢4 == bJ, siue productum (cc — b) (cc + b)
per p diuisibile, vnde p vel factorem cc — & vel alterum cc-- ¢
metiri deberet, i,e. vel 4- & vel — & foret residuum quadraticum
ipsius p, et proin vterque (quoniam ~—4 est residuum quadrati-
cum) , contra hyp:

Omnues itaque numeri integri per p non diuisibiles in tres
classes distribui possent, quarum prima contineat residua biquadra-
tica, secunda non.residua biquadratica ea, quae simul sunt residua
quadratica, tertia non-residua quadratica. Manifesto sufficit, tali
classificationi solos numeros 1, 2, 3..... p — 1 subiicere, quorum

’
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semissis ad classem lertinm reduceretur, dum altera semissis inter
classem primam et secundam distribuerctur.

5.

Sed praestabit, quatuor’ classes stabilire, quarum indoles ita
se habeat.

Sit .4 complexus omnium residuorum biquadraticorum ipsius
p. inter 4 et p~1 (inclus.) sitorum, atque ¢ non-residuum (ua-
draticum ipsius p ad arbitrium electum, Sit porro B complexus
residuorum minimorum posilivorum e productis ¢4 secundum mo-
dulum p oriundorum, et perinde C, D resp. complexus residuo-
rum mininiorum positivorum e productis eed, e? A secundum
modulum p prodeuntium.  His ita factis facile perspicitur, sin-
gulos numeros B inter se diuersos fore, et perinde singulos C, nec
non singulos D; cifram autem inter omnes hos numeros occurrere
non posse. FPorro patet, omnes numeros, in ./ et C conlentos,
esse residua quadratica ipsius p, ommes autem in B et D non-re-
sidua quadratica, ita vt certe complexus «, C nullum numerum
cum complexu B vel D communem habere possint. Sed etiam
neque 4 cum C, neque B cum D vllum numerum communem
habere potest. Supponamus enim

L. numerum aliquem ex ., e.g. a etiam in C inueniri, vbi prod-
ierit e producto eed ipsi congruo, existente & numero e com-
plexu £ Statuatur ¢ = a4, o = o4, accipiaturque integer @
ita, vt flat @« = 1. His ita factis erit
= 44, adeoque multiplicando per @4,
‘ee = a* @4

i. e. ee residuum biquadraticum, adeoque e residuum quatlra/ticum,
contra hyp. ‘

eceq'+

1I. Perinde supponendo, aliquem numerum complexibus B, D
communem esse, atque e productis ea, e®c’ prodiisse, existenti-
bus ¢, ¢ numeris e complexu ., e congruentia ea = e3d se-
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querelur ¢ = ced, ndeoque Laberetur numerus, qui ¢ producto
ced oriundus ad C simulque ad 4 perlinerct, quod impossibile
esse modo demonstrauimus.

Porro facile demonsteatur, omnic residua quadratica ipsius D
inter 1 et p~—1 incl sita, necessario vel in Z vel in C, omnia-
que non-residua quadratica ipsius p inter illos limites necessario
vel in 22 vel in 1D occurrere debere. Nam

[. Omne tale residuum quadraticam, quod simul est residuum
biquadralicum, per hyp. in . inuenitur.

\ II. Residuum quadraticum 7, (ipso p minus), quod simul
est non residutim biquadralicum, staluatur = gg, vhi g erit non-
residuum quadralicum. Accipiatur integer gy talis, vt fiat ey = g,
eritque ¢ residuum quadraticum ipsius p, quod statuemus = £#%.
Hine erit

h = gg = eecyy = eck?

Quare quum residuum minimum ipsius £4 inueniatur in .4, nume-
rus %, quippe qui ex illius producto per ee oritur, necessario
in C contentus erit,

I1I. Designante /2 non-residuum quadraticum ipsius p inter
limites 1 et p — 1, eruatur inter eosdem limites numerus integer g
talis, vt habeatur eg = 4. Erit itaque g residuum quadraticum,
et proin vel .in 4 vel in C contentus: in casu priori /2 manifesto
inter numeros B, in posteriori autem inter numeros [) inuenietur.

Ex his omnibus colligitur, cunctos numeros 1;9,3.... p — 1
inter quatuor series 4, B, C, D ita distribui, vt quiuis illorum in
vna harum reperiatur, vnde. singulae series 1(p — 1) numeros con-
tinere debent. In hac classificatione classes .7 et C quidem nume-
ros suos essentialiter possident, sed distinctio inter classes B et D
eatenus arbitraria est, quatenus ab electione numeri ¢ pendet, qui
ipse semper ad B referendus est; quapropter si eius loco alius e
classe D adoptatur, classes B, D inter se permulabuntur.
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Quum — 4 sit residunm  quadraticum ipsiug p, slaluamus,
-4 =) (mo(l.p), vide quatuor radices congraentiae a4 274 erunt
1, /s — 4, — [0 Quodsi iluque « est residuum biquadralicum ip-
sius p, puli Z=et, qualuor radices congruenlige a4 == ¢ erunt

[

@y Joy — ety = Sty quas inler se iucongruas esse facile perspi-
citur. Iline patet, si colligantur residua minima positiua biquadra~
torum 4y 416, 815 256 «... (p = 4)%, quaterna scmper aequalia
fore, ita vi I(p — 1) residua biquadralica diuersu habeantur com-
plexum .« formantia.  Si residua minima biquadratorum vsque ad
(4p — &)+ tantum ‘colliguntur, singula bis aderunt.

7.

Productum duorum residuorum biquadraticorum manifesto est
residunm biquadraticum, siue e multiplicatione duorum numerorum
classis ./ semper prodit productum, cuius residuum minimum posi-
tiuum ad eandem classem pertinet. Perinde producta numeri ex B
in numerum ex I, vel numeri ex C in numerum.ex C, habebunt
residua sua minima in 4.

In B autem cadent residua productorum 4.5 et €.D; in C
residua productorum 4.C, B.B et D.,D; denique in D residua
productorum 4.D et B.C.

Demonstrationes tam obuiae sunt, vt sufficiat, vnam indica-
visse. Sint e. g ¢ et d numeri ex C et D,  atque ¢ = cec,
d = e3¢, denotantibus @, ¢ numeros ex 4. Tunc e4ad erit
residaum biquadraticum, i.e. ipsius residuum minimum ad .4 refe-
retur: quare quum productum cd fiat = e.e4ad), illius residuum
minimum in B contentum erit.

Simul facile iam diiudicari potest, ad quamnam classem re-
ferendum sit productum e pluribus factoribus.  Scilicet tribuendo
classi 4, B, C, D resp. characterem 0, 1, 2, 3, character pro-
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dueti vel uggreguto characterum singnlormm factorum acqualis erit,
vel cius residuo minimo secundum modulum 4.

8,

Operac pretium visum est, hasce proposiliones elementares
ubsque adminiculo theorize residuorum potestalum cuoluere (fua
in auxilium vocata omnja adhue wulto facilius demonstrare licet,

Sit g radix primiliva pro modulo p, i. e. numerus talis, vt
in serie potestalum ¢, gg, g8 ..., nulla anle hanc g7 —* wvaitati
secundum modulum p congrua euadat. T'unc residua minima po-
sitiua numerorum 4, &, g8, 8% +e0s gP — 2 praeter ordinem cum
his 1, 2, 3..... p—1 conuenient, et in quatuor classes sequenti
modo distribuentur:

ad | residua minima numerorum

A ) 4, 8%, 8% g% ... gr—s
B ~8, 8% &% g% ... g "
C | g8 8% g% & e g7 T
D g%, g7, g%, g'S ... gP—>2

Hinc omnes propositiones praecedentes sponte demanant.

Ceterum sicuti hic numeri 1, 2,3 ... p~— 1 in quatuor
classes distributi sunt, quarum complexus per 4, B, C, D desi-
gnamus, ita quemuis integrum _per p non diuisibilem, ad normam
ipsius residui minimi secundum modulum: p, alicui harum classium
adnumerare licebit. \ »

. 9.
Denotabimus per / residuum minimum potestatis g3? — 9 se-
cundum modulum p, vnde quum fiat /' = g7 =2 = — 1 (Dis-

guiss. Aritlun. p. 59), patet, characterem f hic idem significare,
quod in art. G. Potestas g&2® — ¥ itaque, denotante A integrum
positiuum, congrua erit secundum modulum p numero 1, f, — 1, —/,
prout A formae 4m, 4m44, 4m-+4+ 2, 4m-+ 3 resp., siue prout

- Classis Mathem. Tom. VI, E
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residuum minimum ipsius g* in .7, 12, C, D vesp. veperitur. Minc
nanciscimur criterium  persimplex ad diludicandum, ad quam clas-
sem numerus datus /2 per p non diuisibilis reforendus sit; pertine-
bit seilicet /4 ad o/, B, C vel D, prout potestas LW~ gecun-
dum modufum p numero 1, /', — 1 vel — f congrua euadit,

Tamquam corollarium hine sequitur, ~—4 semper ad classem
< referrt, quoties p sit formae 8724, ad classem C vero, quo-
lies p sit formae 87 -4 5, Demonstratio huius theorematis a theo-
ria residuorum potestatum indei)endens ex ils, quae in Disquisitio- '
nibus Arithmeticis p, 114 docuimus, facile adornari potest.

10.

Quum omnes radices primitivac pro module p prodeant e re-
siduis potestalum g*, accipiendo pro A omnes numeros ad p — 4
primos, facile perspicitur, - illas inter complexus B et D aequaliter
dispertitas fore, basi g semper in B contenta. Quodsi loco numeri
g radix alia primitiva e complexu 5 pro basi aceipitur, classifi-
catio eadem manebit; si vero radix primitiua e complexﬁ D tam-
quam basis adoptatur, classes I3 et D) inter se permutabuntur,

Si classificatio criterio in art. praec. prolalo superstruvitur,
discrimen inter classes B et [ inde pendebit, vtram radicem .con-
gruentiae wx == — 1 (mod. p) pro numero characteristico f ado-
ptemus,

11. ,

Quo faciling disquisitiones subtiliores, quas iam aggressuri

sumus, per exempla illust/r\ari possint, constructionem classium pro

omnibus modulis infra 100 hic apponimus. Radicem primitinam
pro siugulis minimam adoptauimus.
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P =41
g=0, =32
1,45 10, 406, 48, 23, 25, 34, 87, 40
0, 44, 15, 47, l‘), 227 24, 206, 27, 35
25 5, 8, 9, 20, 21 » 33, 306, 39
3, 7y A1, 12, 13: «\» 29, 30, 34, 38

p =353
g=2,/=30
11 10, 13, 15, 167 24, 28, 36; 425 44 /16; 47, 49
> 3 19, 20, 26, 30, 31, 32, 35, 39, 41, 45, 48
4; 6, 7, 9y 41, 17, 25, 29, 37, 38, 40, 43, 52
5, 8 12, 14, 18, 21, 22, 23, 27, 33, 34, 50, 51

p =01
, f= _31 ,
1,9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 38
2,7, 18; 23, 24, 26, 30, 32,-33, 40, 44, 50, 51, 53, 55
3,4, 5, 14> 19, 27, 306, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60

1,9 4,8, 9,16, 18, 32, 36, 37, 44, 55, 57, 64, 65, 69,
71, 72
5y 7, 10, 14, 17 20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 53, 56, 50,
63, 66, 68 )
3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 275 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54,
61, 67,70
14, 13, 15, 215 22, 26, 29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51,

52, 58, 60, 62

0, 8, 10, 11, 17, 21, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 43, 54, 59

v
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P =89
1 =3, J = 34
A - 1, 2,4, 8, 44, 16, 22, 25y 32, 39, 44, 45, 50, 57, 64, 67
73,78, 81, 85, 87, 88
Vs 3; 61 7; 12,- fl/lu 237 241 28) 337 4.’19 43; 46; /18) 56; 61;

65, GG, 75, '7'7, 82, 83, 80
J, 9: 10: 177 18: 20, 2, 317 36; ’10, 492 47: 49; 53: ));

68, 69> 71, 72, 79, 80, 84
D | 13, 15, 19, 26, 27, 20, 30, 31, 35, 37, 38, 51, 52, 54,
58, 59, 60, 62, 63,70, 74, 76
= 97
g = 5, S=22
A | 1, 4, 6,9, 16,22, 24, 33, 35, 36, 43, 47, 50, 54, 61, 62,
64, 73, 75, 81, 88, 91, 93, 96
B | 5,13, 14, 17, 19, 20, 24, 23, 29, 30, 41, 45, 52, 56,67,

08, 74,76, 77, 78 80, 83, 84, 92
27 3) 8) :[1) 12) 18: 25: 27; 317 32; 44; 48) 49: 53; 657

60,70, 72579, 85, 86, 89, 94, 95
D | 7,10, 15, 20, 28, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 46, 51, 35, 57,
58, 59, 60, 63, 69, 71, 82, 87, G0

12. .

Quum numerus 2 sit residuum quadraticum omnium numero-

rum primorum formae §7 +4-1, non residuum vero omnium formae
8n+ 5, pro modulis primis formae prioris 2 in classe A vel C,
pro modilis formae posterioris in classe B vel D inuenietur. Quum
discrimen inter classes 3 et D) non sit essentiale, quippe quod
tantummodo ab electione numeri f° pendet, modulos formae 8§74 5
aliquantisper seponemus. Modulos formae §n -1 autem zrzduciw~-‘
ui subiiciendo, inuenimus 9 pertinere ad 4 pro p = 73, 89, 113,
933, 257, 284, 337, 353 elc.; contra 2 pertinere ad C pro
P =17, 41, 97, 137, 193, 241, 313, 401, 409, 433, 449, 437 etc,,

. <
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Ceterum quum pro modulo primoe formac §n 4 4 numerus
— 4 sit residuum biguadeaticum, patet, — 2 semper cum -+ 2 ad
eandem classem relprendum esse.

13

Si exempla art, praee, inter se comparaniur, primo saltem
aspectu criterium nullum simplex se offerre videlur, per quod mo-
dulos priores a posterioribus dignoscere liceret,  Nihilominus duo
huiusmodi eriteria dantur, elegantia et simplicitate perinsignia, ad
quorum alterum considerationes sequentes viam slernent,

Modulus p, tamquam numerus primus formae § -4, reduci
poterit, et quidem vnico tlantum modo, sub formam aae 4200
(Disquiss. Arithm. p. 220); radices a, b positiue accipi suppone-
mus. Manifesto ¢ impar erit, b vero par; statuemus autem & = 9> c,
ita vt c¢ sit impar, lam obseruamus

I. quum habeatur p = aa (mod. ¢) ipsum p esse residuum
quadraticum ipsius ¢, et proin etiam singulorum factorum prime-
rum, in quos ¢ resoluitur: vicissim itague, per theorema funda-
mentale, singuli hi factores primi erunt residua quadratica ipsius p,
et proin etiam illorum productum c erit residuum quadraticum ip-
sius p. Quod quum etiam de numero 2 valeat, patet, b esse re-
siduum quadraticum ipsius p, et proin b0, nec mon — b0, resi-
duum biquadraticum.

fI. Hinc — 200 ad eandem classem referri debet, in qua
inuenitur numerus 2; quare quum @@ = — 92 bb, manifestum est,
2 vel in classe ., velin classe C inueniri, prout a sit vel residuum
quadraticum ipsius p, vel non-residuum qradraticum,,

LIl. TYam supponamus, a in factores suos primos resolutum
esse, e quibus ii, qui sunt vel formae 8m 41 vel 8m-7, deno-
tentur per ¢, oy o’ ete., ii vero, qui sunt vel formae 8m 43 vel
Bm‘—{—5, per (3,/3,/3” etc.: posteriorum multitudo sit = px.  Quo-
niam p = 246 (mod. @), erit p residuum quadraticum eorum fa-
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clorum primorum ipsius ¢, quorum residuum quadraticum est 2, i e,
faclorum e, ¢’ " ete.; non-residuum quadraticum vero factorum
corum, quorum non-residuum quadraticun est 2, i, c. factorum
B, B, 3" et Quociven, vice vorsa, per theorema fundanientale,
singuli «, o, o ete. erunt vesidua quadralica ipsius p, singuli
B, B, B" elc. autem non-residua quadratica, Ex his itaque con-
oluditur, productum « fore residuum quadraticum ipsius p, vel non-
residuum , prout u par sit vel impar.

IV. Sed facile confirmatur, productum omnium ¢, o, c” ete.
fieri formae §/m -4 vel 8m 47, idemque valere de producto om-
nium 3, B, 3" ete., si horum multitudo fuerit par, ita vt in hoc
casu ctiam produclum a necessario ficri deheat formae 841 vel
8m+47; contra productum omninm (3, 3, B” ete., quoties ipso-
rum mullitudo impar sit, fieri formae 8m -+ 3 vel §m 5, idem-
que adeo in hoc casu valere de producto a,

Ex his omnibus ilague colligitur theorema elegans:

Quoties a est formae §in-+4 vel 8m-'7, nuwmerus 2 in
complexw A contentus erit; (jzwlies vero a est formae m--3
vel 8m-=5, numerus 2 in complexy C inuenielur.

Quod conlirmatur per exempla in art. praec. enumerata; prio-
res enim moduli ita discerpuntur: 73 =1+42.36,80=81 +2.4,113
= 81 + 2.16, 233 = 225 4+ 2.4,257 = 225 + 2. 16, 281
"= 81+ 2.100, 337 = 49 + 2.144, 353 = 225 4+ 2.64; posterio-
res vero ita: 417 = 9 4+ 2.4, 41 = 9 + 2.16, 97 =25+ 2.30;
137 = 9 4+ 2.64, 193 = 424 + 2.36, 241 = 469 4+ 2 . 30;
313 = 25 4-2.144, 401 =9 + 2.496, 409=121 + 2. 144
433 = 361 + 2.30, 449 = 441 + 2.4, 457 =169 + 2 . 144.

. 14.
Quum discerptio numeri p in_quadralum simplex et duplex
nexum tam insignem cumtc]assiﬁcatione numeri 2 prodiderit, ope-
rae pretium esse videtur {entare, num discerptio in duo quadrata,
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eui numerum p acque obnoxium esse constat, similem forte suc-
cossum suppeditet.  Eeee itaque discerptiones numervorum p, pro
quibus 2 pertinet ad classem

A C
O+ 01 1416
25 4+ 04 25+ 16

49 + 64 84416
169464 | 124 4+ 16
142561 494144
25+ 250 | 2254 16
844256 | 169+ 144
289 + 64 1 4400
0+ 400
289 4 144
49 + 400 i
441416 g

Ante omnia obseruamus, duorum quadratorum, in quae p

discerpitur, alterum impar esse debere, quod statuemus = ac, al-
terum par, quod statuemus = 00, Quoniam a« fit formae 8n41,
patet, valoribus impariter paribus ipsius & respondere valores ip-
sius p formae 8745, ab inductione nostra hic exclusos, quippe
qui numerum 2 in classe BB vel D haberent. Pro valoribus antem
ipsius p, qui sunt formae 871, D esse debet pariter par, et si
inductioni, quam schema allatum ob oculos sistit, fidem habere li-
"cet, numerus 2 ad classem 7 referendus erit pro omnibus modulis,
pro quibus b est formae 872, ad classem C vero pro omnibus mo-
dulis, pro quibus & est formae 8724 4. Sed hoc theorema longe
altioris indaginis est, quam id, quod in art. praec. eruimus, de-
monstrationique plures disquisitiones praeliminares sunt praemitten-
dae, ordinem, quo numeri complexuum 4, B, Cy; D se inuicem
sequuntur, spectantes. . :

' 15.
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15.

Designemus multitudinem numerorum e complexu .7, quos im-
mediate sequitur numerus e complexn /, 3, C, I resp., per
(00), (01)> (02)s (03)5 perinde multitudinem numerorum e com-
plexu £, quos sequitur numerus e complexu A, f2, C,
vesp. per (10), (14), (42), (43); similiterque sint in comple-
xu € resp. (20), (21), (22), (23) numeri, in complexu D vero
(30), (381), (32), (33) numeri, quos sequitur numerus e complexu
A, B, C, D. Proponimus nobis, has sedecim multitudines a priovi de-
terminare, Quo commodius lectores ratiocinia generalia cum exemplis
comparare possint, valores numericos terminorum schematis (i)

(00), (01), 02), (03)
(10)s (1), (12), (13)
(20), (21), (22), (23)
(30), (31); (32), (33)
pro singulis modulis, pro quibus classificationes in art. 14 tradidi-
mus, hic~ adscribere visum est.
p=5 p=37 | p=173
0,141,002 1,2 45,06, 4 2
0,0, 0112 2, 4,1 6;2)5’ 5
0,070;0 Ql Q;Q;Q 47 5: 47 5
0,0 1,0(2,4,1,212,5, 5, 6

p =143 P =41 pP= 89y

0;1,2,0(0, 4, 3,213,8 6, 4
1,1, 0, 114, 2,2, 2184, 5, 5
0,1,0,1]3, 2,38 2{6,5 6,5
1,0, 1,112,2, 2,44 5 5,8

p =47 | p =353 p=97
0,214,012 36,212 6,7,8
2,0,4, 1[4 4 2 36,8 55
14,1, 112 4,2, 47,5 7,5
0,4, 1, 24,2 3, 4(8 5 50

p=29 { p= 0

2,30 24 326
1,4,2, 313 3, 6, 3
Q; 1; 27 1 4} 3) 4: 3
1, 2,3, 1'3 6, 3, 3

Classis Mathem, Tom. VI, . . F
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Quum moduli formae 81244 et 8245 diuerso modo se ha-
heant, virosque scorsim traclare oportet: a priovibus initium fa-
cicnus,

16.

Character (00) indical, quot modis diuersis acquationi ce - =
satislieri possit, denelantibus &, o indefinite numeros e complexu
«. Quum plo modulo formae 87 -1, qualem hic subintelligimus,
« et p—¢ ad eundem complexum pertineant, concinnius dice-
mus, (00) exprimere multitudinem modorunt diuersornm, aequa-
tioni 4 44 a'=p, satisfaciendi: manifesto huius aequationis vice

. . ! — .
etiam congruentia 1+« -+« =0 (mod. p) fungi potest.

Perinde (04) indicat multitudinem solutionum congruentiae
14 a4+ B3 = 0 (mod. p); (02) multitudinem solutionum congruen-
tiae 4 +c + ¢ = 0; (03) multitudinem solutionum congruentiae
14+ 3= 0; (41) muliitudinem solutionum congruentiac
14 B 43 = 0 etc., exprimendo indelinite per 3 et (' numeros
e complexu B, per ¢ numeros e complexu C, per ¢ numeros e
complexu 7). Hinc statim colligimus sex aequationes sequentes:

(01)=(10), (02)=(20), (03)"(30): (42) = (21), (13)=(31),

(23) = (32).

E quauis solutione data cand'ruentiae 1 {-.a-]-B“O dema-
nat solutio congruentiae 1-}-3-’,—3 = 0, accipiendo pro § nume-
rum inter limites 4 .... p—41 eum qui reddit 33—1 (qm ma-
nifesto erit e complexu D), et pro ¢ residuum minimum positi-
vum producti ¢4 (quod itidem erit e complexu D); perinde pa-
tet regressus a solutione data congruentiae 1 4+0+4+d=0 ad so-
lutionem congruentiae 1+ﬁ+ B=0, si B accipitur ita, vt fiat
Bd=1, simulque statuitur ¢ =34’. Hinc concludimus, vtram-
que congruentiam aequali solutionum multitudine gaudere, siue esse

(01) = (33)-
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8imili modo e congruentia 4 4 o 4+ ¢ = 0 deducimus
¥y + 1=0, st ¢ accipitur ¢ complesu C ita vt fit yo/=1,
atyue ¢ ox eodem complexu congruus producto ce/. Vnde fu-
cile colligimus, las duas congruentias ucqualem solutionum mul-
titudinem admillere, siue esse (02) = (22)

Perinde e congruentia 4 + ¢t - d==0 deducimus B+ 3+ 1==(),
accipiendo 3, 3 ita vt fiat Bd=4, Buz=§" eritque adeo
(03) = (14)

Denique e congruentia 4 -4 B3-+¢==0 simili modo tum con.
_gruentiam d -1+ 3'=0, tum hanc ¢+ &'+ 1=0 derivamus,
atque hine concludimus (12) = (1.3) = (23).

Nacti sumus itaque, inter sedecim incognitas nostras, vnde-
cim aequationes, ita vt illae ad quinque reducantur, schemaque &
ita exhiberi possit:

hy i, k, I
i, L m, m
ky my Kk, m
l,-m, m, 1

Facile vero tres nouae aequationes conditionales adiiciuntur.
Quum enim quemuis numerum complexus ., excepto vltimo p—1,
sequi debeat numerus ex aliquo complexuum .7, B, C vel /),
habebimus

(00) + (01) +(02) +(03) = 27 — 1
et perinde
(10) + (11) + (12) + (43) = 27
(20) + (21) + (22) + (23) = 27
(30) + (31) + (32) + (83) = 2~
In signis modo introductis tres primae aequationes suppedita};t:
hd ikl =2n—=1
i+ I+ 2m=2n
k4+m=n
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Quarta cum sccunda fit identica.  Adinmento harum aequationum
tres incognitarum  ecliminare licet, (uo paclo omnes sedecim ian
ad duas reductac sunt,

17.

Vi vero delerminalionem completam naneiscamur, inuestigare

conueniet multitudinem solutionum congruentiae
4 4+a+ B4y =0 wd p)
disignantibus e, (3, < indelinite numeros e coniploxibus Ay B, C
Manifesto valor ¢ = p ~— 4 non est admissibilis, quum lieri nequeat
(34 ¢ = 0: substituendo ilaque pro ¢ deinceps valores reliquos,
prodibunt 7, %, ky ¢ valores ipsius 14 ad 4, B, C, D resp.
pertinentes, Pro quouis autem valore dato ipsius 1+ ad A
pertinente, puta pro 1+« =a®, congruentia «° 4 3+ ¥y =0 to-
tidem solufiones admittet, quot congruentia 14 3+ ¢ =0 (sta-
tuendo scilicet B3 =u°B', y=a°¥), i e. solutiones (12) = .
Perinde pro quouis valore dato ipsius 14« ad 5 pertinente, pu-
ta pro 1 - ¢ =(3°, congruentia (3°-+ B4 y==0 totidem solutio-
nes habebit, quot haec 1+ o'+ 3'=0 (scilicet statuendo 3==3°",
»=f°8"), i. e. solutiones (01) = i Similiter pro quolibet valo-
re dato ipsius 14« ad C pertinente, puta pro 1 +x=g°, con-
gruentia ¢° 4 (3 + ¢ ==0 totiden modis diuersis solui poterit, quot
haec 144+ «'=0 (nempe statuendo B=y°J, Yy=¢°d), i e
solutionum multitudo erit (03) = /.  Denique pro quouis valore
dato ipsius 4+« ad D pertinente, puta pro 1 4 a«=4°, congruen-
tia §°+ 34y ==0 totidem solutiones-habebit, quot haec 1+ +4'=0
(statuendo B==4°¢/, y==4°¢8), i. e. (23) = m solutiones. Om-
nibus itaque colleetis, 'patet, cofngruentiam 1+a+6+75‘0
admittere
hm 4 ii +kl+Im

solutiones diuersas.

~
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Prorsus vero simili modo eruimus, si pro (3 singuli deinceps
vumeri complexus # substitnantur, summam 4 <4 3 obtinere resp.
(10)s (11)5 (12), (13) siue i, £y wm, e valoves ad A, B3, C, J)
perlinentes, et pro quouis valore dulo ipsius 1 43 ad hos cow-
plexus perlinente, congruentiam 1 4B+ ¢==0 resp. (02),
(31)» (20), (13) siue &, m, &, m solutiones diuersas admittere, ita
vt multitudo ommium solutionum fiat

=ik b A b - mm
Ad eundem valorem percducimur, si euolutionem considerationi valo-
rum summae 1 4 ¢ superstruimus.

18.
Ex hac duplici eiusdem multitudinis expressione nanciscimur

aequationem :

0=/ im ii 4 ki o= il =k — mm
atque hinc, eliminando /2 adiumento éequationis hem Qe =1,

L0 =@F—m)? A+ i+ kL — ik =Kk —m

Sed duae aequationes vltimae art. 4G suppeditant b= 1 (! + i),
quo valore substituto i+ £/ — ik — kb transit in L (/—§)°,
adeoque aequatio praecedens, per 4 multiplicata, in hanc

0=4 Gk —m)® 4+ ((—10)2 = 4m /
Hine, quotiiam 4m = 2 (k4 m) — 2 (k—m) = 2n — 2(k=—1m),
sequitur .
2n = 4 (b—m)? + 2 (k—m) + ({— )2
siue

8n+1 = (4 (k=m)+ 1) + 4 ({—i)*
Statuendo itaque

4(k—m) +1=a, 20 —2i=0-
habebimus

p=aa-+ 0b

Sed constat, p vnico tantum modo in duo quadrata discerpi

posse, quorum alterum impap accipi debet pro @a, alterum par
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pro bh, ia vt e, 0 O sint numeri ex asse determivali,  Sed etiom
« ipse erit numerus provsus detorminatus; vadix enim quadrali po-
sitiue aceipi debet, vel negalive, prout radix positiva est formae
A M A1 vel 4 4 3. De determinalione signi ipsius & mox
loquemus,
lam combinatis his nouis aequationibus cam {ribus vltimis art.
46, quinque numeri ly iy ky 1y m per a, b et n penitus determi-
nantur sequenti modo:
S8h = 47 == 3 =5
8i 4n 4 @ — 20 — {
84 4n 4 a — 1
8! = 4n 4+ a4+ 20— 1
Sm = 4n — a 4+ 4
Si loco ipsius 7 modulum p introducere malumus, schema &,

singulis terminis ad euitandas fractiones per 416 maltiplicatis, ita
se habet:

Pl

p— 6a— 11 P 2a=—4b=—3\p+ 2a—3p+ 2a+ 40— 3
pA2a—40—3|p+42a-+4b—3p—2a+1p—2a+1

p+20—3 ’ p—2a+1 p+2a—3|p—2a+1
p+ 2a44b —3lp—2a 41 p—2a-+1|p 4+ 2a—4b—3
19.

Superest, vt signum ipsi & tribuendum assignare doceamus.
Tam supra, art. 10, monuimus, distinctionem inter complexus B et
D, per se non essentialem, ab electione numeri f pendere, pro
quo alterutra radix congruentiae xx = — 1 accipi debet, illasque
inter se permutari, si loce alterius radicis altera adoptetur. lam
quum _ inspectio schematis modo allati doceat, similem permuta-
tionem cum mutatione signi ipsius b cohaerere, praeuvidere li-
cet, mexum inter signum ipsius &, atque numerum jf exstare de-
bere. Quem vi cognoscamus, ante omnia obseruamus, si, deno-
tante y integrum non negatiuum, pro z accipiantur omnes numeri
15 25 3....p— 1, fieri secundum modulum p; vel Tz« = 0, vel
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S == =4, prout y vel non-diuisibilis sit per p--4, vel diui-
sibilis,  ars posterior theorematis inde patet, quod pro valore
ipsius u per p — 4 diuisibili, habelur z# = 4: partemn priorem ve-
ro ita demonstramus.  Denotante g rvadicem primilivam, omnes z
conuenient eum residuis minimis omnium g7, accipiendo pro y om-
nes numeros 0, 4, 2, 3+..0p=—2, eritque adeo X zr == Zgw .
Sed fit

g =1) = 4

Zgw = » adeoque

g —1
(gr — 1) Dze == gr(p=1) =4 == Q.
Hine vero scquilur, quoniam pro valare ipsius p per p—1 non-
diuisibili g» ipsi 4 congruus sive g ~= 1 per p diuisibilis esse ne-
quit, Tz =0. Q.L.D.
lam si potestas (z4 4 1) PV secundum theorema binomiale
euoluitur, per lemma praec. fiet
S Er+1)FCTY = — 9 (mod. p)
Sed residua minima omnium z4 exhibent omnes numeros 4, quo-
vis quater occurrente; habebimus itaque inter residua minima ip-
slus z4 41
4(00) ad A4
4(01) ad B3
402) ad C
4(03) ad D
pertinentia, quatuorque erunt = Q (puta pro z¢*=p~—1). Hine,
considerando criteria complexuum 4, B, C, D, deducimus

S0P~ = 400) + 47(01) — 4(02) — 4£(03)

— 2 = 4(00) + 4/(01) — 4(02) — 4./(03)

sive substitutis pre (00), (01) ete. valoribus in art. praec. inuentis,
—2==2a —2 —2bf

Hinc itaque colligimus, semper fieri debere @ - 0/==0, siue,

multiplicando per f,

adeogue
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b= af

quae congruentia determinationi signi ipsius b, si numerus / ium
electus est, vel determinalioni numeri /', si signum ipsius & aliun-
de praescribitur, inseruit,

20.

Postquam problema nostrum pro modulis formae § -1 com-
plete soluimus, progredimur ad casum alterum, vbi p est formae
814 5: quem eo breuius absoluere licebit, quod omnia ratioci-
nia parum a praecedentibus differunt.

Quum pro tali modulo — 4 ad classem C pertineat, comple-
menta numerorum complexuum , 5, C, D ad summam p, in
classibus Cy D, 4, B resp. contenta erunt. Hine facile colligitur

denotare multitudinem

siguum solulionum  congruentiae
(00) 1+a+ 9y =0
(01) 1+a+d =0
(02) 14+ at+d =0
(03) 1+a+B=0
(10) 1+ B8+9y =0
(11) 1+B+d =0
(12) 1+ B8+ =0
) | 1+B8+8 =0
(20) 1+ 9+ 9 =0
(21) 14+ v+ 4d =0
(22) 1+9v+ =0
@) | 1+v+B=0
(30) 1+ o+ v =0
(31) 1+ 3+ =o
(32) i+ d+a =0
(33) t+d+8 =0

vnde
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vade statim habentur sex aequationes:
(00) = (22), (01) =(32), (03) = (12), (10) = (23), (41) =
(33), (21) = (30).

Multiplicando congruentiam 4 4 ¢t 4= =0 per numerum /' ¢
complexu C ita electum, vt fiat ¢ ¢ ==1, accipiendoque pro ¢ re.
siduum minimum producti a5, quod manifesto quoque complexui €
adnumerandum erit, prodit o' 4 " 4+ 1==0, vnde colligimus (00)
= (20).

Prorsus simili modo habentur aequationes (04) = (13), (03)
=(31), (10)=(11) =(21).

Adiumento harum vndecim aequationum sedecim incognilas
nostras ad quinque reducere, schemaque § ita exhibere possumus:

hy iy B, 1
_mym, i1
hym, iy m
my Ly i, m
Porro babemus aequationes

(00) + (01) + (02) 4+ (03) = 2741
(10) + (1) + (12) 4+ (43) = 22+ 1
(20) + (21) + (22) + (23) = 22

(30) + 31) + (32) + (33) = 2n+1

siue, adhibendo signa modo introducta, has tres (1):

At+it+hk4+Ii=2n+1
om 4+ i+ 1=2n+1
h4+m=n

quarum itaque adiumento incoguitas mnostras iam ad duas reduce-

re licet,

Aequationes reliquas e consideratione multitudinis solutionum

congruentiae 4 4 ot 4 34 = 0 derivabimus (per a B, v, etiam

Classis Mathem. Tom. VI, G
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hic indelinite numeros e complexibus /, 13, C rosp, denoluntes).
Scilicet perpendendo primo, 4 -4 pracbere 7, i, £, ¢ muneros
resp. ad o/, f2, O, D pertinentes, et pro quouis valore dalo ip-
sius ¢ in his quatuor casibus resp. haberi solutiones ey by by ot
multitudo omnium solutionum erit

= hm 4 il 4 ik lm
Seeundo quum 4 4 (3 exhibeat m, m, ¢, i numeros od A, I, C,
1) pertinentes, et pro quouis valore dto ipsius (3 in his quatuor
casibus exstent solutiones 7%, m2, 7, m, multitudo ommium solutio-
num erit

=lm 4 mm 4+ i 4 im
vnde derivamus aequationem

O=mm =4 bl + im— il — ik — lin
quae adiumento aequationis & == 2/m — /i, ex (I) petitae, transit
-in hanc: .

O=mm 4 Rl + hi— il —im — Im
Tam ex aequationibus I habemus etiam /4 ¢ = 1 4 2%, vnde

9gi=442h+(G—10 =

2l=1 +2h—(G—1) )
Quibus valoribus in aequatione praecedente substitulis, prodit: ‘

0= 4mm— 4m — 4 — 8hm + 41k + (—n2
Quodsi tandem pro 4m hic substituimus 2(%+4m) — 2(h—m)
siue, propter aequationem vltimam in I, 21 — 2(% — m), ob-
tinemus: . '

0=4(h—m)?® — 2n 4 2(h—m) — 1 + (i — Dt
adeoque : )

87+ 5 = (4(h—m) +1)% 4 4(i— 12
Statuendo itaque

4 —m) + 4=, 21 — 1 = 0"
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fiet
P =aa - 0b
lam quum in hoc quoque casu p vnico tanium modo in duo
(uadrata, par alterum, alterum impar, discerpi possit, ea et 66
erunt numeri prorsus determinati; manifesto enim ¢« quadrato im-
pari, 04 pari aequalis slatui debet. Praeterea signwme ipsius ¢ ita
“erit stabiliendum, vt fiat @« = 4 (mod. 4), signumque ipsius & ita,
vt habeatur 0 = «f (mod.p), vti per ratiocinia iis quibus in art,
praec. vsi sumus prorsus similia facile demonstratur.

His praemissis quinque numeri %, ¢, &, /, m per «, b et n
ita determinantur: :

8h=4n 4+ a—1

8i = 4n + a + 20 4+ 3

8t = 414 — 3a + 3
8! = 4n 4+ a— 20+ 3
Sm=4n —a + 1

aut si expressiones per p praeferimus, termini schematis § per 16
multiplicati ita se habebunt:

p+2a—7 | p+2a4-4b+1 |l p—bat+1 | pt2a—4b41
p—2a—3 | p—2a—3 pF2a—40+1 | p42a+ 4641
p+2a—7 | p—2a—3 p+2a—7 p—2a—3
p—2a—3 | p+2a—4b+1 | p+2a+40+1 | p—2a—3

. : 21.

Postquam problema nostrum soluimus, ad disquisitionem prin-
cipalem reuertimur, determinationem completam complexus, ac
quem numerus 2 pertinet, iam aggressuri. .

I.' Quoties p est formae §7 4 1, iam constat, numerum 2 ve
in complexu 4 vel in complexu C inueniri. In casu priori facil
;
G 2
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perspicitur, etinm nnmeros § (p—1), §(p-+1) ad o perlinere, in
posteriori vero ad €. lam perpendamus, si ¢ ot ¢ - { sint nume-
ri contigui complexus ./, etiam p—g~—1, p—ce tales numervs
esse, siue, quod idem est, numeros cowplexus 4 lales, quos se-
guatur numerus ex codem complexu, binos semper associalos esse,
(¢t et p=—q =c). ‘Falinm itaque numerorum multitudo, (00), sem~
per erit par, nisi quis exslat sibi ipse associalus, i.e. nisi § (p—1)
ald ./ pertinet, in quo casu mullitudo illa impar erit. MHinc col-
ligimus, (00) imparem esse, quolies\g ad complexum ., parem
vero, quolies 2 ad C pertineat. Scd habemus '

16(00) = e 4+ 00 — Ga — 11 -
siue statuendo ¢ = 4¢ -+ 1, b=4r (v. art. 14),
- (00) =¢g — g+ rr—1
Quoniam igitur g¢ — ¢ manifesto semper par est, (00) impar erit
vel par, prout r par est vel impar, adeoque 2 vel ad Z vel ad C

pertinebit, prout & est vel formae 8 vel formae 8m -+ 4. Quod
est ipsum theorema, in art. 14 per inductionem inuentum.

II. Sed etiam casum alterum, vbi p est formae 81435,
aeque complefe absoluere licet. Numerus 2 hic vel ad B, vel ad
D pertinet, perspiciturque facile, in casu priori I(p—1) ad 5,
%(p + 1) ad D, in casu posteriori autem L(p—1) ad D, £(p -+ 1)
ad B pertinere. [am perpendamus, si 3 sit numerus ex B talis,
quem sequatur numerus ex £, fore etiam numerum p—B—1-ex
B atque p—f3 ex D, i e numeros illius proprietatis binos asso-
ciatos semper adesse. Erit itaque illorum multitudo, (13), par,
excepto casu, in quo vnus eorum sibi ipse associatus est, i, e. vbi
3(p—1) ad B, }(p+1) ad D pertinet; tune scilicet (13) i impar
erit.  Hine colligimus, (43) parem esse, quoties 2 ad D, imparem
vero, quoties 2 ad B pertineat. Sed habemus

16(13) = aa 4+ b + 2a + 46 + 4
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siue statuendo @ = 4¢q 4 1, b = 4r -+ 2,
(43 = qg + ¢ + re 4 2r 41

Writ itaque (13) impar, quolies r par est; coulra (13) par crit,

quolies r est impar: vade colligimus, 2 perlinere ad [, quoties &

sit formae 8m 4 2, ad D vero, quoties b sit formae §m 4 6.

Swnma harum inuestigationum ila enunciari polest:
Numerus 2 pertinel ad complexum £, B, C vel D, prout
numerus %0 est lormae 4, gm—A1, 4m-+2 vel 4m -+ 3.

22.

In Disquisitionibus Arithmeticis theoriam generalem diuisio-
nis circuli, atque solulionis aequationis x” — 4 = 0 explicauimus,
interque alia docuimus, si u sit divisor numeri p — 1, functionem

Al — . .. — 1 . .
e in g factores ordinis P resolui posse adiumento
N — . “

aequationis auxiliaris ordinis 4. Praeter theoriam generalem hu-

ius resolutionis simul casus speciales, vbi u= 2 vel = 3, in
illo opere p. 356-358 seorsim considerauimus, aequationemque
auxiliarem a priori assignare docuimus; i. e. absque euolutione
schematis residuorum minimorum potestatum alicuius radicis pri-
mitivae pro modulo p. lam vel nobis non menentibus lectores
attenti facile percipient nexum arctissimum casus proximi istius
theoriae, pula pro g=+%, cum inuesligationibus hic in artt. 15-20
explicatis, quarum adiumento ille quoque sine difficultate com-
plete absolui poterit, Sed hanc tractationem ad aliam occasionem
nobis resernamus, ideoque etiani in commentatione praesente dis-
quisiticnem in forma pure arithmetica perficere maluimus, theoria
aequationis &P ~— 1 =0 nullo modo immixta. Contra- coronidis
loco adhuc quaedam alia theoreplata noua pure arithmetica, cum
argumento hactenus pertractato arctissime coniuncta, adiiciemus.
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. ) -1 . .

8i potestas (w4 -4 1)%(’ ’ secundum theorema binomiale
ewoluitur, tres termini aderunt, in quibus exponens ipsius & per
p — 1 diuisibilis est, puta

a° w= l)-, P.v(" =9 alque 4

denotando per P> coifficientem medium

I(p—1)  F(p—3) . F(p—>5) ..... I(p+3)
1 . 2 . 3 v 2 (p—1)
Substituendo itaque pro x deinceps numeros 1, 2, 3 .... p — 1,
obtinebimus per lemma art. 19

. 2(334_1_1)%(}’—!)‘5___2 — P

At perpendendo ea quae in art. 19 exposuimus, insuperque, quod
numeri complexuum £, B, C, D, ad potestatem exponentis X (p— 1)
euecti congrui sunt, secundum modulum p, numeris + 4, — 1,
+ 1, — 1 resp., facile intelligitur fieri -

= (vt 4 )37 TP = 400) — 4001) + 4(02) — 4(03)
adeoque per schemata in fine artt. 17, 19 tradita
ST =— 94— 2
Cemparatio horum duorum
rema: scilicet habemus

" P = 2a (mod. p).

valorum suppeditat elegantissimum theo-

’

Denotando quatuor producta

1,2,3.....(p—1)

P43 (p+D . dp+11) .o Ep—1)
P+ 3 p+3) . Lp+s) ... .. (p—1)
F@p+1). 1Bp+5) 36p+9) ... (p—1)

resp. per ¢, r, s, ¢, theorema praecedens ita- exhibetur:



THEORIA RESIDUORUM BIQUADRATICORAUM.

<
&

2a = L (mod. )
q

Quum quilibet factorum ipsius ¢ complementum suum ad p habeat
in ¢, erit ¢ = ¢ (mod. p), quoties multitudo factorum par est, i, e.
quoties p st formue §2.+4-1, conlra ¢ = — £, quoties multitudo
factorum impaﬂ est, siue p formae 8§74 5. Perinde in casu priori
erit # = s, in posteriori = — s. In vtroque casu erit ¢r=s/,
et quum constet, haberi ¢grst = — 1, erit ggrr = — 41, adeo-
que ¢r= = f (mod. p). Combinando hanc congruenliam cum
theoremate modo inuento obtinemus rr = == 2« et proin, per
artt. 19. 20

20 = = rr (mod. p)
Valde memorabile est, discerptionem numeri p in duo quadrata
per operationes prorsus directas inueniri posse; scilicet radix qua-

drati imparis erit residuum absolute minimum ipsius — , radix
29
quadrati paris vero residuum absolute minimum ipsius L7 secun-

dum modulum p. Expressionem 27:_ » cuius valor pro p=5fit=1,
) q
pro valoribus maioribus ipsius p; ita quoque exhibere licet:
6. 10. 14. 18 . .. .. (p = 3)

2.3 4 5 .....%p—1)

Sed quum insuper nouerimus, quonam signo affecta prodeat ex hac

formula radix quadrati imparis,. eo scilicet, vt semper fiat formae
4m-p1, attentione perdignum est, quod simile criterium gene-

rale respectu signi radicis quadrati paris hactenus inueniri non po-

8
tuerit.  Quale si quis inueniat, et nobiscum communicet, ma-
guam de nobis gratiam feret. lInterim hic adiungere visum est va-

loves numerorum «, &, f, quales pro valoribus ipsius p infra 200

e residuis minimis expressionum —, Irp, gr prodeunt.
o 2q
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pl e | b S
504 4|+ 2 2
13|~ 3|— 2 5
174 4 |— 4| 43
2004 5|4+ 2| 12
3714+ 41— 6] 31
al 4+ 51+ 4] 9
53— 7|— 2| 23
oL+ 5|— 6|11
73| = 3|— 81| 27
8|+ 5(— 8| 34
orl+ 94 4| 22
101 |+ 1|— 10| 91
109 ] — 3|4 10| 33
113 |— 714+ 8] 15
437 | — 11 {4+ 4| 37
149 | — 7 |=— 40| 44
157 | — 14 |— 6129
173 |+ 13[4+ 2] 80
181 |+ 9|+ 10162
193 | — 7 (+ 12| &1
197 | + 41 |— 14| 183




