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SUPPLEMENTUM
THEORIAE COMBINATIONIS
OBSERVATIONUM

ERRORIBUS MINIMIS OBNOXIAT,

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GAUSS.

. SOCIETATI REGIAE EXHIBITUM 1826, SEPT. 16

1.

In tractatione . theoriae combinationis obseruationum Volumini
V Commentationum Recentiorum inserta supposuimus, gquantitates
eas, quarum valores per obseruationes praecisione absoluta non
gandentes propositi sunt, a certis elementis incognitis ita pendere,
vt in forma functionum datarum horum elementorum exhibitae sint,
reique cardinem in eo verti, vt haec elementa quam exactissime
‘ex obseruationibus deriuentur. -

In plerisque quidem casibus suppositio ista immediate locum
habet. In aliis vero casibus problematis conditip paulle aliter se
offert, ita vt primo aspectu dubium videatur, quonam pacto ad
formam requisitam reduci possit. Haud raro scilicet accidit, vt
Ciuantitates eae, ad quas referuntur obseruationes,.nondum exhi-

Classis Mathem, Tom. VI, ) H
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bitae sint in forma functionum certorum elementorum, neque etiam
ad talem formam reducibiles videantur, saltem non commode vel
sine ambagibus: dum, ex altera parle, rei indoles quasdam cone
ditiones suppeditat, quibus valores veri quantilatum obseruatarum
exacle et necessario satisfacere debent.

Attamen, re propius considerala, facile perspicitur, hunc ca-
sum ab altero reuera essentialiter haud differre, sed ad eundem
reduci posse. Designando scilicet multitudinem quantitatum ob-
seruatarum per 7, multitwlinem aequationum conditionalium autem
per ¢, eligendoque e prioribus 7 — ¢ ad lubitum, nihil impedit,
quominus has ipsas pro elementis accipiamus, reliquasque, quarum
multitudo erit ¢, adiumento aequationum conditionalium tamquam
functiones illarum consideremus, quo pacto res ad suppositionem
nostram reducta erit.

Verum enim vero etiamsi haec via in permultis casibus satis
commode ad finem propo&situm perducat, tamen negari non potest,
eam minus genuinam, operaeque adeo pretium esse, problema in
ista altera forma seorsim tractare, tantoque magis, quod solutionem
perelegantem admittit. Quin adeo, quum haec solutic noua ad cal-
culos expeditiores perducat, quam solutio problematis in statu priori,
quoties} est minor quam £, siue quod idem est, quoties multi-
tudo elementorum in cormentatione priori per p denotata maior
est quam }7, solutionem nouam, quam in commentatione prae-
sente explicabimus, in tali casu praeferre conueniet priori, siqui-
dem aequationes conditionales e problemahs indole absque amba-
gibus depromere licet.

: 2. /
Designemus per ¢, ¢, ¢ ete. quantitates, multitudine 7, qua-.
rum valores per obseruationem innotescunt, pendeatque quantitas

incognita ab illis tali modo, vt per functionem datam illarum, puta
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«, exhiboatur: sint poero £, /', " ete. valores quotientium diffe
rentialium
de doe  duo
P VA P

valoribus veris quantitatum p, ¢/, ¢ ete. respondentes. Quemadmo-

ete,

dum igitur per substitutionem horum valorum verorum in funetione «
huius valor verus prodit, ita, si pro v, ¢, ¢’ ele. valores erroribus
e, ¢, & etc, resp. a veris discrepantes substituuntur, obtinebitur
valor erroneus incognitae, cuius error statui potest
=le 4 I'd + 1"¢" + etc.
siquidem, quod semper supponemus, errores e, ¢, ¢’ etc. tam exi-
gui sunt, vt (pro functione » non lineari) quadrata et producta ne-
gligere liceat. Et quamquam magnitudo errorum e, ¢, ¢’ ete. in.
certa maneat, tamen incertitudinem tali incognitae determinationi
inhacrentem generaliter aestimare licet, et quidem per errorem
medium in tali determinatione metuendum, qui per principia com-
mentationis prioris it
L=V ({Hmm UV ww 41710 0 4 ete)
denotantibus 72, m', " ete. errores medios obseruationum, aut si
singulae obseruationes aequali incertitudini obnoxiae sunt,
=mV (I + 'l 4 1"1" 4 ete.)
Manifesto in hoc caleulo pro 7, 7/, I” ete. aequali iure etiam eos
valores quotientium differentialium adoptare” licebit, qui valoribus
obseruatis quantitatum ¢, ¢/, +” ete. respondent.

3.

Quoties quantitates ¢, ¢/, v ete, penitus inter se sunt inde-
pendentes, incognita vnico tantum modo per illas determinari pote-
rit: quamobrem tunc illam incertitudinem nullo modo nec euitare
neque diminuere licet, et circa valorem incognitae ex obseruatio
nibus deducendum nihil arbitrio relinquitur,

. H2
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At longe secus se habet res, quolies inter quantitates v, ¢/, v
cte. mutua dependentia intevcedit, quam per ¢ aequationes con-
ditionales

N=0, =0, 42 =0 ecle.
exprimi supponemus, denotantibus X, 17, Z etc. functiones datas
indeterminatarum ¢, ¢, ¢ ete.  ln hoc casu incognitam nostram in-
linitis modis diuersis per combinationes quantitatum ¥, +/, ¢ ete.
determinare licet, quum manilesto loco functionis « adoptari possit
quaccungque alia U7 ita comparata, vt U —wu indelinile cuanescal,
statuendo X = 0, ¥V = 0, £ = 0 ete.

In applicatione ad casum delerminatum nulla quidem hinc
prodiret differentia respeclu valoris incognitae,” si obseruationes
absoluta praecisione gauderent: sed quatenus hae erroribus cbno-
xiae manent, manifesto in genere alia combinatio alium valorem
incognitae afferet. Puta, loco erroris

le 4+ U'¢d 4 1"e"” 4 ete.
quem functio » commiserat, iam habebimus

Le 4+ L'é + L' 4+ ete.
si functionem U adoptamus, atque valores quotientium differentia-
dU dU dU
R I P

Et quamquam errores ipsos assignare nequeamus, tamen errores

lium etc. resp. per L, L/, L" etc. denotamus.

medios in diuersis obseruationum combinationibus metuendos inter
se comparare licebit: optimaque combinatio ea erit, in" qua hic
error medius quam minimus euadit. Qui quum fiat

=v(LLmm -+~ L'L'mm 4+ L'L'm'm" + ete.)
in id erit incumbendum, vt aggregatum L Lmm + L' L'm m' +
L L" " nd" 4~ ete. nanciscatur valorem minimum.

4.
Quum varietas infinita functionum U, quae secundum condi-

tionem in art. praec. enuncistam ipsius z vice fungi possunt, eate-
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nus lantum hic consideranda veniat, qualenus diuersa systemala
valorum  coéllicientinm 7, 7/, L” ete. inde sequuntur, indaguare
oportebit ante omuia nexum, qui inter euncla systomala admissi-
bilia locum habere debet. Designemus valores delerminatos qo-
tientinm differentialium  partialium

d X dXx  dxN

;l—(T ) (—1—7 ’ (T—(T cle.

dY dYy a¥

;l-u_ » d—()T 9 a7 ete.

4z 4z az '
etc. ete.

do’ 4/’ a7
quos obtinent, si ipsis v, i, " ete. valores veri tribuuntur, resp. per

[ t.s', o’ etes

b, U, U ete.

¢, ¢, ¢ etc. ete. .
patetque, si ipsis v, ¢/, v ete. accedere concipiantur talia incre-
menta dv, dv, 44" etc. per quae X, ¥, Z etc. non mutentur,
adeoque singulae maneant = 0, i e. satisfacientia aequationibus

0=cdy + ddv 4 "dv" + et

0= bdy + 0'dv 4 0"dV" 4 etc.

0=cdo + dv 4+ ¢"dv’ 4 ete

etc.
etiam z — U non mutari debere, adeoque fieri

0= (I—L)dy 4 ('—LHdY + ("—L")d" 4 ete.
Hinc facile concluditur, coéfficientes L, L', L” etc. contentos esse
debere sub formulis talibus

L =1 4 ax 4+ by +4 cz 4 ete

L'=1'+ dx 4 by 4 ¢z + ete.

L'=1"4 d'x + U'y+ 'z + ete.
etc., denotantibus x, y, z ete. multiplicatores determinatos. Vice
versa patet, si systema multiplicatorum determinatorum «, y, z etc.
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ad lubitum assumatur, semper assignari posse functionem U7 talem,
eui valores ipsorum s, Ly L ete. his aequationibus conformes
respondeant, et quae pro conditione in art. praee. enunciala ipsius
« viee fungi possit: quin adeo hoc infinitis modis diuersis effici
pusse.  Modus simplicissimus erit statuere U=w—+o X -4y ¥V -z Z-
ete,; gencralius staluere licet Uz u 4 a X4y Y24+ ete. 4,
denotante # talew functionem indelerminatarum v, ¢, ¢ eles, quae
semper cuanescit pro XN=0, 1"=0, Z=0 etc., et cuius valor
in casu determinalo de quo agitur fit maximus vel minimus, Sed
ad institutum nostrwn nulla hine oritur differentia,

5.

Facile iam erit, multiplicatoribus x, y, z ete. valores tales

tribuere, vt aggregatum
LLmm 4 L'L'mu 4+ L'L" /" /" 4 ete.

assequatur valorem minimum. DManifesto ad hunc finem haud opus
est cognitione errorum mediorum m, m', 7 ete. absoluta, sed suf-
ficit ratio, quam-inter se tenent. Introducemus itaque ipsorum
loco pondera obseruationum p, p', p” ete., i. e. numeros quadratis
mm, m'm', ni’m’ ete. reciproce proportionales, pondere alicuius
ohseruationis ad lubitum pro vnitate accepto. Quantitates x, y, z
ete. itaque sic determinari debebunt, vt polynomium indefinitum

(ax 4 by 4 cz + ete. J )2 + (dx+4Vy 4 ¢z + ete. 4 1)®
P P
" 7 4 4 3
(ax-}-b_y-{-ci—{—etc.-{-l) + ete.
p

nanciscatur valorem minimum, quod fieri supponemus per valores
determinatos x°, y°, z° ete.

Introducendo denotationes sequentes
aa dd

a«w -
— — + — -+ etc. = [aa
p P p [aad

”on
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-

al d 'Y

7),_ -+ 7).,_ - 77. 4+ ete. = [«l]
a c {L’ U, (l,”a” _ )
" + /)'- T}” <4 ele. = [ac]

— + A _)__,7. + ete. = [00]

r P 4
[)C /c/ I)Ilcl’
— + — + — 4 ete. = [0(]
r r P
’ol Ui
ce L_.f’_ - ‘“__;_ 4 ete. = [ec]
g P r
_ elc. nec non
1 gt
R I A
I’ ]7 r

I}I ll Usrxis
-—-l-—-—-{- bl + ete. = [0/]
]’ P 1
—|— + i_ + ete. = [c/]

I

etc.
manifesto conditio minimi requirit vt fiat

0=[wa]x® 4-[ab]y® + [ac]z® + ete. + [al]

0=[ab]x® +[6b]y° +Ebc]z°+etc+(bll><1>

0=[acla® 4 [bc]y® 4 [cc]z® + ete. + [¢l] (

ett. '
Postquam quantitates x°, y°, z° etc. per eliminatxonem hine de-
rinatae sunt, statuetur

ax® 4 by° 4 cz° 4 ete. + L =L

ax° 4 by® 4 ¢z° f-ete. 40 = L \> 2)

d'x° 4 'y 4 204 ete. + "= L" |

etc.
His ita factis, functio quantitatum v, ¢ " ete. ea ad determina-
tionem incognitae nostrae maxime idonea minimaeque incertitudini
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.
obnoxia erit, euius quotientes differentinles partiales in casu deter-
winate de quo agitue habent valoves /iy 7/, L/ ete, resp., pone
dusque huius determinationis, quod per /> denotabimus, erit

— 1
YR Y (3)
—_—t =+ 77 + ete.
r r
sive - erit valor polynomii supra allali pro eo systemate valo-

P
rum quantitalum x, y, £ ete., per quod aequationibus (1) satisfit.

6.

In art. praec, eam functionem U dignoscere docuimus, quae
determinationi maxime idoneae incognitae nostrae inseruit: videa-
mus iam, quemnam palorem incognita hoc modo assequatur. De-
signetur hic valor per K, qui itaque oritur, si in U valores oh-
seruati quantitatum v, ¢, v" etc. substituuntur; per eandem substitu-
tionem obtineat functio z valorem %; denique sit x valor verus incogni.
tae, qui proin e valoribus veris quantitatum g, ¢, ¢ ete. proditu-
rus esset, si hos vel in U vel in © substituere possemus. Hinc
itaque erit

b= 4+ le 3 1'éd + 1" + ete.
K=u 4 Led+ L'd+L"1" + ete
adeoque
K=rk(L—le 4+ (L' —1")e 4 (L"—1")e" -+ ete.
Substituendo in hac aequatione pro L —1, L' —I', L'—1" etc.
valores ex (2), statuendoque
cet+dé 4 a"e I ete. =
be - bUé 4+ b"e" + ete, =
ce & 4" +ete. =
etc., habebimus

K=1%+4+ Ax® 4 By° 4 €z° ete. (5)

(RS

}
5 (4)
I
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Valores quantitatum U, B, € etc, per formulas (4) quidem culen-
lare non possumus, quum errores e, ¢, ¢’ ete. maneant incogniti;
at sponte manilestum est, illos nihil alivd esse, nisi valores fun-
ctionum X, ¥, Z ete., qui prodeunt, si pro ¢, ¢, ¢ ele. valores
obseruati substituuntur, Hoc modo systema aequationum (1), (3),
(5) completam problematis nostri solutionem exhibet, quum ea,
quae in fine arl. 2. de compulo cquantitatum /, /, /" ele., valori-
bus obserualis quantitatum v, ¢/, ¢” etc. supersiruendo monuimus,
manifesto aequali jure ad computum quantilatum «, o, «” ete. 6,
U, 0" etc. ele, extendere liceat.

7.

Loco formulae (3), pondus determinationis maxime plausibilis
exprimentis, plures aliae exhiberi possunt, quas euoluere operae
pretium erit. ,

- . . a  «

Primo obseruamus, si aequationes (2) resp. per —, —, .“_”

’ pp
ete. multiplicentur et addantur, prodire
a L “/ L ’ (L” L//
[aa]x®+ [ab)y® + [ec]z® f-ete. = — 4+ —— 4 —_ -
r r r
ete.
Pars ad laeuam fit = 0, partem ad dextram iuxta analogiam per
[a L] denotamus: habemus itaque
[«L] = 0, et prorsus simili modo [0 L] = 0, [¢L] =0 etc.

. 1 . . N L ’ Ju
Multiplicando porro aequationes (2) deinceps per — , ]i/, Z—r,
. Z P
eic., et addendo, inuenimus

Y A VR A L rr o

— 4 — Fetee =— 4+ —— + —— 4 ete.
p P p p . 7T
vnde obtinemus expressionem secundam pro pondere,
o 1
P =

l ]_‘/ Z‘ LI ZII _LI,
yor T e
Classis Mathem. Tom, V1. 1
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[, /I/

X N/l
»op
ete. et addendo, peruenimus ad expressionem lerticn ponderis

p = 1

T [al]w® - [04]y° A [¢d]s 4= etes A [44]

si ad instar reliquacrum denolationum staluimus

Ll " "y

— —- — ete, = [//

-+ &+t (e
Hine adiumento acquationnm (1) facile fit transitus ad expressio-
nem quartans, quam ita exhibemus:

1 R .

7= [21] — [aa]x®x® — [LD]yOoy° — [cc]z° 50 —elc.

— 2[ab]ay®—9fac]az® — 2[bc]y°® z°—elc.

- . . 4
Denique multiplicando acquationes (2) deinceps per e

8.
Solutio generalis, quam hactenus explicauimus, ei polissimum
casui adaptata est, vbi sna incognita a quantitatibus ohseruatis
pendens determinanda est, Quoties vero plures incognitae ab iis
dem obseruationibus pendentes valores maxime plausibiles exspe-
ctant, vel quoties adhuc incertum est, quasnam potissimum incogui-
tas ex obseruationibus deriuare oporteat, has alia ratione pracpa-
rare conueniet, cuius euolutionem iam aggredimur. _
Considerabimus quantitates x, y,k etc. tamquam indetermi-
natas, statuemus ' i
[adls + [ably + [oc]s + ete. = £
[ablx 4 [0b]y + [bc]lz + ete. = 5 ' (6) '
[ac]lxe 4 [bel]y + [cc]lz + ete. = ¢ i

etc., supponemusque, per eliminationem hinc sequi
[ealE + [«Bln + [¢v]E + eto. = =~
[Ba]é + [BB]n + [By]¢ + ete. =y } (7)
[yal + [Byln + [vy¥IS + ete. = 2

ete,
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Anle omuia blic obseruare oportet, codlliciontes symmetiice
positos necessario aequales lieri, pula

[Be] = [«B]
lyal = [av]
[yB] = [By] et

 quod quidem ¢ theoria generali eliminationis in aequalionibus li-
neavibus sponte sequitur, sed etiam infra, absque illa, directe
demonstrabitur.
Habebimus itaque
wo=— [aa] [al] — [aB].[01] — [ay].[e!] —otc,
yo=—Laf] [al] — [BB].[6/] — [By] [cl] —ete.b(s)
2* =—lay].[0l] — [B9].[01] = [y v]-[o4] —eto
cle.
vnde, si statuimus
[ealX + [2B]D + [¢y]€ + ele. = A
[«B]U + [BBID + [ByI€ + etc. = B 5 (9)
[a]¥ 4+ [B91B + [y v]€ + ete. = C )

ete., obtinemus
(= kb — A[al]l — B[bI] — C[ci] — etc.

vel si insuper statuimus

ad+bB 4 cC + ete. = pe

dd+ VB 4 ¢C + ete. = p'd 5 (10)

'd+ VB 4 ¢'C + ete, = p¢’ J
etc., erit

E=k—lg—0¢d —1"¢" — ete. (14)

9.

Comparatio aequationum (7), (9) docet, quantitates auxilia-
res 4, BB, C etc. esse valores indeterminatarum «, y, z etc. ve-
‘spondentes valoribus il)deferﬂ)inatarlllll {;—‘, 1> £ ete. his {:j' = A,
n =B, { = ¢ etc., vnde patet haberi

. I
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[aald + [«b] B 4 [ac]C + cte. = U |
lab|d 4 (6618 4 [0c]C + el =D 5 (12)
lacld 4+ [be] B8 4 |ec]C + etea = €

/ 1"
. « d d
ete. Mulliplicando itaque aequationes (10) resp. per —, —=, —%

plopop
ete. et addendo, obtinvemus

[
A =ae + de 4+ " 4+ ele
et prorsus simili modo

]
|
DB =de 4 06 + 0" + ete r (13)
€ =ce+ ¢ + & + ete )

ete. Tam quum ¥ sit valor functionis X, si pro v, ¢, v" ete. va-
lores obseruati substituuntur, facile perspicietur, si his applicentur

-

correctiones — g, — &, — ¢’ etc. resp., functionem X hinc ade-
pturam esse valorem Q, et perinde functiones ¥, Z ete. hinc ad
valorem euanescentem reductum iri. Simili ratione ex aequatione
(11) colligitur, K esse valorem functionis © ex eadem substitutione
emergentem.

Applicationem correctionum — g, —¢, — ¢ ete. ad obser-
uationes, vocabimus obseruationum compensationem, manifestoque
deducti sumus ad conclusionem grauissimam, puta, obseruationes
eo quem docuimus modo compensatas omnibus aequationibus con-
ditionalibus exacte satisfacere, atque cuilibet uantitati ab obser-
vationibus quomodocunque pendenti eum ipsum valorem conciliare,
qui ex obseruationum non mutatarum combinatione maxime idonea
emergeret. Quum itaque impossibile sit, errores ipsqs e, ¢, ¢’
etc. ex aequationibus conditionalibus eruere, quippe quarum mul-
titudo Laud sufficit, saltem errores maxime plausibiles nacti su-
mus, qua denominatione quantitates ¢, &, ¢ etc. designare licebit.

10.

Quum multitudo obsernationum maior esse supponatur multitu-

dine aequationum conditionalium, praeter systema correctionum maxi-
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me plausibilium — g, — ¢/, — ¢" ete. infinite multa alia inueniri pos-
sunt, quae aequationihus conditionalibus satisfaciant, operaeque pre-
Livm est indagare, quonodo haee ad illud se habeant.  Constituant
ithque’ — Ji, — I, — [” ete. tale systema a maxime plausibili
diucesum, habebimusque

all A &1 A A 4 elen = A

b1 4 UL 4 01 4 ele. = D

el 4 L L et = €
cte.  Multiplicando lLas aequationes resp. per , I3, C ele. ot
addendo, obtinemus adiumento aequationum  (40)

peli 4= p e L 4 p" " B etes = LU 4+ BB+ CC 4 ete.
Prorsus vero simili modo aequationes (13) suppeditant

pee+ pee + ple’ed" detee= AN BB 4 CC 4- ete. (1_1)
E combinatione harum duarum aequationum facile deducitur

PEL AP LE 4 "B E A ele.=pee+ [ 6 4 pd’e’ + ete.

P (B p (I —&)? + p (B — ")+ ete,
Aggregatum p EE ++ p'E' B + p"E”E" + elc. itague necessa-
rio maius erit aggregato pee 4 p'e’e + p'e’¢” + ete., quod
enunciari potest tamquam

Tieorema., Aggregatum quadratorum correctionum, per quas
obseruationes cum aequationibus conditionalibus conciliare licet, per
pondera obseruationum resp. multiplicatorum, fit minimum, si cor-
rectiones maxime plausibiles adoptantur. .

Hoc est ipsum principium quadratorum minimorum, ex quo
etiam aequationes (12), (10) facile immediate deriuari possunt.
Ceterum pro hoc aggregato minimo, ‘quod in sequentibus per §
denotabimus, aequatio (44) nobis suppeditat expressionem A 4

+ BY 4 CC + ete.

, 1.
Determinatio errorum maxime plausibilium, quum a coéffi-
cientibus /, /'y /7 ete. independens sit, manifesto praeparationem
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commodissimam  sistit, ad guemuis vsum, in quem obserualiones
vertere placuerit.  Praeterea perspicuum esty ad illud negotium haud
opus esse eliminalione indefinita seu cognitione coéllicientium feeee],
{«B] ete., nibilque aliud requiri, nisi vt quantitales auxiliures
Ao B, Cete, quas in sequentibus correlule aequalionum condi-
tionalium N = 0, ¥ = 0, # = 0 ele. vocabimus, ex aequatio-

nibus (12) per eliminationem definitam eliciantur atque in lormu-
lis (10) substituantur.

Quamquam vero haecc methodus nihil desiderandum linquat,
quolies rluaniilmum ab obseruationibus pendentium valores maxime
plausibiles tanlummodo requiruntur, tamen res secus se habere
videlur, quoties insuper pondus alicuius delerminalionis in volis
est, quum ad hunc finem, prout hoc vel illa quatuor expressio-
num supra traditarum vii placuerit, cognitio quantitatum L, L/, L"
etc., vel saltem cognitio harum x°, ¥, z° elc. necessaria videa-
tur. Hac ratione vtile erit, negotium eliminationis accuralius

perscrutari, vnde via facilior ad pondera quoque inuenienda se
nohis aperiet.

12.

Nexus quantitatum in hac disquisitione occurrentium haud
parum illustratur per introductionem functioris indefinitae secundi
ordinis

[aa]xx 4 2[ab]lxy 4 2[ac]xz 4 ete. 4 [b0]yy

T4 2[bclyz 4 ete. 4 [cclzz 4 ete. ' )
quam per 7' denotabimus. Primo statim obuium est, hanc functio-
nem fieri

(ax + by + cz 4 9@244_ (@x + Vy 4 dz + ete)?

rp ’ P
" x g # )2
( +by1—1|—hcz+etc) T oete. (15)
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Porro patet esse
P'=f + yy + 58 + ete. (46)
et si hic denuo «, y, « ele. adiumento aequalionum (7) per £, #,
¢ ele. exprimuntur,
= [awlEE 4+ 2aBlEn + 2ley]EQ+ ote 4 (BBluy
+ 21Bylng + ete. + [yy]{E + ete
‘I'heoria supra euoluta bina systemala valorum determinato-

ruw quanlitatum x, ¥, & ele., atque £, y, ¢ ete. continet; priori,

inquo v = &%,y = y°, s==z% ele. £= = [al], y=— L],
¢ = — |el] etc, respondebit valor ipsius 4 hic
1

r= (U] — 5

uod vel per expressionem tertiam ponderis  cum aequatione (10)
comparatam, vel per quarlam sponte elucet; posteriori, in quo
v=ud,y =B, z= Cete., atque £ = A, y = B, {= Cete,
respondet valor 7' = §, vti vel e formulis (10) et (45), vel ex
his (14) et (16) manifestum est,

13.
Iam negotium principale consistit in transformatione functionis
T ei simili, quam in Theoria Motus Corporum Coelestium art. 182 -
atque fusins in Disquisitione de elementis ellipticis Palladis ex-
posuimus. Scilicet statuemus (17)
. [al]? -
[60, 1] = [b0] — [aa]
| [ab] [ac]
foe, 11 =[be] — o]
' ) i [ab] [ad]
([bd,, 1] =[bd] — _T“_(Tj—

etc.

e

- [ac2 _ [be, 1
lees2]l=[cdd — oy — [73,7]
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fed, o] = [oq) — el ledl _1hes 11164, 1)

[ ] - (06, 1]
etc,
fadls (b a]e (ed, 2P
ldd, 3] = [dd] — lad] L[}b, 1] l‘ ¢, 2]

etc. etc. Dein slatuendo ™)
[6b, 41y A [bes 4]s 4 [6d, 1]w 4= ete.
lee, 2]z + led, 2]w + etc
|ddy 3]w + ele.
elc,, erit

' _ éé ﬂ 7] g!l g/l ¢lu 17
T Lac

Y
g/
@l

nun

a T pen T e T oda st
quantitatesque o ,. ¢, @ etc. a &, 9, ¢, @ etc. pendel)unt per
aequationes sequentes:

ab]
== {aa] é

11

” [a c] [be, 1]
=85~ [aa.]én— (o0, 1]”
[ad]

o _ [bd, 1] . [ed, 2] ,
=90 [aa]g [b0, 1]" [ce, 2] $

etc,

Facile iam omnes formulae ad propositum nostrum necessariae
hinc desumuntur. Scilicet ad determinationem correlatorum 4, 72
C eic. statuemus (418)

%r

*) 1u praecedentibus suflicere poterant ternae lilerae pro variis systema-
tibus quantitatum ad tres primas aequationes conditionales referendae:
hoc vero loco, vt aigorithmi lex clarius eluceat, quartam adiungere
visum est; et quum in serie natuvali literas @, b, ¢c; A, B, C;
A, B, C sponte sequantur d, D, D, in serie «, 5, 5, deficiente
alphabeto, apposuimus #, nec non in hac £, y, ¢ hanc @.
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lab]

MEB =g

e [ﬁ_f] f/)c, 1] ,

¢ =C [ «] *— {7;/;, ﬂ 2

N ““l! '/'(la 1] f(, d, 9] "
D=0 — [au] 4 — j/}b 1] R - [(, (,,2,('

ete., ac dein 4, B3, C, DD ete. eruentur per formulas sequentes,
et quidem ordine inuevso, incipiendo ab vltima,

[aud]d + [ab]B 4 {ac] C 4 [ad]D + ete. = A
[66,418 4 [06,4]C + [6d, 410 + ete. =
[ee,2]1C 4 [ed, 2] 4-ete. = G H(19)
[dd, 310+ ete. = D
ete.
Pro aggregato, § autem habemus formulam nouam (20)

AA B B (OO DD

ete.

S=matwa T e T3
Denique si pondus P, quod determinationi, maxime plausibili quan-

titatis per functionem z expressae tribuendum est, desideratur,

faciemus (21) _

[ad] [al]

[b Z, 1] = [Z)Z] - ‘——[;1 a]

_ - {ac] [al]h~ [be, 1] [02,1]
[o1, 9 = [o1] — <22 L e

_ [ad] [al] [bd,1][051] cd, 2] [el, f)]
s 3] = [d1] — T leal T [00, 1 [ce, o]

etc.,, quo facto erit (22)
PR 7 N O R I G
P [ed] [b0, 1] [ce, 2] [dd, 3]
Formulae (17) . ... (22), quarum simplicitas nihil deside-
randum relinquere videtur, solutionem pwblen}atis nostri ab omni

parte completam exhibent.
Classis Dathem, Tom. J'I,

- ete.

R
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(4.

Postquam  problemata primaria  absolnimus, adhue  quasdam
quacstiones secundarias allingemus, quae huie argumento maioren
lucem affundent,

Primo inqguirendum est, num eliminalio, per quam a, y, z
ele. ex £, 9, ¢ cle. deduare oportet, vinquam impossibilis fieri
possit.  DMauilesto hoe eucniret, si fuuctiones &, 4, ¢ ele. inler se
haud independentes essent. Supponamus ilaque aliquantisper, vnan

earum per reliquas iam determinari, ita vt habeatur acqualio identica
So
af + By + y¢ 4 ete.= 0
denotantibus ¢, (3, y cte. numeros determinatos. Erit ilague

aled] + Blad] + v [wec] -+ ete. = 0
alad] + B[60] 4+ ¢ [bc] 4+ ele. = 0
alac) + Bloc] 4+ ¢ [cc] + ete. = 0

etc., vnde, si statuimus

aa + b + ye 4+ ete. = p @O
ad 4 BV + g 4 ete. = p' @
ad 4+ LY+ g’ + ete, =p” "
etc., sponte seqmuu‘
a® + a@ + d'e” —|— ete, = 0
b0 + VO 4+ '@ 4 ete. =0 .
c® + @ + Q" 4 ete. =0 )
efc., nec non
| pBO + PO + p'OO" + ete. = 0
quae aequatio, quum omnues p, p', p" etc. natura sua sint (uan-
titates positiuae, manifesto consistere nequit, nisi fuerit @ — 0,

@-O@--O.elc. o .

Tam consideremus valores differentialium 'completdrum 4X
dY, dZ ete., respondentes valoribus iis quantitatum v, o/, " ete,
ad quos referuntur obseruationes. Haec differentialia, puta
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adp 4= o dy 4 a"d" 4 el

bdy + U'dy 4- 0" d" 4 ele.

ey 4 Jdv 4 A 4 el
ele,, per conclusionem, ad quan modo delati sumus, intor se ita
dependentia erunt’, vt per «, (3, y ete. resp, multiplicata agoregu-
tum identice euanescens producant, sive quod idem est, quoduis
ex ipsis (cul quidem respondet multiplicalor ¢, 3, ¢ ete. non eua-
nescens) sponte eunanescet, simulac omnia reliqua euanescere sup-
ponuntur.  Quamobrem ex aequationibus conditionalibus N = 0,
Y =0, Z=0 cte., vna (ad minimum) pro superflue habenda
est, quippe cui sponte satisfit, simulac reliquis salislactum est,

Ceterum ' si res prolundius inspicitur, apparet, hanc conclusio-
nem per se lantum pr.o ambitu infinite paruo variabilitatis indeter-
minatarum valere.  Scilicet proprie duo casus distinguendi erunt,
alter, vbi vna aequationum conditiovalium X = ¢, ¥ = 0, Z= 0
elc. ahsolute et generaliter jamiam in reliquis coutenta est, quod
facile in quouis casu auerti poterit; alter, vbi, quasi fortuito, pro
iis valoribus concretis quantitatum v, v, ¢ ete., ad quos ohserua-
tiones releruntur, vna functionum X, ¥, Z etc. e. g prima X, va-
lorem maximum Vel minimum (vel generaligs, stationarium) nan-
ciscitur respectu mutationum omnium, quag-Guantitatibus v, ¢/, o’
etc., saluis aequationibus ¥ = 0, Z = 0 etc., applicare possemus.
Attamen quum in disquisitione nostra variabilitas quantitatum tan-
tummodo intra limites tam arctos consideretur, vt ad instar infinite
paruae tractari possit, hic casus secundus (qui in praxi vix vmguam
* occurret) eundem effectum babe}lit, quem primus, puta vna ae-
quationum conditionalium tamquam superflua reiicienda erit, certi-
que esse possuinus, si omnes aequationes conditionales retentae eo
sensu quem hic mtelllmmus ab inuicem independentes sint, elimi-
nationem necessar io fore possxbﬁlem. Ceterum disquisitionem vbe-
riorem, qua hoc argumentum, propter theoreticam subtilitatem po-

. K 2
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tius quam practicam viilitatem haud indignum est, ad aliam occu-
sionem nobis reseruare debemus,

15.

In commentatione priori art. 37 sqq. methodum docuimus,
obseruationum praccisionem "o posteriori quam pfoxime erucudi,
Scilicet si valores approximali 7 quantilatum per obscruationes ae-
quali praecisione gaudenles innotuerunt, et cum valoribus iis com-
parantur, qui e valoribus maxime plausibilibus p elementorum, a
quibus illae pendent, per caloulum prodeunt: differentiarum qua-
drata addere, aggregalumque per 7 — p dinidere oportet, quo
facto quotiens considerari poterit tamquam valor approximatus qua-
dvati erroris medii tali obseruationum generi inhaerentis, Quoties’
obseruationes inaequali praecisione gaudent, haec praecepia eatenus
tantum mutanda sunt, vt quadrata ante addilionem per obseruatio-
num pondera multiplicari debeant, errorque medius hoc modo pro-
- diens ad obseruationes referatur, ¢quarum pondus pro vnitate ac-

ceptum est.

Tam in tractatione praesente illud aggregatum rhanifesto qua-

00" "o
quationum conditionalium ¢, quamobrem pro errore medio obser-

drat cum aggregate §, differentiaque v — ¢ cum multitudine ae-

vationum, quarum pondus == 4, habehimus expressionem V" -

quae determinatio eo maiori fide digna erit, quo maior fuerit nu-

nerus g.

Sed operae pretium erit, hoc etiam independenter a disqui-
sitione priori stabilive. Ad hunc finem quasdam nouas denotatio-
nes introducere conueniet, Scilicet respondeant valoribus ‘indeter-
minatarum £, 3, £ ete. his’ '

E=a,qn =10, ¢ =c et
valoves ipsarum x, ¥, z ete, hi
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W= a v = 3, '::: v ele.
ita vt haboatur
o = afeec] - b[efB] 4+ ¢lay] 4 ote
B=«lafB] + bIBB] 4~ c[By] 4 et
v = alay] 4 0[By] + oy vl + ote
ete. Perinde valoribus
E=d,q=0,¢="¢ cl
rvespondere supponemus hos
v =, y=082= ¢ et
nec non his .
E=d,qy=0V, =< el
sequentes
y=da,y=p8"z=9" et
el sic porro. :
His positis combinatio aequationum (4), (9) suppeditat
A4 =qae + o&'¢ + a"d + et
B=fe 4 B+ B¢ 4+ et
C=ge + ¢ + ¢ + et
ete. Quare quum habealur S = A4 + BB + €C + etc,
patet fieri
- 8= (aetdée+ded +eic) (weta'e + ¢+ ete)
F(be 8¢+ V"t ete) (Bet B¢ + 37" 4 ete.)
d(ced 4" Fele) (yet ¢ € + ¢ +ete.) fete.

16.
Institutionem obseruationum, per quas valores quantitatum
v, ¢, +’ ete. erroribus fortuitis e, ¢, ¢’ ete. affectos obtinemus,
considerare possumus tamquam experimentum , quod guidem singu:
lorum errorum commissorum magnitudinem docere non valet, atta-
men, praeceptis quae supra explicauimus adhibitis, valorem quan.
titatis S subministrat, qui per formulam modo inuentam est functio
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data illorum errorum, In tali experimento errores fortuiti viique
alii maiores alii mivores prodire possunt; sed guo plures erroves
concurrunt, eo maior spbs aderit, valorem quantitatis 5 in experi-
mento singulari a valore suo medio parum  deuiatucum esse.  Hei
cardo itaque in eo vertitur, vt valorem medium quantitatis & sta-
biliamus. Per principia in commentatione priori exposila, quae hic
repetere superfluum esset, inuenimus hunc valorem medium
=(aa 4+ 0B + eyt ewe)mm (o F VB 4 o - ete)wd !

(A0 A Y b ele) i 4 ele.
Denotando errorem Amedium ‘obscruationum talium, quarnm pondus
=, per p, ita vtsit ppu = pmm =p'w'nl = p'm"'m” etc., ex-
pressio modu inuenta ita exhiberi polest:

/r "

“7:—‘—1- 7 + = etm)/m +< L8 +£Z-@~ -+ elc'> e
+ (%f + C]—)i + C—P—L + elc.) gt ete.
ae  dd  d o
Sed aggregatum ? + —1—; + _P— ~+ etc. inuenitur
= [«q] . [ua] 4 [al] . [«B] f [ac].[ay] F et
adeoque = 1, vti e nexu aequationum (6), (7) facile intelligitur,

Perinde fit )
b b/ ’ b// 17
—I? + _[,3 + 77,3,— + etc. — 1

7

C ‘Y cl ‘\/’ CN Ly” -
— 4+ — —_— ete. = 1

P p + P +

et sic porro.

Hinc tandem valor medius ipsius § fit = gpu, quatenusque

igitur valorem fortuitum ipsius S pro medio adoptare licet, erit
\/. S B - -
p=yo—. -
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17,

Quanta lides huie determivationi hubenda sit, diindicare opor-
tet per errorem modivm vel inipsa vel in ipsivs quadrato metuen-

dum: postegior erit radix gnadrata valoris medii expressionis

& 2
T )

cuins enolulio absoluetur per ratiocinia similia iis, quae in commen-
tatione priori artt. 30 sqq. exposila sunt,  Quibus breuilalis caussa
hic suppressis, formulam ipsam tuntum hic apponimus. Scilicet er-
ror medius in determinatione quadrati sy metuendus exprimilur per
v (3 4 V-————4—3/i-N>
a oo

denotante p¢ valorem medium biquadralorum errorum, quorum

pondus = 1, atque N aggregatum
(at 0B +cy+ o) + (W + §f + 'y +eto)? +
(@ o 4 6" 3" 4 "o’ + ete.)? etc.
Hdc aggregatum in genere ad formam simpliciorem reduci nequit,
sed simili modo vt in art. 40. prioris commentationis ostendi potest,

. L . oo
eius valorem semper contineri intra limites 72 et —. In hypothe-
' 'n‘

si ea, cui theoria quadratorum minimorum ab initio superstructa

erat, terminus hoc aggregatum continens, propter p* = 3/44, om-

8§
nino excidit, praecisioque, quae errori medio, per formulam v’ p

determinato, tribuenda est, eadem erit, ac si ex ¢ erroribus ex-
acte cognitis secundum artt, 15, 16 prioris commentationis erutus
fuisset.

. 18.
Ad compensationem observationum duo, vt supra vidimus,
requiruniur? primum, vt aequationum conditionalium correlata, i. e.
numeri 4, B, C etc. aequationibus (12) satislacientes eruantur,
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secundum , vt hi soweri in aequationibus (10) substitaantue. Gowme
pensatio hoe modo prodiens dici polerit penfecta sen complela, vt
distingnatur a compensatione imperfecle sew manca: hae scilicet
denominatione designabimus, quae resullant ex jisdem quidem ae-
qualionibus (10), sed substratis valoribus quantitatum -/, 73, C
ele., qui non salisfaciunl aequationibus (12), i e, qui vel parli
tantum satisfaciunt vel nuilis.  Quod vero atlinet ad tales obserua-
tionum mutaliones, quae sub formulis (10) comprehendi nequeunt,
a disquisilione praesenle, nec non a denominatione compensalio-
pun exclusae sunulo. Quun, qualenus aequationes (40) locum ha-
bent, aequationes (13) ipsis (42) omnino sinl aequiualentes, illud
discrimen ila quoque enunciari potest: Obseruationes complete
compensatae ommibus aequationibus conditionalibhus X =0, ¥ = 0,
Z = (O clc. satisfaciunt, incomplete compensatae vero vel nullis
vel saltem non oinnibus; compensalio itague, per quam omnibus ae-
guationibus conditionalibus salislit, necessario est ipsa completa.

19.

fam quum ex ipsa nofione compensationis sponte sequatur,
aggregala duarum compensationum iterum constituere compensatio-
nem, facile perspicitur, nihil interesse, vtrum praecepté, per
quae compensatio perfecta eruenda.est, immediate ad obserua-
tiones primitiuas applicentur, an ad obseruationes incomplete iam
compensatas. o
Reuera constituant — @, — @', — @" etc. systema compen-
sationis incompletae, quod prodierit’ e formulis (I)
Op = 4°a + B°b 4 (°c¢ 4 ele.
Qp = A°d 4 BoY 4 C°¢ 4 el
QP = A°a" 4+ Bob 4 Coc' + ete.
ete. . -
Quum obseruationes his compensationibus mutatae ommibus aequa-
tionibus conditionalibus non_ satisfacere supponantur, sint Y*, B*, €*

etc.



SUPPLEMENTUM THEORIAE COMBINATIONIS gre. &1

etc. valores, quos X, ¥, Z ele. ex illarum substitutione nancis-
cunturs  Quaerendi sunt numeri %, L%, C* cle, aequationibus
(LL) salisfacientes

Wt = d*[aa] 4+ B*ab] 4+ C#[ac] + ete.
B = A*[ab] 4+ B*O0] 4 CHhe] 4 eles
€ = A*[ac] 4 BLBE[be] -+ Ctec] + el

etc., quo facto compensalio complela ohseruationum isto modo mu-
tatarum efficitur per mulaliones nouas — g, — ', ~ %" ele., vhi
%, %, % ete. computandae sunt per formulas (I1I)

wp = d¥a -} B%h 4 Che 4 ele,

Wp = A%d 4 B 4 C*d + ele.

w'p" = dvd" 4 BrY 4 CF 4 ete,
elec. lam inquiramus, quomodo hae correcliones cum compensas
tione completa obseruationum primitiuarum cohaereant, Primo ma-
nifestum est haberi

Lt = A — a® — O — d"@" — ete.

Bt =B— 00 — V@ — V'@ — ete.

€t =€ — ¢c@ — O — 'O — ete.
etc. Substituendo in his aequationibus pro @, @, ®” ete. valores
ex (I), nec non pro A*, B*, €* ete. valores ex II, inuenimus
Au (£° 3 A [ad] + (B° 4 B%)[ab] + (C° 4 C*)[ac] 4 ete.
B = (o4 A4 [ab] + (B + BH[BE] + (€4 C3)[bc] + eto.
€ = (o) [ac] 4 (B°+ B¥)[bc] 4+ (C°4 C*) [cc] +-ele.

ete., vnde patet, correlata aequationum conditionalium aequationi-

1)

bus (12) satisfacientia esse )

A = A4 A%, B = Bo4-B*, C = C°4 C* etc.
Hine vero aequationes (10), I et III docent, esse

e= Q4% e=0@ +%, € =0"4%" ete.
i, e. compénsatio obhseruationum perfecta eadem prodit, siue im-
mediate computetur, siue mediate proficiscendo a compensatione
manca.

~ Classis Mathem. Tom, VI, L
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20.

Quoties mullitudo aequationum condilionalian  permagna est,
determinatio correlatorum /, £, C ete. per eliminationem directam
tam prolixa cuadere potest, vt caleulaloris palientia ei impar sil:
tunc saepenumero commodum esse poterit, compensalionem couw-
pletam per approximaliones successiuas adiumento theoremalis art.
praec. eruere. Distribuantur aequationes conditionales in duas plu-
resue classes, inuestigeturque primo compensalio, per quam ae-
quationibus primae classis salisfit, neglectis reliquis. Dein tracten-
tur obseruationes per hanc compensationem mutatae ila, vt sola-
rum aequationum secundae classis ratio habeatur. Generaliter lo-
quendo applicatio secundi compensationum systemalis consensum
‘cum aequationibus primae classis turbabit; quare, si duac tantum-
modo classes factae sunt, ad aequationes primae classis reuertemur,
tertiumque systema quod huic satisfaciat eruemus; dein obseruatio-
nes ter correctas compensationi quartae subiiciemus, vhi sclae ae-
quationes secundae classis respiciuntur. Ita alternis vicibus, modo
priorem classem modo posteriorem respicientes, compensationes
continuo decrescentes obtinebimus, et si distributio scite adornata
fuerat, post paucas iterationes ad numeros stabiles perueniemus.
Si plures quam duae classes factae sunt, res simili modo se habe-
bit: classes singulae deinceps in computum venient, post vltimam
iterum prima et sic porro. Sed sufficiat hoc loco, hune modum
addigitauisse, cuius eflicacia multum vitique a scita applicatione
pendebit,

21. ‘
Restat, vt suppleamus demonstrationem lemmatis in art. 8
suppositi, vbi tamen perspicuilatis caussa alias denotationes huic
negotio magis adaptatas adhibehimus, )
Sint itaque x°, &', »”, &’ etc. indeterminatae, supponamus-
que, ex aequationibus
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100 a0 e pota - n0%a” A uf3a" 4 ele, = X©

21on0 4 pita oA ntfa” 4 nria” 4 elo = X'

120 w0 o 221y -+ 222 8" -4 n2a " 4 ele. = A"

13050 4 ity w827 A4 n232" 4 ele. = X7

cte.
sequi per eliminationent has

oo Xo 4. Nozx X' 4 Noz X" 4 No3 xm + ete. = w0

Nioxo 4 N3t X' 4 N12X" - NP X" b ete, = o

N20X° 4 N2I X' 4 N2z X7 4 N23 X" e ete, = &

N3oXo 4 N3T X' 4 N3z X" 4+ NZX" 4 etes = o

ele.

Substitulis itaque in aequatione prima et secunda secundi sy-
stemaltis valoribus quantitatum X, X', X”, X" etc. e primo syste-
mate, obtinemus

%0 = N°°(n0°x° 4 70Ty 4 no2a" 4 2934”4 ete)

4 Not(ntox® 4 uily’ 4 nt2y” 4 n134" 4 etc)

4 No2(n2°x° A n2la’ +4 n22&" 4 #2344 4 ete)

4 No3(n3°x° 4 n3la’ 4 n32x” + n33a” 4 ete)
ete., nec non

' = NT°(n®x 4 nota’ 4 no2a” L
4 N1 (pt0x 4= plia’ - ni24” 4 ni3s” - ete)

4+ N'2(n2°x 4~ n2l. -- n2%2” J- n235” 4 etc.) -
4 N13(m3°x 4 n31a’ 4 n32a" 4 334" 4 etc.)
etc. ’

Quum vtraque aequatio manifesto esse debeat aequatio iden-
tica, tum in priori tum in posleriori pro x°, x, m”, x" ete. valores
quoslibet determinatos substituere licebit. Substituamus in priori

&0 = N‘°,' & = N11, " = N12, & = N15 etc.
in posteriori vero

a0 = N°o, &' = NoT, = N°2, x" = N°3 etc.

His ita factis subtractio producit
Lo
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NTO — NOL = (NOO NIT o NIO NOTY (401, yyt0)
+ (/\«oo A2 Nro]\'oc) (,‘,,02___/,,9.0)
_l__ (Aooi\f:a — Z\/‘xol\/’os) (,,{(\B____,ﬁa)
- etc.
A= (NOT NT2 _2\711]\'02) (/L”—-n‘“)
4 (NOT N3 em NTLNOBY (118 p31) .
-~ ele.
-+ (A’oz]\fla — Areros) (1223___”32)
-~ ete. ele.

quae aequalio ila guoque exhiberi potest

N1O — NOt = 5 (AC% NIB — Nte NOE ) (;f — yfe)
denotantibus ¢ (3 omnes combinationes indicum inaecqualium.

Hine colligitur, si fuerit 2°1 = 19, p°2=7,2%9, 503 =, 30°,
nie=n2l, n8 =31, %3 =432, elc., siue generaliter nf = 7/
fore etiam

N1o — NOI
Et quum ordo indeterminatarum in aequationibus propositis sit arhi-
trarius, manifesto, in illa suppositione erit generaliter

Nep — NE«

22.

Quum methodus in hac commentatione exposita applicationem
imprimis frequentem et commodam inueniat i@ calculis ad geodaa-
siam sublimiorem pertinentibus, lectoribus gratam fore speramus
illustrationem praeceptorum per nonnulla exempla hinc desumta.

Aequationes conditionales inter angulos systematis triangulo-
rum e triplici potissimum fonte sunt petendae.
1. Aggregatum angulorum horizontalium, qui ctirca eundem

verticem gyrum integrum Lorizontis complent, asquare debet yna-
tuor rectos:
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I Suwma trium angulorum fu quouds iangulo  quantitati
datae aequalis est, quum, quoties trinngulun est in superlicie curua,
excessum illius summac supra duos reclos tum accurale compulare
liceat, vt pro absolute exacto haberi pussit.

UL Fons lerlius est ratio laterum in triangulis calenam clau-
sam formantibus.  Scilicet si series triangulorum ita vexa ost, vt
secundum triangulum habeat lalus vnum @ commune eum triangulo
prinio, aliud & cum terlio; perinde quartum {triangulum  cum
tertio habeat lalus commune ¢, cum quinto latus commune d, et
sic porrb vsque ad vllimum triangulum, cui cum praecedente lalus
commune sit &, et cum triangulo primo rursus latus £, valores quo-

a b ¢ d . .
tientium T T Fr o e > [innolescent resp. e binis ans
« ¢

gulis triangulorum successivorum, lateribus communibus oppositis, |
per méthodos notas, vnde quum productum illarum fractionum fieri
debeat = 1, prodibit aequatio conditionalis inter sinus illorum an-
gulorum, (parte tertia excessus sphaerici vel sphaeroidici, si tri-
angula sunt in superficie curua, resp. diminutorum).

Ceterum in systematibus triangulorum complicatioribus saepis-
sime accidit, vt aequationes conditionales tum secundi tum tertii
generis plures se offerant, quam retinerc fas est, quoniam pars
earum in religuis iam contenta est. Contra rarior erit casus, vhi
aequationibus conditionalibus secundi generis adluncrexe oportet ae-
quationes similes ad figuras’ plurium laterum _spectantes, puta tune
tantum , vbhi polygona formantur, in triangula per mensurationes non
dinisa. Sed de his rebus ab instituto praesente nimis alienis, alia
cccasione fusius agemus, . Silentio tamen praeterire non possumus
monitum, quod theoria nostra, si applicatio pura atque rigorosa in
votis est, supponit, quantilates per ¢, ¢/, +" etc. designatas reuera
vel immediate obseruatas esse, vel ex obseruationibus ita deriua-
tas, vt inter se independentes maneant, vel sallem tales censeri
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possint, In praxi vulgari obseruantur anguli triangulorum ipsi, qui
proin pro v, ¢, ¢ ele. accipi possunl; sed mewmores esse debe-
mus, si forte systema insuper contincat triangula talin, quorum
anguli non sint immediate obseruati, sed prodeant tamguam summac
vel differentiae angulorum reuera obseruatorum, illos non inter ob-
sernatorum numernm referendos, sed in forma compositionis suae
in caleulis vetinendus esse. Aliter vero res se habebit in modo
ohseruandi ei simili, quem sequutus est clar, Struve (Astronomi-
sche Nachrichten 1I, p.431), vbi direcliones singulorum laterum ab
eodem vertice proficiscentium oblinentur per comparalionem cum
vna eademque directione arbitraria, Tunc scilicet hi ipsi anguli
pro v, ¢/, ¢ ete. accipiendi sunt, quo pacto omnes anguli triangu-
lorum in forma differentiarum se offerent, aequationesque conditio-
nales primi generis, quihus per rei naturam sponte salisfit, tam-
quam superfluae cessabunt. Modus obseruationis, quem ipse se.
quutus sum in dimensione’ triangulorum annis praecedentibus per-
fecta, differt quidem tum a priori tum a posteriori moda, attamen
respectu effectus posteriori aequiparari potest, ita vt in singulis sta-
tionibus divectiones laterum inde proficiscentium ali initio quasi ar-
bitrario numeratas pro quantiiatibus v, v, V" etc. accipere oporteat.
Duo iam exempla elaborabimus, alterum ad modum priorem, al-
terum ad posteriorem pertinens.

23.

Exemplum primum nobis suppeditabit opus clar. de Krayen-

hof, Précis historique des operations irigonometriques faites en
Hollande, et quidem compensationi subiiciemus partem eam syste-
matis triangulorum, quae inter nouem puncta .Harlingen, Sneek,
Oldeholtpade, Balium, Leeuwarden, Dockum, Drachten, Ooster-
wolde, Gréningen continentur. Formantur inter haec puncta nouem
triangula in opera illo per numeros 121, 122, 123, 424, 125,
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127, 128, 431, 432 denotata, quorum anguli (a nobis indieibus
praescriptis distineta) seeundum tabulam p, 77 ~81 ita sunt obseruati:

Triangulum 421.

0. Harlingen . .« . £0° 58" 157238

4. Lecuwarden « « « + 82 47 15,351

2. Ballum v v o v o . 46 14 27,202

Triangulum 422.

3. Harlingen . ... . 51 5 30,717
4. Bneelt . ... 0. 70 48 33,445
5. Leeuwarden . . . . 58 5 48,707

Triangulum 123.
6. Sneelk .. ... 0. 49 30 40,051
7, Drachten ... .. 42 52 50,382
8. Leeuwarden . . . . 87 36 21,057
Triangulam 424.

- Q. Sneek . ... .. 45 36 7,492
10. Oldeholtpade . .. . 67 52 0,048
14. Drachten , . ... 66 31 56,513

Triangulum {25.
19. Drachten . . «. « . 53 55 24,745

_ 13 Oldeholtpade . . . 47 48§ 52,5’80
14. Qosterwolde . . . .78 15 42,347

Triangulum 127.

15. Leeuwarden . . . . 50 24 0,645
16. Dockum . ... .. 76 34 0,021
17. Ballum . ... ... 44 1 51,040

Triangulum 498.
18. Leeuwarden . . . . 72 6 32,043
19. Drachten . .-. .. 46 53 27,163
20. Dochum . .. ... 61 O 4,404
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Triangulum 431
21, Dochum v v v v u v 570 4
99, Drachten + . , .. 83 33 14
23, Griningen . . .+ 30 24 52,397

’

T'riangulum 432
94 Oosterwolde . ., 84 54 17,447
95. Gréningen . . . . 31 52 46,004
96. Drachten .« 66 12 57,246

Consideratio nexus inter haec triangula monstrat, inter 27
angulos, (uorum valores approximali per obseruationem innotuerunt,
13 aequationes conditionales haberi, pula duas primi generis, no-
vem secundi, duas terlii, Sed haud opus erit, has aequationes
omnes in forma sua finita hic adscribere, quum ad calculos tan-
tummodo requirantur quantilates in theoria generali per U, a, s o’
ete., B, b, V', U ele. ete. denotatae: quare illarum loco. statim
adscribimus aequationes supra per (13) denotatas, quae illas quan-

. titates ob oculos ponunt: loco signorum e, ¢, & ete. simpliciter
hic serihemus (0), (1), (2) ete.

Hoc modo duabus aequationibus conditionalibus primi generis
respondent sequentes: ’

(1) + 3) + &) + (15) + (148) = — 27197

(7) + (11) + (12)+ (19) + (22) + (26) = — 07436

Excessus sphaeroidicos nouem triangulorum inuenimus dein-
ceps: 177493 171475 172435 176985 08733 1716735 171043 271643
17403, Oritur itaque aequatio conditionalis secundi. generis primra
haec ¥): »© 4 o) 4 @ — 480° O 1749 = 0, et p&rinde
reliquae: hinc habemus nouem aequationes sequentes:

. . . ' . .
*) Indices in hoc exemplo per figuras arabicas exprimere praefe~
rimas.
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O+ M+ (@ =—23%958

@4+ @+ BG)=+ 0722

6) + M 4+ (8) =— 0,753

©) + (10) + (14) = + 2,355

(12) + (13) + (14) = — 1,201

(15) + (16) 4+ (17) = — 0,401

(18) + (19) + (20) = + 2,596

(21) + (22) + (23) = + 0,043

24) 4+ (25) + (26) = — 0,616
Aequaliones conditionales tertii generis commodius in forma loga-
vithmica exhibentur: ita prior est
log sin (¢ —0"583) — log sin (v®—0"583) —log sin’ (v — ()" 382)
-~ logsin (v@® —0"382) — logsin (v© — ("414) + log sin (v—0"414)
—logsin (v9—0"389) + logsin (") — (" 380) — log sin (v9—0"368)
+ log sin (v — ("368) = 0
Superfluum videtur, alteram in forma finita adscribere. His dua-
bus aequationibus respondent sequentes, vhi singuli coéfficientes
referantur ad figuram septimam logarithmorum briggicorum:

17,068 (0) — 20,174(2) — 16,993 (3) -+ 7,328(4) — 17,976 (6)
-+ 22,672(7)— 5,028(16) -+ 24,780(17) = 19,710 (19)
+ 11,671(20) = — 371

17,076 (6) — 0,880(8) — 20,647 () 4 8 564(10) — 19,082 (43)
+ 4,375(14) + 6,798 (18) — 14, 671 (20) + 13,657.(21)
— 25,620(23) — 2,995(24) + 33,854(25) = + 370

Quum nulla ratio indicata sit, cur obseruationibus pondera in-
aequalia tribuamus, statuemus p©@ = p™ = p®@ ete. = 4. Deno-
tatis itaque correlatis aequationum conditionalium eo ordine, quo
aequationes ipsis respondentes exhibuimus, per 4, B, C, D, £, F,
G, H, I, K, L, }#, N, prodeunt ad illorum determinationem
aequationes sequentes: i

Classis Mathem, Tom. T, M
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— My =5 A C A DA B T4 L 4 5,007 N
— 0436 =0 B A+ B A 1 G L K L4 2,962 M
— 3,058 == o 4+ 3C — 3,106 M

4 0722 =d 4 3D — 0,665 M

— 0,753 = A 4 B 4+ 3+ 4606 M 4+ 17,096 N
4 2,855 = B 4 31 — 12,053 N

-~ 14,201 = B + 3G — 14,707 N

— 0,401 = 4 + 3L + 16,752 M

4 2,596 = A + B 4 31 — 8,039 M — 4,874 N

4 0,043 = B 4 3K — 11,063 N

— 0,616 = B 4+ 3L + 30,859 N

!

371 = + 29628 — 3,106 C — 9,665 D 4 4,096 L

+ 16,752 H — 8,039 I + 2902,27 M — 459,33 N
4+ 370 = 45,917 44 17,096 E—12,053 F'— 14,707 G — 4,874 1
— 11,963 K + 30,859 L — 459, 33 M + 3385,96 N

Hinc eruimus per eliminationem:

A = — 0,598 H= 4+ 0,659

B = — 0,255 I = 4 1,050

C = — 1,234 K= 4+ 0,577
D = 4 0,086 L = — 1,351
E = — 0,447 M= — 0,109792
F = 4 1,351 N =+ 0,119681
G = + 0,271

Denique errores maxime plausibiles prodeunt per formulas

(0) = C + 17,068 M

W=44+C

(2) = C — 20,174 M :

(3) =D — 16,993 M N
etc., vnde obtinemus valores numericos sequentes; in gratiam com-
parationis apponimus (mutatis signis) correctiones a clar. de Krayen-
hof obseruationibus applicatas:
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de Kr. de K.
() = =~ 308 | — 27000 || (14) = 4+ 0”705 | + 27400
(1) = — 1,832 | + 0,446 || (415) = 4 0,061 | + 1,273
(2 =+ 0,981 | — 1,082 || (10) = + 2,211 | + 5,045
(3) =+ 1,952 | + 1,722 || 47) = — 4,732 | — 7,674
() =— 0,719 | + 2,848 || (18) = =+ 1,205 | + 1,876
(5) = = 0,512 | — 3,848 19 = -+ 2,959 | + 6,251
(6) = 4 3,648 | — 0,137 || (20) = — 1,628 | — 5,530
(1) = — 3221 | 4+ 4,000 || (21) = + 2214 | + 3,456
(8) = = 1,180 | — 4,614 || (22 = - 0,322 | — 3,454
V) = — 1,146 0 (28) = — 2,489 0
(10) = 4 2,376 | + 5,928 || (24) = — 1,709 | + 0,400
(11) = + 1,096 | — 3,570 || (25) = + 2,701 | + 2,054
(12) = + 0,016 | 4+ 2,414 || (26) = — 4,606 | — 3,077
(13) = — 2,043 | — 6,014

Aggregatum quadratorum nostrarum compensationum inueni-
tur = 97,8845. Hinc error medius, quatenus ex 27 angulis ob-
seruatis colligi potest,

07,8845
=V =—— = 2"7440
13.

Aggregatum quadratorum mutationum, quas elar. de Krayen-

hol ipse angulis pbseruatis applicauit, inuenitur = 341,4201.

24.
Exemplum alterum suppeditabunt triangula inter quinque .
puncta triangulationis Hannoveranae, Falkenberg, Breithorn, Hau-
selberg, Wulfsode, Wilsede. Obseruatae sunt directiones #):

*) Tuilia, ad quae singulae directiones veferuntur, hic tamquam arbi-
tiaria considerantur, quamquam renera cum lineis meridianis statio-
num coincidant.  Obseruationes in posterum complete publici inris

M 2
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[n statione Fausenpenc
0. Wilsede . .. . ... 487°47'30" 314
1. Wullsode . . . ... 225 9 30,076
2. Hauselberg ... . . 266 13 506,239
3. Breithorn + . . v+ 274 44 43,034
In statione Buzrmonn
4. Falkenberg .. « . . 04 33 40,755
5. Hauselberg . . . ., 422 54 23,054
6. Wilsede . . .+ ... 150 18 35,400
In statione Havsrinenc
7. Falkenberg . . .. . 8620 6,872
8 Wilsede .. .. ... 154 37 0,624
9. Wullsode v « «. .« 180 2 56,376
10. Breithorn . .. . .. 302 47 37,732
In statione WuLesons
11. Hauselberg . . . . 0 5 36,593
19. Falkenberg . o . v . 45 97 33,556
13. Wilsede . o .« . ¢ . 118 44 13,159
In statione WiLsepE
14. Falkenberg . . ... 751 1,027
15. Wulfsode . .., .. 208 29 49,519
16. Breithorn . .. . ., 330 "3 7,392
17. Hauselberg . . . . . 334 25 26,746

Ex his obsernationibus septem triangula formare licet.
Triangulum L
Falkenberg . « o v v v .. 8° 0 47395
Breithorn « . v v e v oo v 28 17 42,200
Hauselberg . « o « v « v 143 41 20,140

fient; interim figura inuenitur in Aslronomische Nachrichtewr Vol. I.
p. 44l
‘
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Iriangulum 1L,
Falkenberg .. «. .. 806°27'13"323
Breithorn v v oo o v o 55 44 54,345
Wilsede « o v oo v oo » 37 47 53,035
I'riangulum ILI,
Falkenberg . « .« v .« 41 4 16,563

Hauselberg « + o « + o . 102 33 49,504

Wulfsode o« v oo e v v v 306 24 56,0963
. Triangulum 1V,
Falkenberg . . «+ v o0 78 26 25,028
Hauselberg . . ... ... 68 8 2,752
Wilsede v o v oo v oo . 35 25 34,281
Triangulum V,

* Falkcnberg o . . . o0 .« 37 22 0,365
Wulfsode . .+ v v o oo« 73 16 39,603
Wilsede o o v ¢« os oo 69 21 11,1508

Triangulum VL
Breithorn . .. . . ... . 27 27 12,046
Hauselberg .« + . . .« 148 10 28,108
Wilsede . « v v e 0o .. 4 22 19,354

. Triangulum VI1I
Hauselberg . .« v . . .« 34 25 406,752

Waulfsode + .« o+« « . 109 38 36,566 i

Wilsede « « oo v v v v v 35 55 37,227

-

ETG,

93

&

Aderunt itaque septem aequationes conditionales secundi generis
(aequationes primi generis manifesto cessant), quas vt eruamus,-
ct;mputandi sunt ante omnia excessus sphaeroidici septem triangu-
loram. 'Ad hunc finem requiritur cognitio magnitudinis absolutae
saltem vnius lateris: latus inter puncta Wilsede et Waulfsode est
29877,04 metrorum.  Hinc prodeunt excessus sphaeroidici trian-
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gulorum 1.0 0"2025 109”425 1. 4"257; IV.... 170103
V179575 Vi 0"3215 VIL.... 17205

Tam si directionis co ordine, quo supra allatae indicibusqne distinctae
sunt, per ¢, pM, @, @ ete, designantur, teianguli 1 anguli
fiunt ¢® — p@ P8 — W, 360° o #0 — ), adeoque aequatio
conditionalis prima

—_— ) - 3 e ) -+ 1(8) e D e 1(10) - 1‘790 59'59”‘7‘98 =0
Perinde triangula reliqua sex alias suppeditant; sed leuis altentio
docebit, has seplem aequalioncs non esse independentes, sed se- .
cundam identicam cum summa primae, quarlae et sexiae; nec
non summam tertiae et quintae identicam cum summa quartae et
septimue: quapropter secundam et quintam negligemus. Loco
remanentium acquationum conditionalium in forma finita, adseribi-
mus aequationes correspondentes e complexu (13), dum pro cha-
racteribus &, & ete. his (0), (1), (2) ete. vtimur:

— 1368 = — (2) + B) — (D + (5) + (7) — (10)
+ 1,73 =— W) + @ — (7)) + (9 — (11) + (12)
+ 1,042 = — (0) + (9 — (1) + (8) + (14) — (17)
— 0,813 = — (5) + (6) — (8) + (10) — (16) + (17)
— 0,750 = — (8) + (9) —(11) + (13) — (45) + (17)

Aequationes conditionales tertii generis octo e triangulorum
systemate peti possent, quum tum terna quatuor triangulorum I,
11, 1V, VI, tum terna ex his III, IV, V, VIl ad hunc finem
cogbinare liceat; attamen leuis attentio docet, duas sufficere, al-
teram ex illis, alteram ex his, quum reliquae in his atque priori-
bus aequationibus conditionalibus iam contentae esse debeant. Ae-
quatio itague conditionalis sexta nobis erit
log sin (¥ — ¢ — 0"067) — log sin (v& — o@ — ("067)
4+ log sin (W9 — 90D — (7640) — log sin (v® = v — 0"640)
+log sin (1® — ¢! — 0”"107) — logsin (¥ — 959 —0"107) = 0
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algque soplina
log sin (49 — v — (/'449) = log sin (s — ) — ("410)
A-log sin (o) = 0D = '640) — log sin (V& — v —()"(40)
+ log sin (009 — pt0) — ("4 32) = log sin (P07 = pG8 — (4 32)
=0
quibus respondent aequationes complexus (13)

+ 25 = 4 4,31(0) — 153,88(2) + 149, 57(3) -+ 39, 11(4) — 79, 64(5)
+ 40,53 (0) + 31,90(14) + 275,39(16) — 307,29(17)

—3 =+ 4,31(0) — 24, 16(1) + 19,85(2) - 36,41(11) — 28, 50{12)
—7,52(43) + 31,90(14) + 29,06(15) — 060,96(17)

Quodsi iam singulis directionibus eandem certitudinem tribuimus,
statuendo p© = p® = p@ ete. = 1, correlataque septem aequa-
tionum conditionalium, eo ordine, quem hic sequuti sumus, per
Ay, B,C, D, E, I, G denotamus, horum determinatio petenda
erit ex aequationibus sequentibus:

— 1,368 = + 64 —2B — 9C—9D 4+ 184,72 F — 19,85 G
+ 1,773 =— 24 4+ 6B + 204 2E—153,88 F — 20,69 G
+ 1,042 = — 24 4284 6C —2D — 2E4-184,00 F 4 108,40G
— 0813 = — 24 —9C 4 6D 4 2 E~— 462,51 F — 60,96 G
— 0,750 = + 2B —2C + 2D + 6 E—307,29 F— 133,65 G
+ 25 = 4 184,724 — 153,83 B + 181,00C — 462,51 D
— 307,20 E + 224868 F' 4+ 166941 G
—3 = — 19,854 — 20,698 + 108,40C — 60,96 D

— 133,65 E + 16694, 1 F + 8752,39G

Hinc deducimus per eliminationem

A =— 0,295
B = 4 0,344
C = — 0,088

D=—0,171 -
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I = — 0,323
L= 4 0,000215915
G = — 0,00547402
Iam errores maxime plausibiles habentur'per formulas:

(0) = — C 4+ 4,311 + 4,31G
(1) = — B — 24,16G

Q) =— d 4 B 4+ C— 153,881" 4 19,85 G
etc., vnde prodeunt valores numerici
(0) = + 07065 (9) = +-0"021
(1) = — 0,212 (10) = -+ 0,054
(@ = 4+ 0,339 (11) = — 0,219
3 ==— 0,193 (12) = + 0,501
(4) = -+ 0,233 (13) = — 0,282
(5) = — 0,071 (14) = — 0,256
6) = — 0,162 t3) = + 0,164
(7) = — 0,481 (16) = + 0,230
8) = + 0,406 (7)) = — 0,139
Summa quadratorum horum errorum inuenitur = {1,2288;

hine error medius vnius divectionis, quatenus e 18 directionibus’
obseruatis erui potest,

1,2288
=y —,—7—° = 0"4190

25. )

Vt etiam pars altera theoriae nostrae exemplo illustretur, inda-
gamus praecisionem, qua latus Falkenberg~Breithorn e latere Wil-
sede - Wulfsode adiumento ohseruationum compensatarum detérmi-
natur. Funectio z, per quam illud in hoe casu exprimitur, est"

sin (003 — oD —("659). sin (oW — () "814)
sin (¢ — 9©—("(52). sin (W@ — @ — 0"814)

w = 22877704 X
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Huius valor, e valoribus correctis directionum ¢, 0 elc,
inuenitur
= 26766™ 68
Differentiatio aulem illius expressionis suppeditat, si differen-
lialia dp©, dp® ete, minulis secundis expressa concipiuntur,
“du = 016991 (0@ — dpw) 4 0™ 088306 (d vW — d ')
—0™ 03899 (& #12 —d ) 4-0™ 16731 (d Pl — 0y

Hine porro inuenitur

[@l] = — 0,088306
[60] = 4+ 0,13092
[¢{] = — 0,00200
[dl] = 4+ 0,07895
C o [el]= + 0,03%99
[J1] = — 40,1315
Lg1] = + 10,9957
[/7] = 4+ 0,13238

Hinc denique per methodos supra traditas inuenitur, quatenus

metrum pro vnitate dimensionum linearium accipimus,

1 .

. 'j)‘ = 0,08329, siue P = 12,006

vade error medius in valore lateris Falkenberg—Breithorn metuen-
dus = 0,9886 m metris, (vbi m error medius in directionibus ob-
seruatis metuendus, et quidem in minutis secundis expressus), adeo-
que, si valorem ipsius 7z supra erutum adoptamus,

= 0™ 1209

Ceterum inspectio systematis triangulorum sponte docet, pun-
ctum Hauseiberg omnino ex illo elidi potuisse, incolumi manente
nexu inter latera Wilsede— Wulfsode atque Falkenberg-Breithorn.
Sed a hona methodo abhorreret, supprimere ideirco obseruationes,
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quae ad punctum Iausclberg referuntur *), guum ecerte ad prae-
cisionem augendam conferre valeant. Vi clavius appareret, quun-
tum praecisionis augwmentum inde redundet, caleulum denug fecimus
excludendo omnia, quae ad punctum Hauselberg rveleruntur, quo
pacto e 18 directionibus supra traditis oclo excidunt, alque reli-
quarum crrores maxime plausibilis ita inueniuntur:

0) = 4+ 0”327 l (12) = + 07206
(1) = — 0,200 (13) = — 0,206
(8) = — 0,121 (14) = -+ 0,327
4) = + 0,121 (15) == 4~ 0,206
6) = — 0,121 (16) = 4+ 0,121

Valor lateris Fallienherg-Breithorn tune prodit = 26766™63, pa-
rum quidem a valore supra eruto discrepans, sed calculus ponde-
ris producit

p = 0,13082 sine P = 7,644

adecque error medius metuendus = 0, 36169 m metris = 0™ {515.
Patet itaque, per accessionem obseruationum, quae ad punctum
Hauselberg referuntur, pondus determinationis lateris Falkenberg-
Breithorn auctum esse in ratione numeri 7,644 ad 12,006, siue
vnitatis ad 1,571. ‘ ) °

*) Maior pars harum obsernationum iam facla erat, antequam punctum
Breithorn repertumn, atque in systema receptumn esset,

J .




