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DISQUISITIONES GENERALES

CIRCA
SUPERFICIES CURVAS

AUCTORE

CAROLO FRIDERICO GATUSS.

SOCIETATI REGIAE OBLATAE D. S, OCTOB., 1827

. 1.

Disquisitiones, in quibus de directionibus variarum rectarum in
spatio agitur, plerumque ad maius perspicuitatis et simplicitatis fa-
sligium euehuntur, in auxilium vocando superficiem sphaericam
radio = 1 circa centrum arbitrarium descriptam, cuius singula
puncta repraesentare censebuntur directiones rectarum radiis ad
illa. terminatis parallelarum.. Dum situs omnium punctorum in spa-
tio per tres coordinatas determinatur, puta per distantias a tribus
planis fixis inter se normalibus, ‘ante omnia considerandae veniunt
directiones axium his planis normalium: puncta superficiei sphae-
ricae, quae has directiones repraesentant, per (1), (2), (3) deno-
tabimus; mutua igitur horum distantia erit quadrans. Ceterum
axium divectiones versus eas partes acceptas supponemus, versus
quas coordinatae respondentes crescunt. ,
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2.

ITaud inwtile erit, quasdam propositiones, guae in huivsmodi
quaestionibus vsum frequentem offerunt, hic in conspectum producere.

1. Angulus inter duas reclas se secanles mensuralur per
arcum inter puncta, quac in superlicie sphacrica illarum directioni-
bus respondent,

Il.  Silus cuiuslibet plani repracsentari potest per ecirculum
maximum in superficie sphaerica, cuius planum illi est parallelum.

1IIL. Angulus inter duo plana aequalis est angulo sphaerico
inter circulos maximos illa repracsentantes, et proin etiam -per ar-
cum inter horum circulorum maximorum polos interceptum mensu-
vatur, Et perinde inclinalio rectae ad planum mensuralur per ar-
cum, a puncto, quod respondet directioni rectae, ad eirculum ma-
ximum, qui plani situm repraesenlat, normaliter ductum.

IV. Denotantibus «, y, z; &', », & coordinatas duorum
punctorum, » eorundem distantiam, atque L punctum, quod in su-
perficie sphaerica rvepraesentat directionem reclae a puncto priori
ad posterius ductae, erit '

’

& =& 4 rcos (1) L
Y=y +res@) L
Z = z 4 rcos (3) L
V. Hinc facile sequitur, haberi generalifer
cos(1) L* + cos(2) L2 4 cos(3) L% =1
nec non, denotante L’ quodcunque aliud punctum superficiei sphae-
ricae, esse )
cos (1) L .cos (1) I/ + cos(2) L.cos (2) L' + cos (3) L.cos(3) L/
= cos LL.
VI. Tueorema. Denotantibus L, L', L', L quaiuor pun-
cla in superficie sphaerae, alque A angulum, quem arcus LI/,
L'L" in puncto concursus sui formant, erit -

" 7 ! . B .
cos LL", cos /1" —cos LL". cos 'L’ = sin LL'.sin L'L" . cos A
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Demonstratio. Denolet litera « insuper punclum concursus

ipsum, stalualurque
Ali=10ty AT =10, AL =V, AL ="
Habemus itaque:

Cos l’l./.lll,
q
)

= coslicost’ 4 sint sind’ cos 4
cos /1" = cos! coss™ - sint’ sin (" cos A

cos L I/” = cost cos(” 4~ sint sinl” cos A

cos /L' = cost cost” + sint sint’ cos A
et proin
cos L I cos L' —cos I 1" cos I' I/ = cos < (cos t cos !’ sin £ sin ¢
--cos t'cos I

7

110

sin/sin”— coszcos (" sinsint” —cos ¢ cos ¢’ sin ¢sin 1)

= cos A (cost sin /' — sinZcos!) (cos(’sin(” — sin(” sins”)
= cos A .sin({ —¢) . sin((" —¢')

= cos A .sim LI/, sin L'L"”

Ceterum quum inde a puncto .4 bini rami vtriusque circuli maxi-
mi proficiscantur, duo quidem ibi anguli formantur, quorum alter
alterius complementum ad 480°: sed analysis nestra monstrat, eos
ramos -adoptandos esse, quorum directiones cum sensu progressionis
-a puncto Z ad L/, et a puncto L” ad L' consentiunt: quibus in-
tellectis simul patet/quum circuli makimi duobus punctis concur-
rant, arbitrariugyesse, vtrum éligatur. Loco anguli 4 etiam arcus
inter polos circulorum maximorum, quorum partes sunt arcus LI,
L'L", adhiberi potest: manifesto autem polos tales accipere oportet,
qui respectu horum arcuum similiter iacent, puta vel vterque polus
ad dextram iacens, dum a I versus L/ atque ab Z” versus L"
procedimus, vel vterque ad laeuam,

VIL Sint Z, I/, L" tria puncta jn superficie sphaerica, sta-
tuamusque breuitatis caussa '
cos()L = &, cos(L = y, cos(3)L = z
cos(1) L' = o', cos(Q)L' =y, cos(3)L = 7
cos(1) L' = "5 cos(Q) L" = y", cos(3) L' = 2"
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nec non

ay/ ey s A 2y s — oy — Wyl e = A
Designet A polum cireuli maximi, cuius pars est aveus L [/, et qui-
dem eum, qui vespectu huius arcus similiter iacet, ac punctum (1)
respectu arcus (2) (8). 'lune erit, ex theoremale praecedente,
&' =gz = cos (1) A sin (2)(3). sin I, L/, siue, propter (2)(3) =90°,

y& — ¥z = cos(1)\ .sin LI/, et perinde

zy — &a = cos(Q)A. sin L L'

vy — &'y = cos(3)A .sin LI
Multiplicando has aequationes vesp. per a”, 3”, 2 et addendo, ob-
tinemus adiumento theorematis secundi in #~ prolati

A =cos ANL" . sin LI
Iam tres casus sunt distinguendi. Primo, quoties Z” iacet in eodem
circulo maximo cuius pars est arcus L L/, erit AL" = 00°, adeoque
A = 0. Quoties vero Z” iacet extra circulum illum maximum,
aderit casus secundus, si est ab eadem parte, a qua est A, ferlius,
si ab opposita: in his casibus puncta Z, Z/, L’ formabunt trian-
gulum sphaericum, ‘et quidem iacebunt in casu secundo eodem or-
dine quo puncta (1), (2), (3), in casu tertio vero ordine opposito. '
Denotando angulos illius trianguli simpliciter per L, I/, L, atque
perpendiculum in superficie sphaerica a puncto L” ad latus L L'
ductum per p, erit sin p = sin L . sin L = sin L' . sin L'L,
atque AL’ = Q0° == p, valente signo superiori pro casu secundo,
‘inferiori pro tertio. Hing itaque colligimus

.= A=sinL.sinLL. sin%l]' = sinZ/.sin LL .sin'L"
= sin L .sin LL".sin L' I ’

Ceterum manifesto casus primus in secundo vel tertio comprehendi
censeri potest, nullogue negotio perspicitur, == A exhibere sextu-
plum soliditatis pyramidis inter puncta L, L, L” atque centrum
sphaérae formatae. Denique hinc facillime colligitur, eandem ex-
pr:essiohem = 1 A generaliter exprimere soliditatem cuiusuis pyra-

)
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midis inter iuitium coordinatarum alque puncle guorum coordinu-

’ ' ’ " " "
lae sunt &, ¥, &3 &, ¥, &; a7, Yy, 5, conlenlae,

S

Superficies curua apud punctum 4 in ipsa situm enruatura
conlinua gaudere dicitur, si directiones omnium rectarum ab 4 ad
omnia puncla superficiei ab 4 iunfinite parum distantia ductarum in-
finite parum ab vno codemque plano per . transiente deflectuntur:
hoc planum .superficiem curuam in puncto o tangere dicitur. Quodsi
. huie conditioni in aliquo puncto salisfieri nequit, continuilas curua-
turae hic inlel‘rumpituf, vti e. g. euenit in cuspide coni.. Disqui-
sitiones praesentes ad tales superlicies curuas, vel ad tales super-
ficiei partes, restringentur, in quibus continuilas curuaturae nullibi
interrumpitur. Hic tantummodo obseruamus, methodos, quae posi-
tioni plani tangentis determinandae inseruiunt, pro punctis singulari-
bus, in quibus continuitas curuaturae interrumpitu;‘, vim suam per-

dere, et ad indeterminata perducere debere.

4.

Situs plani tangentis commodissime e situ rectae ipsi in puncto
A normalis cognoscitur:, quae etiam ipsi superficiei curuae normalis
dicitur.  Directionem huius normalis per punctum Z in superficie
sphaeﬁae auxiliaris, repraesentghimus, atque statuemus

cos(1)L = X, cos(2)L = ¥, cos(3) L = Z;
coordinatas puncti 4 per &, y, z denotamus. Sint porro x4 dux,
y+dy, z 4 dz coordinatae alius puncti in superficie curua 4'; ds
ipsius distantia infinite parua ab ; denique A punctum superficiei
sphaericae repraesentans directionem elementi /4", Erit itaque

dx = ds.cos(1)A, dy = ds.cos(2), dz = ds.cos(3)A
et, quum esse debeat A L = 90°,
Xcos(1)A + Ycos(f_))}\.y-{— Zcos(A =0
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£ combinatione harum aequationnin deriuamus

Ny S+ Y dy 4 Zdz = 0.

Duae habentur methodi  geuerales ad exhibendam indolem
superficiei curuae, DMethodus prime vlitur acquatione inter coordi-
natas &, ¥, &, quam reduclam esse supponemus ad formum /7 =0,
vbi 7# erit funclio indeterminataram x, y, % Sit dillerentizle com-
pletum functionis //

477 = Pda 4+ Qdy 4+ Rdz
eritque in superficie curua

Pdx 4+ Qdy 4+ Rdz =
et proin

Pcos(1)X + Qcos(2)A + Rcos(3)L = 0
Quum haec aequatio, perinde vt ea quam supra stabilinimus, va-
lere debeat pro directionibus omnium elementorum ds in superficie
curua, facile perspiciemus, X, ¥, # proportionales esse debere ipsis
P, Q, R, et proin, quum fiat XX 4 Y'Y 4 ZZ = 4, erit vel

. P B Q
X= TPy oor amn T TV@PP ¥ Q0 ¥ REY
R

Z=7PP T Q0+ R

vel _
_ . o
S VPP T e T kB’ T SVOPT 00T BBy
—R
: L= ST Q0T R

Methodus secunda sistit coordinatas in forma functionum dua-
rum vatiabilium p, ¢. Supponamius per differentiationem harum
-functionum prodire ‘

de = adp + ddg

dy = 0dp + Vdg

dz = cdp + dg
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quibus valoribus in formula supra data substitutis, obtinemus

(@X 4+ 0¥ + c2)dp + (WX + UV 4+ ¢Z)dg =0
Quum huaec aequatio locum habere debeat independenter a valori-
bus diflerentialium dp, dg, manilesto esse debebit

aX F 0V 4 cZ=0,d X+ VYV 4 Z=0
vande colligimus, X, ¥, Z proportionales esse debeve quantitatibus
b == clf, cd — acd’, all — bd
* Statuendo itaque breuitatis caussa

V(0 =—cl)2 4 (cd = ad)? 4+ (ab — bd)2) = A

erit vel

. b = ol _cd —ad _all = bd
A=y YET A=y
vel X ' '
X = el — b _ad — ¢d _bd — all
- A P A > A

His duabuys methodis generalibus accedit tertia, vbi vna coor-
dinatarum, e. g. z exhibetur in forma functionis. reliquarum x, y:
haec methodus manifesto nihil aliud est, nisi casus specialis vel
methodi primae, vel secundae., Quodsi hic statuitur

dz = ¢dw 4 udy ’
erit vel '
-t —_u 1
X=1/:(1+tt+zw)’ Y= V'(1+It+uu)’Z=\/'(1+tt+uzz)

vel

z 7 -1

X=V"(1.-{-tt\,~§f-uu)’ Y= v -|—u—§-uu)’Z:Nf§1+ trrun)

Duae solutiones in art. praec. inuentae manifesto ad puncta
superficiei sphaericae opposita, siue ad directiones oppositas refe-
Classis Mathem., Tom. VI, 0
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runtur, quod cum rei natura quadeat, quum normalem ad vieamuis
plagam superficiei curnae ducere liceat.  Quodsi duas plagas, su.
perficiei contiguas, inler se distinguere, alleramque exteviorem al-
teram interiorem vocare placet, cliam virigue normali snam solu-
tionem rite tribuere licebit adiumento theorematis in art. 2 (VII)
cuoluti, simulalque crilerium stabilitum est ad plagam alteram ab
altera distinguendam,

In methodo prima tale criterium petendum evit a signo valo-
ris quantitatis /#.  Scilicet generaliter loquendo superficies curua
cas spalii partes, in quibus 7/ valorem positivum oblinet, ab iis
divimet, in quibus valor ipsius 7/ fit negatiuus. E theoremate illo
vero facile colligitur, si 7/~ valorem positiuum obtineal versus pla-
gam exteriorem, normalisque “extrorsum -ducta concipiatur, soluti-
onem priorem adoptlandam esse. Ceterum in quouis casu facile
diiudicabitur, vtrum per superficiem integram eadem regula vespe-
ctu signi ipsius 77 valeat, an pro diuersis partibus diuersae: quam-
diu co’fficientes P, Q, R valores finitos habent, nec simul omnes
tres euanescunt, lex continuitatis vicissitudinem vetabit.

Si methodum secundam sequimur, in superficie curua duo sy-
stemata linearum curuarum concipere possumus, alterum, pro quo
7 est variabilis, ¢ constans; alterum, pro quo ¢ variabilis , p con-
stans: situs mutuus harum linearum respectu plagae exterioris deci-
dere debet, vtram salutionem adoptare oporteat. Scilicet quoties
tres lineae, puta ramus lineae prioris systematis a puncto 4 profi-
ciscens crescente p, ramus posterioris systematis a pungto .4 egre-
diens crescente ¢, atque normalis versus plagam exteriorem ducta
similiter iacent, vt, inde ab origine abscissarum, axes ipsarum
xy ¥, £ resp. (e, g. si.tum e tribus lineis illis, tum e tribus his,
prima sinistrorsum, secunda dextrorsum, tertia. sursum directa con-'"
cipi potest), solutio- prima. adoptari debet; quoties autem situs mu-
tuus trium linearum priorum oppositus est situi mutuo axium .ipsarum
%, s %5 solutio secunda valebit. - .
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In methodo tertia dispiciendum est, virum, dum z incremen-
tim positivum aceipit, wanentibus x et y inuariulis, transitus fiat
versus plagam exleriorem an inleriorem. In casu priori, pro nor-
mali extrorsum divecta, solulio prima valel, in posteriori secunda,

6.

Sicuti, per translatam directionem mnormalis in superficiem
curnam ad superficiem sphaerae, cuiuis puncto determinato prioris
superliciei respondet punctum determinatum in posteriori, ita eliam
quacuis linea, vel quacuis figura in illa repraesentabitur per lineam
vel figuram correspondeiitem in hae. In comparatione duarum fi-
gurarum hoc miodo sibi mutuo correspondentium, quarum altera
quasi imago alterius erit, duo momenta sunt respicienda, alterum,
quatenus sola quantitas consideratur, alterum, ualenus ahstrahendo
a relationibus quantilativis solum situm contemplamur.

Momentum primum basis erit quarundam notionum, quas in
doctrinam de superficiebus curuis recipere vtile videtur. Scilicet
cuilibet parti superficiei curuae limitibus determinatis cinctae cur-
vaturam totalem seu integram adscribimus, quae per aream figu-
rae illiin superficie sphaerica respondentem exprimetur. Ab hac
curuatura integra probe distinguenda est -curuatura quasi specifica,
qnam nos mensuram curuaturae vocabimus: haec posterior ad pun-
clum superﬁciei‘ refertur, et denotabit quotientem qui oritur, dum
curuatura integra elementi superficialis punctlo adiacentis per aream
ipsius elementi diuiditur, et-proin indicat rationem arearum infinite
paruarum in-superficie curua et in superficie sphaerica sibi mutuo
respondentium.  Vitilitas harum innouationum per_ea, quae in po-
‘sterum a nobis explicabuntur, abunde, vt speramus, sancietur. Quod
vero attinet ad terminologiam, imprimis prospiciendum esse duxi-
mus, vt omnis ambiguitﬁs arceatur, quapropter haud congmum_pu-
tauimus, analogiam terminologiae in doctrina de lineis curuis planis
vulgo receptam (etsi non omnibus probatam) stricte sequi, Secun-

- 0O 2
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dum quam mensura curuaturae simpliciter audire debuisset curuatura,
curuatura inlegra autem amplitudo,  Sed quidui in verbis faciles
esse liceret, dummodo ves uon sink inanes, neque dietio interpre-
tationi erroncae obnoxia?

Situs figurae in superlicie sphaerica vel similis esse potest silui
figurae respondentis in superlicie curua, vel oppositus (inuersus);
casus prior locum habet, vbi binae lineae in superficie curua ab
eodew puncto direclionibus inaequalibus sed non oppositis proficis-
centes repracsentantur in superficie sphaerica per lineas similiter
iacentes, puta vbi imago lineae ad dexiram iacentis ipsa est ad
dextram; casus posterior, vbi contrarium valet. Hos duos casus
per signuun mensurae curuaturae vel positinum vel negatinum distine
guemus. Sed manifesto haec distinctio eatenus lantum locum ha-
bere potest, (uatenus in vtraque superficie plagam determinatam
eligimus, iu qua figura concipi debet. In sphaera auxiliari semper
plagam exteriorem, a centro auersam, adhibebimus: in superficie cur-
va etiam plaga exterior siue quae tamquam exterior consideratur,
adoptari potest, vel potius plaga eadem, a qua normalis erecta
concipitur; manifesto enim respectu similitudinis figurarum nihil mu-
tatur, si in superficie curua tum ﬁgura ad plagam oppositam trans-
fertur, tum normalis, dummodo ipsius imago semper in eadem pla-

\

ga superficiei sphaericae depingatur,

Signum positiuum vel negatiuum, quod pro situ figurae infinite
paruae mensurce curuaturae adscribimus, etiam ad curuaturam in-
tegram fignrae finitae in superficiej curua extendimus. Attamen si
argumentum omni generalitate amplecti suscipimus , quéedam dilu-
cidationes requiruntur, quas hic breuiter tantum attingemus. Quam-
diu figura in superficie curua ita comparata est, vt singulis -punctis
intra ipsam puncta dizersa in superficie sphaerica respondeant, de-
finitio vlteriori explicatione non indiget. Quoties autem conditio
ista locum non hahet, necesse erit, quasdam partes figurae in su-
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perficie sphacrica bis vel pluries in compulum ducere, vnde, pro
situ simili vel opposito, vel uccumulalio vel destructio oriri polerit.
Simplicissimum erit in tali casu, figuram in superficie curua in
partes tales diuisam concipere, quac singulae per se speclalae con-
ditioni illi satisfaciant, singulis tribuere curualuram suam inlegram,
quantilate per aream figurae in superflicie sphaerica respondenlis,
signo per situm determinalis, ac denique [igurae toti adscribere
curuaturam integram ortam per additionem curuaturarum inlegra-
rum , quae singulis parlibus respondent, Generaliter itaque curua-
tura integra ligurae est = [f4d¢, denotante dg elementumn areae
figurae, £ mensuram curuaturae in quouis puncto. Quod vero attinet
ad repracsentationem geometricam huius integralis, praecipua huius rei
momenta ad sequentia redeunt. Peripheriae figurae in superficie curua
(sub restrictione art. 3) semper respondebit in superflicie sphaerica
linea in se ipsam rediens. Quae si se ipsam nullibi intersecat, totam
superficiem sphaericam in duas partes dirimet, quarum altera re-
spondebit figurae ih superficie curua, et cuius area, positiue vel
negatiue accipienda, prout respectu peripheriae suae similiter iacet
vt figura in superficie curua respectu suae, vel inuerse, exhibebit
posterioris curuaturam integram. Quoties vero linea ista se ipsam
semel vel pluries secat, exhibebit figuram complicatam, cui tamen
area certa aeque legitime iribui potest, ac figuris absque nodis,
haecque area, rite intellecta, semper valorem iustum curuaturae
integrae exhibebit. Attamen vberiorem huius argumenti de figuris
generalissime conceptis expositionem ad aliam occasionem nobis
reseruare ‘debemus,

7
Inuestigemus: jam formulam ad exprimendam mensuram curua-
turae pro quouis puncto superficiei curuae. Denotante do aream
elementi huius superficiei, Zd g erit area proiectionis lius elementi
in planum coordinatarum wx, y; et perinde, si d3 est area elementi
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respondentis in superficie sphaevica, crit Zd4% avea proiectionis
ad idem planum: signum  posiliuum vel negatinum ipsius % vero
indicabit situm proiectionis similem vel oppositum situi  elementi
proiecti: manifesto itaque illac proicctiones candem rationem quoar
quantitatem, simulque candem relationem quoad situm, inter se
tenent, vt elewenta ipsa, Consideremus iam elementum triangulare
in superficie curua, supponamusque coordinalas irium punclorum,
quae formant ipsius proiectionem, esse

N N
v day y 4 dy

x A\J’a Yy + A\‘}/
Duplex area huius trianguli exprimetur per formulam

dx.0y — dy . dw
et quidem in forma positina vel negatiua , prout situs lateris a pun-
cto primo ad tertium respectu lateris a punclo primo ad secundum
similis vel oppositus est situi axis coordinatgnfm ¥ respectu axis
coordinatarum x.

Perinde si coordinatae trium punctorum, quae formant pro-
iectionem elementi respondentis in supezﬁcxe spbaemca, a centro
sphaerae inchoatae, sunt

X, Y
X+ dX, Y 4+ 4Y
X 4+ 30X, ¥+ 3V ~
duplex area huius proiectionis exprimetur per
4X.0Y —dY.¢X

de cuius expressionis signo eadem valent quae supra. Quocirca
mensura curuaturae in hoe loco superficiei curuae erit
dX.JY — 47 .4X
b=z .0y — dy . dw
Quodsi iam supponimus, indolem superficiei curuae datam esse se-
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cundum modum tertiom in arl. 4 cousideratwmr, habebuntur X et )7
in forma functionum quantitatum x, y, vude evit

ll.X' = Cd X) da <(D) dy
= (e ()
(d 7> do (——z-,> dy

3y = d )f> dx + <(1J/> Sy

Substitutis lns valombus, expressio praecedens transit in hanc:

\ w) () - @G

Statuendo vt supra

dz dz
ix =, &—5, =u
atque insuper )
dde _, ddz o dde o
daz 7 dwdy T T dyr T 7

siuve d¢2 = Tdw 4 Udy, du = Udx 4 7dy
habemus ex formulis supra datis
X==1tZ, "f'"‘—-uZ A+ttt + vw)zzZ =1
atque hinc |
dX = — Zdt — ¢dZ
dY = — Zdu — udZ
@+ tt+ wu)dZ + Z(¢dt 4+ vwdu) = 0

dZ = — Z3@dt 4+ wdu)’
dX = — 23(4 4 uw)dt 4 Z3tudu
AV = 4+ Z3¢udt — Z3 (1 F tH)du

sine
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adeoque
(Y
o Z3 (o (A A 22) T A L2 U)
dX
T
d—X = Z3(tuT == 1+t U)
da ™

d¥
T =23 (u U~ 4 1) V)

= Z3 (= ut) U 4 tup)

quibus valoribus in expressione praecedente substilutis, prodit
h=2(1V—=UU) (4 +ttduw) = 24L'V=—UT)
- A =UU
@ A it 4 uw)?

8.

Per idoneam electionem initii et axium coordinatarum facile
effici potest, vt pro puncto determinato .4 valores quantitatum z, ¢«,
U euanescant.  Scilicet duae priores conditiones iam adimplentur,
st planum tangens in hoc puncto pro plano coordinatarum x, y
adoptatur. Quarum initium si insuper in puncto ./ ipso collocatur,
manifesto expressio coordinatarum z adipiscitur formam talem

z= 3T x 4 Ulny + £V °yy 4 )
vhi ) erit ordinis altioris tiuam secundi. Mutando dein situm
axium ipsarum x, y angulo JM tali vt habeatur
_2U°
7o — }po
facile perspicitur, prodituram esse aequationem huius formae
z=§Txx 4+ LVyy 4+ Q )

quo pacto etiam tertiae Conditioni satisfactum est, Quibus ita fa-
. ctis, patet

tang 2 M =

L. Si
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L Si superficies curua secetur plano ipsi normali et per
axem coordinalarum x iranseunte, orirl eurnam planam, cuius ra-

" . 1 . -
dius curuaturae in puncto . fiat = 7+ signo positivo vel nega-

tiuo indicante concauilulem vel conuexitatem versus plagam eam,
versus quam coordinalae z sunt positivae,

L i ..
II.  Simili modo 77 erit in puncto 4 radius curuaturae cur-

vae planae, quae orilur per sectionem superficiei curuae cum plano
per axes ipsarum y, z transeunie.
Il Statuendo s =r cos P, y=r sin@, fit
z =4 (L cos Q% +4 V sin Q2) rr 4 )
vnde colligitur, si sectio fiat per planum superficiei in .4 normale
et cum axe ipsarnm x angulum @ efficiens, oriri curuam planam,
cuius radius curuaturae in puncto . sit

1
1'cos Q* 4 FsinQ®

IV, Quoties itaque habetur 7'= /7, radii curuaturae in

cunctis planis normalibus aequales erunt. Si v-vo 7' et /7 sunt in-
aequales, manifestum est, quum 7'cos @2 -+ / sin Q2 pro quouis
valore anguli @ cadat intra 7" et /7, radios curnaturae in sectioni-
bus principalibus, in I et II consideratis, referri ad curuaturas extre-
mas, puta alterum ad curuaturam maximam, alterum ad minimam,
si T et 7 eodem signo affectae sint, contra alterum ad maximam
conuexitatem, alterum ad maximam concauitatem, si 7" et 7 signis
oppositis gaudeant. Hae conclusiones omnia fere continent, quae
ill. Euler de curuatara superficierum curuarum primus docuit.

V. Mensura curuaturae superficiei curuae in puncto .7 autem
nanciscitur expressionem simplicissimam & = 7'/, vnde habemus

Turorema. Mensura curuaturae in quouis superficiei puncto
aequalis est Sractioni, cuius nwmerator ynitas, denominaior au—

Classis M{A{}Le;n. Tom, V1. ' P
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tem productum  droram  radiorwm curvaturae  extremorum  in
secltionibus per pluta normalic.

Simul patet, meusuram curuaturae fievi posilinam pro super-
ficiebus concauo-concauis vel conuexo-conuexis (quod discrimen
non est essentiale), negalivam vero pro concano-conuexis, Si su-
perficies constat e partibus viriusque generis, in carum conliniis
mensura curuaturae euanescens essc debebit.  De indole superfi-
cierum curuarum talium, in quibus mensura curnaturae vhique eua-
nescit, infra pluribus agetur.

9.

generalis pro mensura curuaturae in [ine art. 7 pro-

posita, omnium simplicissima est, quippe quae quinque tantum ele-

Formula

menta implicat; ad magis complicatam, scilicet nouem elementa
inuoluentem, deferimur, si adhibere volumus modum primum indo-
lem superficiei curuae exprimendi. Retinendo notationes art. 4.
insuper statuemus:

daw , ddm , daw

da? T 7 Tdyz T Tz T

/

dd 77 e dd/'V( , 4aw »
dy.dz & 7’ dx.dz — 7 dody & 7

ita vt fiat
dP = P'dx + Rdy + Q"dz -
dQ = Rldx 4 Q'dy 4 Pdz .
dR = Q'dx + FP'dy 4+ R'dz

’ P . . .
Iam quum habeatur ¢ = — 7 » inuenimus per differentiationem

RRAt = — RAP+PAR=(PQ"'—RPYdx+4 (PP'"—~RR")dy
4+ (PR — RQ")dz,
siue, elimirata d z adiumento aequationis Pdx 4 Qdy + Rdz =0,



DISQUISITIONES GENERALES CIRCA SUPERFICIES wrc, {14

MBU=(—RRP 4 9P RQ"—PPR) s 4 (PRP Q12"
- PQR — RRI)y.
Prorsus simile modo obtinemus
Ridu = (PRP" + QRQ'—PQR — RRR"Yy 4 (—RRQ
+ 2QRP — QQR)dy
Hinc itaque colligimus :
RV = — RRIP 4 2PRQ" =~ PP R
RIU = PRP' + QRQ" ~— PQR — RRR'
RV = — RRQ + 20RP — QQR
Substituendo hos valores in formula art. 7, obtinemus pro mensura
curunaturae £ expressionem symmetricam sequentem ;
Pr + QQ + RR?L =
PPQR =P P)4QQ IR —=QQYV4+RR(PQY — 'R
+H2QR(Q'R = PP+ 2PR(P'R' — Q) +2PQ(P'Q = R )

10.

Formulam adhue magis complicatam, puta e quindecim ele-
mentis conflatam, obtinemus, si methodum generalem secundam,
indolem superficierum curuarum exprimendi, sequimur. Magni ta-
men momenti est, hanc quoque elaborare. Retinendo signa art. 4,

insuper statuemus

dd» ddx , ddx "
T TR v v
ddy _ ddy ddy

i =P g =8 T =8

ddz , ddz , ddz
dpe =9 a’;;"a;l—“/’ dq® =%

Praeterea breuitatis caussa faciemus

be — ¢V = A
cd — ad = B
all — bd = G
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Primo ohscrumuus , haberi Adw -4~ Bdy - Cdz = 0, sine dz

74 .
== dy ~ -—, dy; qualenus itaque z spectalur tamquam

functio ipsarum «, y, fit

dz £
=t =—7
dz V4

(T;/ = = — E’
Porro deducimus, ex dv = adp 4 d'dg, dy = bdp 4 V'dyg,
’ Clp = bdw — ddy

Cdg =— bdw 4 ady

Hinc obtinemus differentialia completa ipsarum ¢,

ic aA
e = (A-— —c -—) Wl — ddy)

dp
dA4 d(,
+ CC —(—1—71 — > (bdx — ady)
dC '
3 — — — = ‘de — o
Crdu = <B dp cd ) Fds — dy)
c = dc) b a
-+ < (lq Iq. (0dx — ady
Iam si in his formulis substituimus
dd o , , ,
D =B+ by — o8 — Uy
d'd /Al 4 ” ’
Ty =B + 0y — B — by
B , _
5})—:"17 d+ ca —ay — ca
dB

oy "
a_é__av -l-ca.'—-a\y"-—c'a'
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dc
dp =Va 4+ aff — b — 3

dcC
(-l-(;-—'b + oaB — b —

alque perpendimus, valores differentialium' d¢, dw sic prodeuntium,
aequales esse debere, independenter a differentialibus da, dy,
quantitatibus T'dx 4+ Udy, Udwx 4 F'dy resp. inueniemus, post
quasdam transformationes satis ahuias
CU' = qdl'V 4 BBUY F CVY
—_— 20 ADY — 2B BLY — 2¢/COLY
A A0+ BB 4 §CHO
CU=— addl — BBdY — ¢Cdl/
+ A (@l +bd) + BB (al+bd) +y C(ab/ ba")
—a'Adab — f'Bab — ¢ Cud
C3 P = addd + BBdd 4 ¢ Cu'd
— 9d'Adad — 2B'Bad — 29 Cad
+ &' Adaa + B'Baa 4+ ¢ Caa

Si itaque breuitatis caussa statuimus

Adae + BB 4+ Cy =D ....... (1)
Ad + BB + Cy =D . ..... (2)
Ad 4+ BB +Cy =D ...... (3)

fie
C3T = DYV — o Db + D"bb
(U= —Dadbt 4+ Db 4+ bd) = D"ab
3V =Ddd — 2D ad + D'aa
Hine inuenimus, euolutione facta, '
C(TV—UUy=(DD" =D D')(al =) =(D D"~ V20 5YeN o
et proin formulam pro mensura curuaturae
DD — DD

b= a¥BE ¥ cop
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11.

Formulae modo inuentae iam aliam supersiruemus, quae inter
fertilissima theoremata in doctrina de superficichus curuis referenda
est, Introducamus sequentes notationes:

ac 4 DO 4 cc = I

ad 4 0O 4 o = 1

doa 4 VY 4 = C ]
a4+ 6B A+ cy =m0 (4)
ao 4+ @ Ay =m0 . (5)
a + 0B ey = oL (6)
da + VB +dy =n....... @)
de + VB 4y = . ()
o'+ VB + o' =a" . ... .. 9)
Add+ BB 4+ CC = EG — FF = A

Eliminemus ex acquationibus 4, 4, 7, quantitales B, v, quod
fit multiplicando illas per b¢’ — ¢l/, ¥'C — B, ¢B — bC, et
addendo: ita oritur

(L@ —cl) + a(/C—B) + d(cB —00))a

=D — ¢ty + m(t/C — B) + n(cB — b0)
quam aequatlionem facile transformamus in hanc: '

AD = oA + an¥F — mG) + & (mF — nkE)
Simili modo -eliminatio quantitatum o, ¢ vel «, 3 ex iisdem ae-
quationibus suppeditat

BD =BA + b(nF — mG) + Y(mF — nE)

CD = 9yA 4+ cnF — mG) 4 ¢ (mF — nE)
Multiplicando has tres aequationes per ¢, 3", " et addendo obtinemus
DD =(ad' +BB"+ /) A 4+ (nF — mGY 1" (mF—nkE)...(10)

Si perinde tractamus aequationes 2, 5, 8, prodit

AD = & A + «(WF — nf'G) + o (W F — n' E)
BD BA + bW F — /G + V(' F — n'E)
LoD YA+ c(WF —mG) + ¢ (nF — n B)

i
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quilms aequulioni]ms per oy 6', o multiplicatis, additio suppeditat:

DD = + BB Y Y)A A wd (L0l G) & 0 (1 — 0 L)
Cowbinatio huiug aequationis cum acquatiocne (40) producit

DD — DO = (ad + B 4 gy —dd — B — A
e L = ") A L = 2 1 e i) S G (il 11— n”)

A d . dm d7
Iam patet esse —- Iy _-QII,dI_Qm,d/ =m ity 5— Iy =" + n,

d(T— ’ G "o
'{G)‘ =2u, a‘(; =— 21", siue
_.,an ,_ ap ,_ ar ¢
m--,—-—J?[-,m_.EHTI,m_ 1y _E(lp
v dE , i(_? v o 4G

3 = e — =

—— I 1
iq %dq’ n o=k dp,n 1 d‘l

Porro facile corfirmatur, haberi

” " " v s 6/ ’ ’ e dn ﬂ‘:_ dnm"” (_]_Ili,
wa'+BB vy —dd —BF — -4y~ 4
. dd E - ddr . dd G
2 dge (lp.dg-—ﬁ‘dpe

Quodsi iam has expressiones diuersas in formula pro mensura cur-

vaturae in fine art. praec. eruta substituimus, peruenimus ad formu-
lam sequentem, e solis quantitatibus F, F'y G atque earum quo-
tientibus differentialibus primi et secundi ordinis concinnatam:

dE 4G dF 4G 462

4(EG—FF)2k:E<-(T{:/ “qg 2 1 dg + (dp)
P dB8 dG dE 46 dE dF
+ <dp'dq_dq Iy TPy
dr arF, dF d6G
4 1T —-—)
p dyg dp " dp

( dG dE dF dFE 2
+ 6 ap'rp“Q-a—p-HJF )



120 CANOL1L FRIDERICI GAUSS

— 9 (IIG — [ (d a7 dar dd (1) ‘

TF T I T O

Quum indefinite habeatur
N
da® 4 dy? 4 dz? = Hdp? 4 21Mdp .dg 4 Gdg?,
patet, " (Fidp? 4 21"dp.dq 4 Gdg¢?) essc expressionem ge-
neralem clementi linearis in superficie curua, Docet itaque analy-
sis in art, praec. explicata, ad inueniendam mensuram curuaturae
haud opus esse f01*xlllnlis finitis, quae coordinatas x, ¥, & tamquam
functiones indeterminatarum p, ¢ exhibeant, sed sulficere expres-
sionem generalém pro magnitudine cuiusuis elementi linearis. Pro-
grediamur ad aliquot applicationes huius grauissimi theorematis.
Supponamus superficiem nostram curuam explicari posse in
aliam superficiem, curuam seu planam, ila vt cuiuis puncto prioris
superficiei per coordinatas x, ¥, z determinato respondeat punctum
determinatum superficiei posterioris, cuius coordinatae sint &', 3/, 2
Manifesto itaque &', ', z° quoque cousiderari possunt tamquam fun-

ctiones indeterminatarum p, ¢, vnde pro elemento v (da'? 4 dy'2
4+ d2'2) prodibit expressio talis ’

v (E'dp? 4 9F'dp.dg + G'dq¢?)
denotantibus etiam E’, F', G’ functiones ipsarum p, ¢. At per
ipsam notionem explicationis superficiei in superficiem patet, ele-

menta in vtraque superficie eorrespondentia necessario aequalia esse,
adeoque identice-fieri '

E=F,F=F,G=G. '
Formula itaque art. praec, sponte perducit ad egregium

Turorema. Si superficies curua in quamcunque aliam super-
Siciem explicalur, mensura curuwaturae in singulis punctis inua-
riata manet.
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Manilesto quoque guacuis pars finita superficiei curvac post
explicationens in aliam superficiem eandem curvaturam integrans
retinebil,

Gasum specialem, ad quem geometrae haclenus inuestigationes
suas resirinxerunt, sistunt superficies in planum explicabiles, I'heoria
nostra sponte docet, talium superficierum mensuram curuaturae in
quouis punclo fieri = 0, quocirca, si earum indoles secundum mo-
dum terlium exprimitur, vhique erit

ddz ddz ddz
& o (Ga) =0

quod criterium, dudum quidem notum, plerumque nostro saltem
iudicio haud eo rigore qui desiderari posset demonstratur,

l , 13.

Quae in art. praec. exposuimus, cohaerent cum modo pecu-
liari superﬁéies considerandi, summopere digno, qui a geometris
diligenter excolatur. Scilicet quatenus superficies consideratur non
tamquam llmes solidi, sed tamquam solidum, cuius dimensio vna
pro euanescente habetur, flexile quidem, sed non extensibile, qua-,
litates superficiei partim a forma pendent, in quam illa reducta
concipitur, partim absolutae sunt, atque inuariatae manent, in
quamcunque formam illa flectatur. Ad has posteriores, quarum in-
vestigatio campum geometriae nouum fertilemque aperit, referen-
dae sunt mensura curuaturae atque curuatura integra €0 sensu, quo
hae expressiones a nobis accipiuntur; porro huc pertinet doctrina
de lineis breuissimis, pluraque alia, de quibus in posterum agere
nobis reseruamus. In hoc considerationis modo superficies plana at-
que superficies in planum explicabilis, e. g. cylindrica, conica etc,
tamquam essentialiter identicae spectantur, modusque genuinus in-
dolem superficiei ita consideratze generaliter exprimendi semper in-
nititur formulae V" (Edp? + 2de dg + Gdg?), quae nexum

Cla.;us Mathem, Tom. V1, . Q
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elemeuti cum duabus indelerminatis p, ¢ sistit.  Sed antequam hoe
argwmentum viteriug prosequamur, prineipia theoriac lincarum bre-
vissimarum in superlicie curua dala pruemittere oportet,

14.,

Indoles lincac curuae in spatio generaliter ita datur, vt coor-
dinatae x, y, z singulis illius punctis respondentes exhibeantur in
forma functionum vnius variabilis, quam per w denotabimus. Lon-
gitudo talis lineae a puncto initiali arbitrario vsque ad punctum,
cuius coordinalae sunt &, y, z, exprimitur: per integrale

dx 2 dy dz 2
fdw-v (& + @&+

Si supponimus, situm lineae curuae varlahonem infinite paruam pati,
ita vt coordinatae smvulmum punctorum accnplant variationes Jx,
é‘y, 32, variatio totius longttudlms inuenitur

_ f[dx.ddx + dy.ddy 4 dz.d{z
"f vV (da? + dy? 4 dz?)

quam expressionem in hanc formam transmutamus:

dx.dx 4+ dy.dy -+ dz.4z Jeod dw
vV (dx? 4 dy? 4 dz?) _f< e Vidx? 4+ dy + dz?)

dy dz
1,7 pdziy T dz.d 7 (dw? + dy? + dz%)

In casu eo, vhilinea est breuissima inter puncta sua extrema, con-

+ 3y'd\f(dx2 +

stat, ea, quae hic sub signo integrali sunt, euanescere debere.
Quatenus linea esse debet in superficie data, cuius indoles expri-
mitur per aequationem Pdx 4 Qdy -+ Rdz = (0, etiam variati-
ones dx, dy, 0z satisfacere debent aequationi Péx—[—Q&y-}-RJz_
= 0, vnde per principia nota facile colligitur, differentialia

1 dx 1 dy a dz
V@t dyrdeey Vet dyirdary CVidertdyirdes)
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resp, quantitatibus P, Q, 7 proportionalia esse deheres  lam sit
dr eclementum linese curuae, A punclum in superficie sphaerica
repraesentans divectionem huius elementi, 7, punctum in superficie
sphaerica repracsentans divectionem normalis in superficiem curuam;
denique sint £, 4, £ coordinalac puncti A, atque X, ¥, %
coordinalae “puncli /7 respectu centri sphacrae. lta erit
do = Edr, dy = gdr, dz = 2dr

vode colligimus, differentialia illa fieri d&, dy, dS Kt quum
quantitates P, Q, /2 proportionales sint ipsis X, ¥, %, character
lineae breuissimae consistit in aequationibus

a4 dg _ d¢
XY~z

X T Yy~
Ceterum facile perspicitur, v' (&% 4 dy2 + d22) aequari arculo

o . . . . . .
in superficie sphaerica, qui mensurat angulum inter directiones tan-
. e . dr |
gentium in initio et fine elementi dr, adeoque esse = — si g de-
R o

notet radium curuaturae in hoc loco curuae breuissimae; ita fiet

odé = Xdr, pdy = Ydr, pdl = Zdr

15.

Supponamus, in superficie curua a puncto dato .7 proficisci
‘innumeras curuas breuissimas, quas inter se distinguemus per angu-
lum, quer constituit singularum elementum primum cum elemento
primo vnius ex his lineis pro prima assumtae: sit ¢ ille angulus,
vel generalius functio illius anguli, nec non r longitudo talis lineae
breuissimae a puncto .4 vsque ad punctum, cuius coordinatae sunt
x, ¥,z Quum itaque valoribus determinatis variabilium r, Q re-
spondeant puncta determinata superficiei, coordinatae x, ¥, z con-
siderari possunt tamquam functiones ipsarum r, . Notationes A, L
E, %, ¢, X, Y, Z in eadem significatione retinébimus, in qua in

Q2
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arl. praec, acceptae fuerunt, modo indefinite ad punctum indefini-
tum cuiuslibet linearum breuissimarum relerantur.

Lineae breuissimae omnes, quae sunt aequalis longitudinis r,
terminabuntur ad aliam lineam, cuius longitudinem ab initio arbi-
trario numeratam denotamus per ¢. Considerari poterit itaque p

v . . . . ’ .
tamquam functio indeterminatarum 7, @, et si per A’ designamus
punctum in supelﬁcie sphaerica respondens directioni elementi d v,
nec non per £, 1, ¢ coordinatas huius puncn respeclu centri sphae-
rae, habebimus:

dx ,dv dy ,de dz , dp

9= &dp ap =Ty dp = ap
Hine et ex

dx - dy dz

o= &, =" = e
sequitur
3: ‘;;4.33,’ ié.sr 1z ago:(f?é'*_‘ ,1,,'+gg').§l;)=cosm'.%
Membrum primum huius aequationis, quod etiam erit functio ipsa-
rum 7, @, per S denotamus, cuius differentiatio secundum r sup-
peditat:

4§ ddx dx d(l_y dy ddz dz

dr = dr® " dQ dre - d"@ 2 AP

L
d((d,>+( @)
. a9 ’

_dE de Ay dy 4 dz o d(EE4nn+9)

1 + 1 it cqs T I Y/

= dr 0} dr "d@ ' dr d@ a9

Sed ££& + #n + ¢ =1, adeoque ipsius differentiale = 0; et

per art, praec. habemus, si etiam hic g denotat radium curuaturae
in linea r,
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X dy Y 48z

dr = o’ ar = ¢’ dr=—§;

Ita oblinemus

ds 1 R ‘ , do 1 , do
ir = —§ (,\é'—l— Ty -]-Zg'). &fo =-E-. cos L\ . (T@ =0

quoniam manifesto A" iacet in cireulo maximo, cuius polus L. Hinc
itague concludimus, S independentem esse ab r et proin functionem

- dy
solius Q. At pro » = 0 manifesto fit v = 0, et proin etiam @ =0,
nec non §= 0 independenter a . Necessario itaque generaliter

esse debebit $=0, adeoque cos AN = 0, i.e. AN =90° Hinc
colligimus

.

.« TuzoreEma. Ductis in superficie curva ab codem puncto ini-
tiali innwaeris lineis breuissimis aequalis longitudinis, linea earwn
extremitates tungens ad illas singulas erit normalis.

Operae pretium esse duximus, ‘hoc theorema e proprietate
fundamentali linearum breuissimarum deducere: .ceterum eius veri-
tas etiam “absque calculo per sequens ratiocinium intelligi potest.
Sint 4B, AB' duae li{neae breuissimae eiusdem longitudinis, an-
gulum infinite paruum ad 4 includentes, supponamusque, alteru-
trum -angulorum elementi 5 B’ cum lineis B4, B4 differre quan-
titate finita ab angulo recto, vnde per legem continuitatis alter
maior alter minor erit angulo recto. Supponamus, angulum ad B
esse = Q0° — w, capiamusque in linea 5.7 punctum C ita vt sit
‘BC = BB cosec w: hinc quum triangulum infinite paruum B B'C
tamquam planum tractare liceat, erit’ CB = BC. cos w, et proin
AC 4+ CB = 4C 4+ BC.cos w = 4B — BC . (4 — cosw)
= 4B — BC (1 —cosw), i. e, transitus a puncto .Z ad 5’ per
punctum C breuior linea breuissima, Q . E .'A4.
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16.

'Fheoremali art, prace. associamus aliud, quod ila enunciamus.
8i in superficic curna concipilur  linea qualiscunque, « crins
punctis singulis proficiscantur sub angulis reclis et versus earndem
plagam: innmerae lincae breuissimae aequalis longitudinis, curua,
quae earum cxlremitates alleras iungit, itlas singulas sub angu-
lis rectis secabit.  Ad demonstrationem nikil in analysi praecedente
mutandum est, nisi quod @ designave debet longitudinem curuae
datae inde a puncto arbitrario numeratam, aut si mauis [unctionem
huius longitudinis; ita ommia ratiocinia etiumnum valebunt, ea mo-
dificatione, quod verilas aequationis S=0 pro y = 0 nunc iam in
ipsa hypothesi implicatur. Gelerum hoc alterum theorema generalius
est praecedente, quod adeo in illo comprehendi censeri potest,
dum pro linea data adoptamus circulum infinite paruum circa cen-
trum 4 descriptum, Denique monemus, hic quoque considerationes
geometricas analyseos vice fungi posse, quibus tamen quum satis
obuiae sint hic non immoramur.

’ 17.

Reuvertimur ad formulam v (Edp? + 2Fdp .dg 4+ Gdg?2),
quae indefinite magnitudinem elementi lidearis in superficie curua
exprimit, atque ante omnia significationem geometricam coéfficientium
E, F, G examinamus. lam in art. 5 monuimus, in superficie curua
concipi posse duo systemata linearum, alterum, in quibus singulis
sola p sit variabilis, ¢ constans; alterum, in quibus sola ¢ variabi-
lis, p constans, Quodlibet punctum superficiei considerari potest
tamquam intersectio lineae primi systematis cum linea §ecundi:
tuncque elementum lineae primae huic puncto adiacens et variationi
dp respondens erit = v E .dp, nec non elementum lineae secun-
dae respondens variationi dg erit = v"G.dg; denique denctando
per w angulum inter haec elementa, facile perspicitur fieri cos w
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= mm.

curua inter duas lineas primi systematis, quibus respondent ¢ g+ dg,

atque duas lincas syslemalis secundi quibus respondent p, p 4 dp,
erit V(LG —~— I'F) dp.dg.

Area autem elementi parallelogrammaulici in superlicie

Linea quaecunque in superficie curua ad neutrum illorum sy-
stematum pertinens, oritur, dum p et ¢ concipiuntur esse functiones
vnius vaviabilis nouae, vel allera illarum functio alterius, Sit s lon-
gitudo talis curuae ab inilio arbitrario numerata et versus directi
onem vitramuis pro positiua habita, Denotemus per § angulum,
quem efficit elementum ds=v' (Ldp? +27'dp.dg + Gd¢®) cum
linea primi systematis per initium clementi ducta, et quidem ne
vlla ambiguitas remancat, hunc angulum semper ab eo ramo illius
lineae, in quo valores ipsius p crescunt, inchoari, et versus eam
plagam positiue accipi supponemus, versus quam’ valores ipsius ¢
crescunt, His ita intelleciis facile perspicitur haberi
Edp 4 Fdg

- ’ EG — FF).d
sin §.ds gv‘G.sinw.dqzv‘( vE ) g

cs§.ds =v E.dp + VG.cosw.dg =

18.
Inuestigabimus nunc, quaenam sit conditio, vt haec linea sit
breuissima. Quum ipsius longitudo s expressa sit per integrale
s = [V (Edp? 4+ 2Fdp.dqg + Gdg?)
conditio minimi requirit, vt variatio huius integralis a mutatione
infinite parua- tractus lineae oriunda fiat = 0. Calculus ad propo-
situm mnostrum in hoc casu commodius absoluitur, si p tamquam
functionem ipsius ¢ consideramus. Quo pacto, si variatio per cha-
racteristicam § denotatur, habemus
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arn d Il 46 ] )
(a‘p".{llﬂ + —ap‘-.dﬁ.aq-{—a—p dqz)é\/’+(gﬁd[)+21"t]lj)d(}p
8= 2ds
4z G
rd]’"i"rdfl 3 +‘I:;\ d-]) 1 + dp (1([—]- ('-1“-—' d(j
2d.s

4. T(lp—]—-]'dq)

constatque , quae hic sunt sub signo integrali, mdepemlenter adp
euanescere debere. Fit itaque

dFE 4G Edp + Fdg

T dp + d]’ dg+ 35 - dg*=2ds.d. 1
ds.d.E.cosa

— 92ds.d§.vVE .sinf

— 9ds.d.VE. cos§ =

vE
(Edp 4+ Fdg) dE

= E

Edp+ qu)

~W(BG — FF).dg . )

p+d dq)——MEG FF).dg.44

Hine itaque nanciscimur agquahonem conditionalem pro linea bre-
vissima sequentem:

F 4E F 4E dE

—_ =%=.—.d; R Tt =
V(EG —FF).d§ LS T dp+§'E'dq'dq+%'dq'dP
dF 4G
| @iy ,
quam, etiam ita scribere lxcet 3
dE dF - dG
J— df)—= -- ——— — —
V'(EG FF).d0= dE-i-! dq .dp dp.dp %'dp .dy

Ceterum adiumento aequatloms .
cta"‘"—‘"—'—E'—-" ip __r o ’
0= FEG—FF) ¢ T V(EC=FF)

. ex
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ex illa aeqnatione angulus § eliminari, alque sic aequatio differen-
tio-differentialis inter p et ¢ euolui polest, quae tamen magis com-
plicata, et ad applicaliones minus vlilis euaderet, quam praecedens.

19.

Formulae generales, quas pro mensura curuaturae et pro va-
riatione direclionis lineae breuissimae in artt. 141, 18 eruimus, multo
simpliciores fiunt, si quantitates p, ¢ ita sunt electae, vt lineae
primi systemalis lineas secundi systematis vhique orthogonaliter se-
cenl, i. e, vt gencraliter habeatur w = 90°, sive /= 0. Tunc
.scilicet {it, pro mensura curualurae,
drde I doNe  AEBEAG AN
igag () 9 6 (T)

4LLEGGL = E.

- dd £ 7
_oHG < dtl(r>,
dg® dp?

et pro variatione anguh g
dE dG
EGdf=1. —.dp—L%. —
Inter varios casus, in quibus haec conditio orthogonalitatis va-
let, primarium locum tenet is, vbi lineae ommes alterutrius syste-
matis , e. g. primi, sunt lineae breuissimae, Iic itaque pro valore

constante 1psms ¢, angulus g fit =0, vnde aequatio pro variatione

. : , dE_ - ,
anguli 9 modo tradita docet, fieri debere d—l = 0, siue coéllicien:
R ¢ .

tem F a ¢ independentem, i, e. £ esse debet vel constans vel
funetio solius p, Simplicissimum erit, pro p adoptare longitudinem
ipsam cuiusque lineae primi systematis, et quidem, quoties omnes
linea¢ primi systematis in vno puncto concurrunt, ab hoc puncto
numeratam, vel, si communis intersectio non adest, a qualibet linea
secundi systematis. Quibus ita intellectis patet, p et ¢ iam eadem
‘denotare, quae in artt. 15, 16 per r et @ expresseramus, atque
Classis Mathem, Tom, VI. R
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lieri & = 4. lta duae formulac praccedentes inm transeunt in has:

162 146
LGk = (‘ ) -9 0 &

ap dp*
d G
V.G.do :—-»;'(—I'I)—'d(l
vel statuendo V' G = m,
1 ddm dm
b= — ;1" . (lj)g) df=— 217}— .(1(1

Generaliter loquendo 7 erit functio ipsarum p, ¢ alque mdyg ex-
pressio elementi cuiusuis lineae secundi systemalis. In casu spe-
ciali autem, vbi omnes lineae p ab eodem puncto proliciscuntur,
manifesto pro p = 0 esse debet 7 = 0; porro si in hoc casu pro g
adoptamus angulum ipsum, quem elementum primum cuiusuis lineae
primi systematis facit cum elemento alicuius ex ipsis ad arbitrium
electae, quum pro valore inuuite paruo ipsius p, elementum lineae
secundi systematis (quae considerari potest tamquam circulus radio
p descriptus), sit = pdg, erit pro.valore infinite paruo ipsius p,
dm .
m = p, adeoque, pro p = 0 simul m =20 et = 1.

20. S '

Immoremur” adhuc iidem suppositioni, puta p designare inde-
finite longitudinem lineae breuissimae a puncto determinato 4 ad
punctum quodlibet superficiei ductum, atque ¢ angulum, guem pri-
mum elementum huius lineae efficit cum elementdo primo alicuius
lineae, breuissimae ex . proficiscentis datae, Sit B punctum deter-
minatum in hac linea pro qua ¢ = 0, atque C aliud punctum de-
terminatum superliciei, pro quo valorem ipsius ¢ simpliciter per ./
designabimus. Supponamus, puncta 5, C per lineam breuissimam
juncta, cuius partes, inde a puncte B numeratas, indefinite vt in
_art. 18 per s denotahimus, nec non perinde vt illic,' per-d a‘ngu.
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lum, quem quoduis elementum ds facil cum elemento dp: denique
sint §°, { valores anguli 0 in punclis /2, C. Habemus ilaque
in superficie curua triangulum lineis breuissimis inclusumn, eiusque
canguli ad 3 et C, per has ipsas lileras simpliciler designandi ae-
quales erunt ille complemento anguli §° ad 180°, hic ipsi angulo
0'c Sed quum analysin nostram inspicienli facile paleat, omnes
angulos non per gradus sed per numeros expressos concipi, ita vt
angulus 57° 17" 45", cui respondet arcus radio aequalis, pro vnilate
habeatur, statuere oportet, denotando per 2 peripheriam circuli
P =g —05B,0=C

Inquiramus nunc in curualuram integram huius trianguli, quae fit
.= [ kdg, denolante dg elementun superficiale trianguli; quare
quum hoc elementum exprimatur per mdp .dg, eruere oportet in-
tegrale [/ kmdp.dg supra totam trianguli superficiem. Incipiamus

. . _ 1 ddm
ab integratione secundum p, quae propter [ = — o E—P—Q, sup-
- dm - . .
peditat  dg. (Const. — —&1—)), pro curuatura integra areae iacens

tis inter lineas primi systematis quibus respondent valores indeter-
minatae secundae ¢, ¢ + dg: quum haec curuatura pro p = 0
euanescere debeat, quantitas constans per integrationem introducta

dm
aequalis esse debet valori ipsius F pro p =0, i. e. vnitati, Ha-

- ) dm i dm .
bemus_ itaque dg (4 — d—p—), vbi pro d—p- accipere oportet valorem

respondentem fini illius areae in linea C'B, In hac linea vero fit perart,

praec. ;IL” .dg = — 44, vnde expressio nostra mutatur in d¢ 4 d4.

Accedente jam integratione altera a ¢ = 0 vsque ad ¢ = .4 ex-
tendenda, obtinemus curuaturam integram trianguli = 4 4§’ — §°

=4+ B4 C—a
. R 2
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Curnatura integra acqualis est areae eius partis superliciei sphae-
ricae, quae respondet trinngulo, siguo positivo vel negativo affectac,
prout superlicies curua, in qua u‘iungulum iacet, esl concauo-con-
caua vel concauo-conuexa: pro vnitale areae accipiendum est qua-
dratum, cuius lalus est vnilas (radius sphaerae), quo paclo super-
ficies tota sphaerae it = 4@, Est ilaque pars superliciei sphaeri-
cae triangulo respondens ad sphacrae superficiem integram vt
= (AJ+ S5+ C—x) ad 4. Hoc theorema, quod ni fallimur
ad elegantissima in theoria superlicierum curnarum relerendum esse
videtur, etiam scquenti modo enunciari potest:

Lxcessus swmmae  angulorum triangeli @ lineis breuissimis
in superficie curua concawo-concaua formali vlire 180°, vel de-
Jectus sununae angulorum trienguli @ lineis breuissimis in super-
Jicie curua concano - conuexa formati « 180° mensuralur per
aream partis superficiei sphaericae, quae illi triangulo per di-
rectiones normalium respondet, si superficies integra 790 gradi-
bus aequiparatur.

Generalius in quouis polygono 7 laterum, quae singula for-
mantur per lineas breuissimas, excessus summae angulorum supra
2n-4 rectos, vel defectus a 272-4 rectis (pro indole curnaturae
superficiei) , aequatur areae polygoni respondentis in superficie sphae-
rica, dum tota superficies sphaerae 720 gradibus aequiparatur, vti
per discerptionem polygoni in triangula e theoremate praecedente
sponte demanat, ;

21.
Restituamus characteribus p, ¢, E, F, G, w signilicationes
Ps 9 : )
generales, quibus supra accepti fuerant, supponamusque, indolem
superficiei curuae praeterea alio simili modo per duas alias varia-

. / . . . - . . . -
biles p, ¢ determinari, vbi elementum lineare indefinitum expri-
matur per

V(Edps + oFdp . ¢ + Gdg?)
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Ita cuinis puncto superficiei per valores determinatos variabilium
175 ¢ definito rvespondebunt valores delerminati vaviabilium /) o,
quocirca hae erunt functiones ipsarum p7, ¢, ¢ quarum dillerentia-
tione prodire supponemus

dy = adp ++ Blyg

d¢ = ydp 4 ddyg
Iam proponimus nobis inuesligare signilicationem geometricam ho-
rum codfficientium cc, 3, o, d.

Quatuor ilagque nunc systemala linearum in superficie curua
concipi possunt, pro quibus resp. ¢, p, ¢, 7/ sint constantes,  Sj
per punctum determinatum, cui respondent variabilium valores P ¢
P ¢, quatuor lineas ad singula illa systemata perlinentes ductas
supponimus, harum elementa, variationibus positivis dp, dg, dp’, d¢,
respondentes erunt

VEdp, VvG.dg, vE.df, vG.d4.

Angulos, quos horum elementorum directiones faciunt cum dire-
ctione fixa arbitraria, denotabimus per /7, N, M, N’', numerando
eo sensu, quo iacet secunda respectu primae, ita vt sin (N — )
fiat quantitas positiua: eodem sensu iacere supponemus (quod licet)
quartam respectu tertiae, ita vt etiam sin (A" — ') sit quantitas
positiua. His ita intellectis , si consideramus punctum aliud, a priori
infinite parum distans, cui respondeant valores variabilium P+ dp,
g+dg, p'+4p, ¢ 4 44, leui attentione adhibita cognoscemus,
fieri generaliter, i.e. independenter a valoribus variationum dp,dg,
dp, d4, (
V'E._dp.sinM—l—-\/G.dq.sinN:\/'E'.dp'.sinM'+V'G'.dq'.sin_N'j
quum vtraque expressio nihil aliud sit, nisi distantia puncti noui a
linea, a qua anguli directionum incipiunt. Sed habemus, per no-
tationem iam supra introductam N — M = w, et per analogiam
statiemus N'— M’ = &', nec non insuper N— /" =1[. Ita ae-
quatio modo inuenta exhiberi potest in forma sequente
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VI Ap.sin(M — w4 ) -+ ¥V Godg.sin (I 4= )
= VI .dp . sindl 4 VG Ay sin(M o)
vel ita
vV EAdp sn(N'—w—o)+4)+vC. d{[ sm(N'——-w +«.I/)
= VE.d) sin(N' —a) + ¥V G.d¢ sin N
Et quum aequatio manifesto independens esse debeat a directione
initinli, hanc ad lubitum.accipere licet. Statuendo itaque in forma
secunda N' = 0, vel in prima M’ == 0, oblinemus aequationes
sequentes:
VI sing  dp' =V Esin(w 4+ o' —).dp + v G.sin( —np).dg
VG . sing.dg =vL.sin(\)—w).dp + V' G.sinq) . dy
quae aequationes quum identicae esse debeant cum his
dp' = adp + Bdg
d¢ = ydp + ddyg

suppeditabunt determinationem coefficientium ¢, (3, ¢, . Erit scilicet

E  sin o — G sin (& —
o« = V'-E—,' (w-]— \l/), B = \f . ———((.u—*“—, $)
sin ¢’ sin @
B sin (W} —w) G sin )
V=V sinw ‘}—‘f@“’ sin o
F F
Adiungi debent aequationes cos w = FEG W = TEC
EG—FF EG —F'F
sin w = V' Vol smw =V o vnde quatuor

aequationes ita quoque eXhlbeI‘l possunt
aV (G — P F)Y=vVEG . sin(w+ w —«,b)
BV(EG — F'F) = VGG .sin(ef —1) ¢
YV (EG — F'F) =V EE .sin()—w) ’
SV(EG — F'F') = ¥V GE .sinv
Quum per substitutiones dp' = zdp 4+ Bdg, d¢ =ydp+Jdg
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trinomium 2/ dp'2 4 277dy . dg 4 GFdy? vansive debeat in
Ldp? 4 2 1Mdp. dg 4 Gdg?, lacile obtinemus

LG = 1= (LG = 1) (d = By)?
et quumn vice versa trinomium posterius rursus transive debeat in
prius per substitutionum \
(@d—By)dp = ddp —Bdg, (d—By)dg=—ydp +add,
inuenimus
G — I'F
v
, . G — e
BEBY— I(d+B9 + Cay = 5rg——pr I

NG — FF
LBAB— oF T =
BB—2Faf + Gaa = Frm—wy

30— 2lyd 4 Gygy = - I '

22.

A disquisitione generali art. praec. descendimus ad applicationem
latissime patentem, vbi, dum p et ¢ etiamnum significatione generalis-
sima accipiuntur, pro p', (1', adoptamus quantitates in art, {5- perr, @
denotatas, quibus characteribus etiam hic vtemur, scilicet vt pro
quouis puncto superliciei 7 sit distantia minima a puncto determi-
nato, atque @ angulus in hoc puncto inter elementum primum ip-
sius 7 atque directionem fixam. Ita habemus ' =1, F' =0, ' = 00°:
statuemus insuper v G = m, ita vt elementum fineare quodcunque
fat=v (d7r? + mmd @2). Hine quatuor aequationes in art. praec
pro-at; B, 5 &5 erutae, suppeditant:

d.
VL. cos (w— ) = d—;)(i)
~ d '
V‘G.cosxj/:d—;..........(g)

V'E.sin('g!/—-w):m.(1—@..._...(3)
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hr ] — ao )
\(:.sm\[/._/n.d(l R €))

Vitima et penultima vero has

G P L odr dr dr p(dr 2 .
LG — 1/ I',( > (Tj—).(l{[+ g (U)>....-(o)

dr p dr d@ Cdr cdr a9
S ~>. =(rY—c.2). 52,0

dy = " dy dy dy dp dp

Ex his aequationibus pelenda est determinatio quantitatum
ry @, o el (si opus videatur) m, per p et ¢: scilicel integratio
aequationis (5) dabit r, qua inuenta integratio acqnationis (6) dabit
Q. atque alterutra aequationum (1), (2) ipsam a): denique 72 ha-
bebitur per alterutram aequationum (3), (4).

Integratio generalis aequationum (5), (G) necessario duas fun-
ctiones arbitrarias introducere debet, quae quid sibi velint facile
intelligemus, si perpendimus, illas aequationes ad casum eum quem
hic consideramus non limitari, sed perinde valere, si » et @ acci-
piantur in significatione generaliori art, 16, ita vt sit » longitudo
lineae breuissimae ad lineam arbitrariam determinatam ncrmaliter
ductae, atque Q functio arbitraria longitudinis eius partis lineae,
quae inter’ lineam breuissimam indefinitam et punctum arbitrarium
determinatum intercipitur. Solutio itaque generalis haec omnia in-
definite amplecti debet, functionesque arbitrariae tunc demum in
definitas abibunt, quando linea illa arbitraria atque functio partium
quam @ exhibere debet, praescriptae sunt., In casu nostro ¢ircu-
lus infinite paruus adoptari potest, centrum in eo puncto habens,
a quo distantiae 7 numerantur, et ¢ denotabit partes huius “circuli
ipsas per radium dinisas, vnde facile colligitur , aequationes (5), (6)
pro casu nostro complete sufficere, dummodo ea, quae indelinita
relinquunt, ei conditioni accommodentur, vt r et @ pro puncto illo
initiali atque punctis ab eo infinite parum distantibus quadrent.

Ceterum
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Ceterum quod attinet ad integrationem ipsam aequationum (5),
(6), constat, eam reduci posse ad integrationem aequationum dif-
ferentialium vulgarium, quae tamen plerumque lam inlricatac eua-
Qunt, vt parum lucei inde redundet. Contra euolutio in series,
quae ad vsus practicos, quotics de partibus superficiei modicis agi-
tur, abunde sufliciunt, nullis difficultatibus obnoxia est, atque sic
formulae allatae fontem vherem aperiunt, ad mulla problemata gra-
vissima soluenda. IJoc vero loco exemplum vnicum ad methodi
indolem monstrandam euoluemus.

23.

Considerabimus casum eum, vbi omnes lineae, pro quibus p
constans est, sunt lineae breuissimac orthogonaliler secantes lineam
pro qua Q = 0, et quam tamquam lineam abscissarum contempléri
possumus.  Sit ./ punctum pro quo r =0, L2 punctum indefinitum
in linea abscissarum, /D = p, I3 punctum indefinitum in linea
breuissima ipsi 4D in D normali, atque B = ¢, ita vt p con-
siderari possit tamquam abscissa, ¢ tamquam ordinata puncti B;
abscissas positiuas assumimus in eo ramo lineae abscissarum, cui
respondet =0, dum r semper tamquam quantitatem positinam
spectamus; ordinatas positinas statuimus in plaga ea, vbi @ nume-
ratur inter O et 180°.

Per theorema art. 16 habebimus w = 00° F = 0, nec non
G = 1; statuemus insuper V' E=n. Erit itaque 2 functio ipsarum
P> ¢» et quidem talis, quae pro ¢ =0 fieri debet = 1. Applica-
tio formulae in art. 18 allatae ad casum nostrum docet, in qrauis

dn
linea breuissima esse debere d§ = — d—d dp, denotante § angu-
lum inter elementum huius lineae atque elementum lineae pro qua
g constans: iam quum linea abscissarum ipsa sit breuissima, atque
B dn
pro ea vhique § = 0, patet, pro ¢ =0 vbique fieri debere d—(!-_: 0.
Classis Mathem, Tom. V1. ) S
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Iine igitur colligimus, si 2 in seriem secundum potestates ipsius ¢
rogredientem euoluatur, hane habere debere formam sequentem
prog ) q
n=1 4 Se9g + g4 + hyt + ele
vbi f, g, % ete. erunt functiones ipsius p, et quidem statuemus
JS=S0 S+ Sy 4 et
g=g°+ gp + &pp + etc
ho 4= fp 4 W'pp 4 ete.

i

h

ete. siue
n

1l

1+ S99 + S'pag + /P aq + ete
+ 8°¢° +8pe® + et
+ 4°q¢4 4+ ete. ete.

24.

Aequationes art. 22 in casu nostro suppeditant
nsin = gli;, cos )= :—;—;, —_— ncosdz;:m ‘%S;P’ sin = m.j—%
nn = nn £>2 -+ <ﬂ>2, nn.d—':.d—g-D -+ E—r% : 0

dg dp dg dg ~ dp dp
Adiumento harum’ aequationum, quarum quinta et sexta iam in
reliquis continentur, series euolui poteriint pro r, @, ¢, m, vel
pro quibuslibet functionibus harum quantitatum , e quibus eas, quae
imprimis attentione sunt digriae, hic sistemus.

Quum pro valoribus infinite paruis ipsarum p, ¢ fieri debeat
rr = pp -+ qg¢, series pro rr incipiet a terminis pp + qq:
terminos altiorum ordinum obtinemus per methodum coélficientium
indeterminatorum *) adiumento aequationis

- 2 .
f'dyr) + dlr>2 — 4rr
n dp dg .

*) Calculum, qui per nonmulla artificia paullulum contrahi potest, hic
adsciibere superfluum duximus,
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seilicet /

(] rr=pp+4/Preq+ 3P0 g+ GBS — #/° /%) prgyete.

+q9 +38°pp¢° + 340 ¢°
+ G —dz S ) pp gt
Dein hahemus, ducente formula rsina)= -1-(.&—',
2un dp

[2] rsinsh=p—3/°pq9—3/ PP19—Q&S "+ F S/ )PPy q ete.
—#8°Py* — 3PP 9°
— @re—&s 0Pt
drr
Ay
[8) roosh=q+3/°ppa+ 3/ PP g+ (B — /0 fO)pry ete.
+ %4°ppeg + 28299
+ (10— 18/°/ ) ppg?
Hine simul innotescit angulus \,b. Perinde ad computum anguli @
concinnius, euoluuntur series pro rcos) atque s sin @, quibus in-
seruiunt aequationes differentiales partiales

nec non per formulam rcosap=3%.

d.r;;;)s@ = necosd .sin\‘b*rsingo.‘;_%
d.r:;s@ = cos(P. cosr) — rsin@.%%
‘-1—:;55-9 = nsin@.‘sin\p—}- rcos@.g
d.rsin® = sin@.cos'\‘l/;[- rcos@.(—l—Q

dg : . dg

.o d
\ ncosx[/.—g—f -I—-smwl/.d—g:O
quarum combinatio suppeditat

rsin d.rcos@
T T dp

+ reosy .(}'—"M\: reos®
dg
S 2
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rsin d rsin d. rsin .
2 d.rsind - reosal . - rsin @
T dp dy
Hinc fucile euoluuntur series pro rcos@, rsin@, quarum tevmini
primi manifesto esse debent p et ¢, pula

[4] reos =p+3./°p gy + 22/ D001+ Fol —F5S ) )pPqqote.
+18°0 9 + ss’rrg?
+ @ =TS o) p gt
(3] rsin@=g—3/°ppe¢—3&/ P> 41— ()" ~5o/°/)p* ¢ ete.
—38°019¢ — 758 P* 19

— Ghe 53S0/ ppe?
E combinatione aequationum. [27, [3], [4], [5] deriuari posset se_
ries pro rrcos (\b -+ @), atque hinc, dinidendo per seriem [1],
series pro cos({ 4+ @), a qua ad seriem pro ipso angulo ) 4 @
descendere liceret. Elegantius tamen eadem obtinetur sequenii
modo. Differentiando aequationem primam et secundam ex iis,
quae initio huius art. allatae sunt, obtinemus

sin «.I/ + ncos . ""b + sin. ll/
qua combinata cum hac

7zcos¢.%%> + sinxb.:]l—@ =
¥4

prodit
rein dw rsind AQED) Lo («L+¢) _
n dyg 7 dp dg

Ex hac aequatione adiumento methodi cofficientium indetermina-
torum facile eliciemus seriem pro 4 4 @, si perpendimvs ipsius
terminum primum esse debere }m, radio pro vnitate accepto, atque
denotante 27 peripheriam cireuli,
(61 Y+ @=tm—fope—4SPre—@ES"~—1% f°f°)p3f/ ete.
—8°paq —38pPr9y
— (o =3/ P
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Operae pretium videtur, etiam aream trianguli A/ /2 1) in se-
riem euoluere, Iduic cuolutioni insernit aequatio conditionalis se-
quens, quae e considerationibus geometricis satis obuiis facile de-
viualur, el in qua § aream quaesilam denotat:

r sin\]/ a8, AS’ rsinap :

v
"I + /'cosx],/ by ndyg

" 172

integratione a ¢ = 0 incepta. Hinc scilicet oblinemus per metho-
dum codllicientium indeterminalorum

[7] 8=4pg— f2/°p* 1 — 4/ p* ¢— G/ — s/ S ) p° ete.
— /P — d58°0° 44— d58 Pty
— 1/ PP — (510 + 5 e/ 0P
—158°P et — 54 pr 9

—(ho—SS)py®

25.

A formulis art, praec., quae referuntur ad triangulum a lineis
breuissimis formatum rectangulum, progredimur ad generalia. Sit
C aliud punctum in eadem linea breuissima DB, pro quo, ma-
nente p, characteres ¢/, r', ¢, J/, &' eadem designent, quae ¢, r,

, A, § pro puncto B. lta oritur-triangulum inter puncta ., B,
C, cuius angulos per 4," B, C, latera opposita per a, b, ¢
aream per ¢ denotamvus; mensuram curuaturae in punctis A4, B, C
resp. per «, (3, ¢ exprimemus. Supponendo itaque (quod licet),
quantitates, p, ¢, ¢ = q’ esse positinas, habemus

A=Q—@, B=+), C=n—dsa=q—q,b=rc=r,e=8—5.

Ante omnia aream ¢ per seriem exprimemus, DMutando in
[7] singulas quantitates ad B relatas in eas quae ad C referuntur,
prodit formula pro &', vnde, vsque ad quantitates sexti ordinis
obtinemus
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¢ =3p@ — U —&/°wp+ 99+ 97+ 7 ¢)
—/ POy + Tey + Ted + T4Y)
— s 8° (1 + ) Bpp + 499 + DL+ 44 ()
Haec formula, adiumento seriei [2] puta
esinf3 = p(1—4/°q9—%SPeg—E8°¢® — elc)
transit in sequentem
o = pacsin B4 —{/° (pp — qq+qq +4d9)
— s/ p6pp—899 + 799 + 79 Po
— #58°(3ppa+3ppgd —69° + 4999 +497¢ + 49%))
Mensura curuaturae pro quouis superficiei puncto fit (per art.

19, vbi m, p, ¢ erant quae hic sunt z, ¢, p)

_ 1 ddn _ 2f+6g9+120gq+ete.
no dg? 1 4+ fqq + ete.

= —2of — 689 — (12h — 2ff)qq — ete.
Hinc fit, quatenus p, ¢ ad punctum B referuntur,
B=—2f° — 2fp —6s°g — 2f'pp — 68 1g

— (12h° — 2/°f°)qq — ete.

nec non .
y=—2f°—2fp —68°¢ — 2f'pp — 68 p¢
— (127° — 2f°f°) ¢ ¢ = etc.
a=—29f° ‘
Introducendo has mensuras curuaturae in serie pro ¢, obtinemus
expressionem sequentem, vsque ad quantitates sexti ordinis (excl.)
eXactam:
¢ = jacsin B(1+ yisaldpp — 299 + 399 + 3¢¢)

+ 13 B@pp — 699+ 699 + 3¢ 7)

+ 135 ¥@pp — 299 + 99 + 499))
Praecisio eadem manebit, si pro p, ¢, ¢ substitvimus csin B,
ccosB, ccos B—~a, quo pacto prodit
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[8] o= 4acsinB(1 + 150“(3“(‘ + dce — Yaccossi)
: + iz B(3ac 4 3ce — 12ac cos f3)

+ wio v (4ee + 3co — Yaccoshd))

Quum ex hae aequatione omnia quue ad lineam /1) normaliter
ad /2 C ductam releruntur euanuerint, etiam puncta ./, 5, C cum

correlalis inter se permutare licebit, quapropter evit eadem praecisione

[9] ¢ =} be sm./i(i 4+ ziz (300 4+ 3cc — 12b¢ cos )
4+ 13568 (806 + 4cc — 9bcecos )

4+ thsy (400 4 3cc = 9bcecosA))

[10] ¢ = 4 absin C(1 + gisce(Bac + 400 — 9ab cos C)

+ zioBUaa + 300 — 9ab cos C)

4+ 3isy(Bea 4 300 — 12abeosC))

26.

Magnam vtilitatem affert consideratio trianguli plani rectilinei,
cuius latera aequalia sunt ipsis ¢, b, ¢; anguli illius trianguli, quos
per A%, B#, C# designabimus, different ab angulis trianguli in
superficie curua, puta ab , B, C, quantitatibus secundi ordinis,
operaeque pretium erit, has differentias accurate eucluere. Calcu-
lorum autem prolixiorum quam difficiliorum , primaria momenta ap-
posuisse sufficiet.

Mutando in formulis [1], [4], [5], quantitates quae referun-
tur ad’ B in eas quae referuntur ad C, nanciscemur formulas pro
¥ r, v cos @', 7 sin go'. Tunc euolutio expressionis rr 4 /'
—(g— q)* — 2rcos@ .7 cos @ — 2 rsinQ.r sin @, quae fit
= bb 4+ c¢c — aa — 2bc cos.d = 2bc(cos 4%—cos.4), com-
binata cum euolutione expressionis 7 sin Q.+ cos@’ — rcos@.r'sin ',
quae fit = besin 4, suppeditat formulam ‘sequentem
cosd® —cosd = — (g—)psin ARS + §p + 18°(g+ o)

+ oS =S S)pP+ 58 P+ )
+ (G40 =5 L) (e + 97 + ¢ ¢) + ete.)
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Iline fit porro, vsque ad quanlitutes quinti ordinis
AP i = = (= VS + B+ L0+ 4) + S e
+ frl+ D) +3 h°(f1q + 94 +d9)
— 5L (TP + 740+ 1294 +7¢ )
Combinando hanc formulam cum hac
=ap(U—&/°Pr+99+94 + ¢4 — eto)
alque cum valoribus quantilatum ¢, 8, o in art, praes. allalis, ob-
tinemus vsque ad quantitates quinti ordinis

[11] d¥*=d—ola+ %8 + FHy+&/ pp+ Ldp(e + ¢)
+ 340399 —29¢ + 3¢¢)
+ F5/ 0 4Pp — 119 g + 149 — 114 ¢))
Per operationes prorsus similes euoluimus
[12] B¥=B—o(Ga+iB+1v+ 5/ Pr+8rQ4+4)
+ 50 (499 — 497 +3q )
— /S Qpp+899—897 +119¢))
[13] C"=C—o(Ha+&HB+iv+ 5/ Pr+58p@+24)
+ %ﬁ (399—499 + 494 ¢)
— F/°S° QPP +1199—894 + 84 ¢))
Hinc simul deducxmus, quum summa 4% 4 B* 4+ C* duohus
rectis aequalis sit, excessum summae 4 + B 4 C supra duos
angu!os rectos, puta )
[14] 4+ B+ C=n+c(a+3iB+3v+3/ P +igrla+4)
+ @r—3F°f°) (Ga—a94 +4q))

Haec vltima aequatio etiam formulae [(] superstrui potusset.

27
Si superficies curua est sphaera, cuius radius = R, erit « =
1 " 7 .
B=y=—2af° = ﬁ;f =0,8=0, 6A°— f°f° =0 siue

5o — 2/1/“ Hinc formula [14] fit

4 +
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; , ¢
A4 B+ C=p 4 R
quae praecisione ubsoluta gaudet; formulae 44 ~ 13 autem sup-
peditant

o v .,
A* = A — s p— wo s QPP— 99+ 499 —4'¢)
T c‘ a‘ ¢ ’ o’
BY =B — sph+ mors @P—299+299 +44)

[ q

C" = ¢ — 57372+E6F (17P+f/l7+2‘/‘/'—2‘/'f/')

siue aeque exacte

I L L _—
A% = 4 SRR YL b + cc 2aa)
w4 —p_ 9 _9 —_
B* =B IRR R0 7A (eaa 4 cc 200)
cr = C il g (eca 4+ 0b — 2¢cc)

) T 3RR T 180R*
Neglectis quantitatibus quarti ordinis, prodit hinc theorema notum
a clar. Legendre primo propositum.

28.
Formulae nostrae generales, reiectis terminis quarti ordinis,
persimplices euadunt, scilicet

A= d — HocQa+ B +9)
B* =B — &oe + 28+ 9
C*=C — oz + B + 29)

Angulis itaque 4, B, C in superﬁcig non sphaerica reductiones

inaequales applicandae sunt, vt mutatorum sinus lateribus oppositis

fiant proportionales.  Inaequalitas generaliter loquendo erit tertii

ordinis, at si superficies parum a sphaera discrepat, illa ad ordinem

altiorem referenda erit: in triangulis vel maximis in superficie tel-
Classis Mathem, Tom. VI, T
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Turis, quorum quidem angulos dimetiri lieot, diffecentia semper pro
iusensibili habert polest, la e. g . in lrmwrulo maximo inler ea,
quac aunis praecedentibus dimenst suwus pum inter puncta lohe-
hagen, Brocken, luselsherg, vhi excessus sumae angulorum fuit
= 1.{'85318, caleulus scquentes reductiones cuwuhs applicandas

prodidil: .
Holichagen . . .. .. — 4705113
Brocken . . ... ... — 4,05104
Inselsherg . .. .. .. — 4,05131

o

29.
" Coronidis caussa adhue comparalionem areae trianguli in super-
ficie curua cum area triunguli rvectilinei, cuius latera sunt a, b, ¢

A

adiicicmns,  Arveam poqtermrem denolabimus per ¢*, quae fit
= Lbcsind® = jacsin B¥ = Labsin C* ,
Habemus, vsque ad quantitates ordinis quarti

sind® = sind — Focosd. (a4 B + )
siue aeque exacte

sind = sinAd¥. (44 Fxbecos 4. Qa4+ B +))
Substituto hoc valore in formula [9], erit vsque ad quantitates sexti
ordinis
¢ = 18csind® (44 11oa (300 + 3cc—20bccosd)+11s B(3 65

4 4cc—4bccos A) 4 715 9 (400 + 3cc—4beeos A)),
siue aeque exacte
¢ = 0% (1 ¥ risalaa 4 2604 2cc) + 1isB8(2aa+bb 4 2¢c)
+ 1icy(2aa 4 200+ co))

Pro superﬁcxe sphaerica haec formula sequentem induit formam

c=d (1+5alact dbb+ce))
cuius loco etiam sequentem salua eadem praecisione adoptari posse
facile confirmatur

sin A .sin B.sin C -

.sin B% .sin C* R
Si eadem formula triangulis in superficie curua non sphaerica appli-
catur, error generaliter ]oquendo erit quinti ordinis, sed insensibi-
lis in ommbus triangulis, qualia in superficie telluris dimetiri licet.

o':a”‘

sin. A




