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Structures feuilletées et cohomologie
a valeur dans un faisceau de groupoides

par ANDRE HAEFLIGER, Lausanne

Introduction

La notion de variété feuilletée a été introduite par C. EHRESMANN et G.
ReEB (cf. [4], a) et [15], a)). Sur une variété topologique V de dimension 7,
une structure de variété feuilletée de codimension g est définie par un en-
semble maximal (atlas) d’homéomorphismes f; (cartes) d’ouverts U, de
R? x R? (R? et R étant les espaces numériques de dimension p et ¢, p + ¢
= n) sur des ouverts de V de telle sorte que les buts f,(U,) des cartes f, re-
couvrent V et que les changements de cartes f;'f; soient des homéomorphis-
mes localement de la forme (z,y) — (¢(x), p(z,y)), ou zeR? et yeRP.
La structure sera dite différentiable ou analytique si de plus les changements
de cartes sont différentiables ou analytiques. Pour des exemples de variétés
feuilletées, on se reportera & la thése de G. REEB (cf. [15], a)).

C. EHRESMANN a ensuite généralisé cette notion en remplagant R? et R?
par des espaces topologiques quelconques B et F', les changements de cartes
étant des éléments d’'un pseudogroupe d’automorphismes locaux du produit
B x F localement de la forme (z,y) — (¢(2), y.(¥)), ou ¢ et y, appar-
tiennent resp. & des pseudogroupes d’automorphismes locaux de Bet F. Il a
introduit la notion fondamentale de groupe d’holonomie et il a généralisé le
théoréme de stabilité de G. REEB (cf. [15], a)). Ces structures seront appelées
ici structures feuilletées réguliéres.

Des généralisations d’espaces feuilletés avec singularités ont été données
par C. EERESMANN dans [4], b), et par G. REEB dans [15], b), qui étend & ces
structures plus générales certaines propriétés des systémes dynamiques; le
théoréme de stabilité a été généralisé par C. EHRESMANN et SHIHE WEISHU
(cf. [4], b)).

L’origine de ce travail est une question posée par G. REEB dans sa thése:
aprés avoir construit une structure de variété feuilletée de codimension un sur
la sphére 8% & 3 dimensions et remarqué qu’elle n’est pas analytique, il sou-
1éve la question de Uexistence d’une structure feuilletée analytique de codimension
un sur la sphére 83 (cf. [15], a), p. 112/113). Dans [8], ¢), nous avons répondu
par la négative en démontrant qu’il ne peut exister de structure de variété
feuilletée analytique de codimension un sur une variété analytique réelle com-
pacte dont le premier groupe d’homotopie est fini. C’est une conséquence
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presque immédiate d’un lemme fondamental dont la démonstration conduit &
étudier des structures feuilletées, obtenues par image réciproque d’une struc-
ture donnée, et présentant des singularités du type de celles des applications
continues; le lemme et la plupart des résultats qu’on en tire se généralisent
sans autre pour ces structures et s’appliquent & 1’étude des formes de Prarr
complétement intégrables (cf. [8], ¢)). Il était donc naturel de partir d’une
définition des structures feuilletées incluant certaines singularités et mettant
Paccent sur la structure «transverse» aux feuilles. D’ailleurs une telle géné-
ralisation avait été indiquée par C. EHRESMANN dans [4], e), p. 107; il I’a
développée plus tard dans ses cours (voir aussi [4], g)).

Une I'-structure fewilletée o sur un espace topologique X est définie comme
suit. Soit I" un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace topolo-
gique B; deux applications continues f et ' d’ouverts U et U’ de X dans B
seront dites compatibles avec I', si pour tout point z e U~ U’, il existe un
élément y de I' tel que f' = yf au voisinage de x. Une Istructure feuilletée
o sur X est définie par un ensemble maximal d’applications continues d’ouverts
de X dans B, compatibles avec I' (appelées applications distinguées de o),
leur source formant un recouvrement de X . Les images réciproques des points
de B par les applications distinguées de ¢ forment une base des ouverts d’une
topologie sur X ; une feuille de ¢ est une composante connexe de X suivant
cette topologie. Si f est une application continue d’un espace X' dans X, les
composés de f avec les applications distinguées de o sont des applications dis-
tinguées d’une I'-structure feuilletée sur X', appelée I'image réciprogue de o
par f.

La notion d’holonomie peut encore étre définie pour une Istructure feuil-
letée o si la condition supplémentaire suivante (A) est vérifiée: Condition(A):
si f et f' sont deux applications distinguées de o de source U et U’, et si
zelUn U, alors 'élément y tel que f = yf au voisinage de x est essen-
tiellement unique, ¢’est-d-dire que son germe au point f(x) est unique. On
dira alors que o est non dégénérée.

Moyennant quelques hypothéses topologiques sur X et B, le théoréme de
stabilité est encore vrai pour une I™structure feuilletée non dégénérée. Il en
est de méme du lemme fondamental signalé plus haut et des propriétés qu’on
en déduit, B étant alors la droite numérique réelle R et I" le pseudogroupe
des automorphismes locaux analytiques réels de E.

Cependant si une I'structure feuilletée ¢ sur X vérifie la condition (A), il
n’en est plus de méme en général pour les I™structures feuilletées images réci-
proques de ¢ par des applications continues dans X, bien que toutes les pro-
priétés citées ci-dessus restent encore vraies.

11 fallait donc faire un pas de plus en ajoutant un élément nouveau & la
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définition des I'-structures feuilletées ne vérifiant pas la condition (A). On
est conduit ainsi 4 la notion de I'structure sur X, définie de la maniére sui-
vante: on se donne une famille d’applications continues f; d’ouverts U, de
X dans B, dont les sources recouvrent X, et compatibles avec I'; de plus,
pour chaque couple (f,, f,) et chaque point x e U,~ U;, on se donne un élé-
ment y) de I' tel que f, = yiif, au voisinage de x, de sorte que le germe de
y5 au point f,(x) varie d’une maniére continue avec x ). Une telle donnée se
présente formellement (cf. par ex. [5]) comme celle d’un 1-cocycle, relative-
ment au recouvrement {U,}, & valeur dans le faisceau de germes d’applica-
tions continues de X dans un groupe topologique, le groupe étant simplement
remplacé ici par le groupoide topologique I7; des germes des éléments de I'
aux points de B. Deux cocycles (f) et (f') relatifs & des recouvrements [ et
U’ de X & valeur dans le faisceau P, des germes d’applications locales con-
tinues de X dans IT, déterminent la méme Istructure s sur X si et seule-
ment si les 1-cocycles (f) et (f') sont «homologues». Ainsi une I'-structure sur
X est définie formellement comme un élément s du premier ensemble de coho-
mologie H*(X, Pr) de X & valeur dans le faisceau de groupoides Pp.

D’aprés cette définition, toute Istructure s admet une I™structure feuilletée
sous-jacente ¢, la réciproque n’étant pas vraie en général, mais si une I'-
structure feuilletée o est non dégénérée, il existe alors une et une seule I'-
structure s admettant ¢ comme structure sous-jacente. Si f est une application
continue d’un espace X' dans X, alors X' est muni fonctoriellement d’une
I'-structure s’, image réciproque de s par f, dont la I'-structure feuilletée
sous-jacente est I'image réciproque par f de o. Par exemple, si F est une
feuille de ¢ et ¢ I'injection naturelle de F (muni de sa topologie de feuille)
dans X, la Istructure sur ¥, image réciproque de s par ¢, donne ’holonomie
de la feuille F' (alors que la I™structure feuilletée image réciproque de o par
¢ est triviale).

On voit donc que la notion de Istructure permet d’enrichir considérable-
ment celle de structure induite sur un sous-espace non ouvert de X . Supposons
par exemple que X soit muni d’une structure locale s, définie par un atlas
complet de B sur X compatible avec I'; s peut étre considérée comme une
I'-structure sur X. Moyennant quelques hypothéses topologiques, la I'-struc-
ture induite par s sur un sous-espace F de X (c’est-a-dire la I-structure image
réciproque de s par I’application identique de F dans X) caractérise le germe
de voisinage de F (cf. chap. IV, th.1). Ces considérations permettent par
exemple de classer effectivement, dans certains cas, les classes d’isomorphie
de germes de plongement d’un espace F comme feuille d’une structure réguliére ;

elles s’appliquent également au probléme général des variations de structures.

ki
T

1) et que y,' = y:f 'y;‘ au voisinage de f;(z) .
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Dans le premier chapitre de ce travail, nous avons rappelé et adapté & notre
but quelques notions générales que M. C. EERESMANN a développées dans ses
cours. Nous partons alors, dans le chapitre IT, de la notion fondamentale de
cohomologie & valeur dans un faisceau de groupoides de fagon & définir, au
chapitre III, les I-structures et les notions qui s’y rattachent directement;
nous y définissons notamment 1’holonomie d’une feuille d’une I'-structure
feuilletée sous-jacente & une I'-structure, et nous étendons le théoréme de
stabilité.

Les chapitres IV et V sont indépendants 1'un de I’autre. Le premier est con-
sacré & I’étude des germes de I-plongement d’un espace localement isomorphe
& un sous-espace de B; ce n’est que dans quelques cas trés particuliers que
nous avons réussi & déterminer explicitement les classes d’isomorphie de ger-
mes de I-plongement. Le chapitre V contient les résultats essentiels de ce
travail ; il est consacré & une étude plus approfondie des I, -structures feuil-
letées, ou I',, désigne le pseudogroupe des automorphismes locaux analytiques
réels de la droite numérique R.

Chaque chapitre est précédé d’un bref résumé destiné & mettre en évidence
les notions et les propriétés les plus importantes qu’il contient.

La notion de structure feuilletée que nous envisageons ici, c’est-a-dire celle
de I'structure feuilletée sous-jacente & une I'-structure, nous a paru la mieux
adaptée pour généraliser certaines propriétés essentielles des variétés feuil-
letées (par exemples ’holonomie, le théoréme de stabilité, les propriétés des
structures analytiques de codimension un, etc.). Il est & peine nécessaire
d’ajouter qu’on pourrait concevoir bien d’autres généralisations de la notion
de structure feuilletée, par exemple celles qui généraliseraient les structures
définies par les trajectoires d’'un champ de vecteurs, les orbites d’un groupe,
ou encore les orbites d’un pseudogroupe de transformations.

Je suis heureux de dire ici tout ce que je dois & la pensée de M. CHARLES
EHRESMANN, le profit inestimable que j’ai retiré, tant pour ma formation que
pour I’élaboration de ce travail, de ses cours, des conversations enrichissantes
que j’ai eues avec lui, des idées non publiées qu’il m’a généreusement com-
muniquées. Ma reconnaissance va également 4 M. RENE THOM dont I'intérét
bienveillant pour les problémes qui me préoccupaient m’a constamment sou-
tenu ; il n’a jamais hésité 4 me consacrer tout son temps lors des entretiens
qui ont été d’un intérét décisif pour mon travail. Je tiens aussi & remercier
trés sincérement mon Maitre M. GEORGES DE RHAM qui n’a cessé de me guider
et de me soutenir par ses précieux conseils et ses encouragements.

Que M. H. CARTAN, qui m’a fait I’honneur de présider le jury de cette thése,
et M. P. LELONG, qui a bien voulu me proposer un sujet de seconde theése,
veuillent trouver ici ’expression de mes remerciements.
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CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Le but de ce premier chapitre est de rappeler briévement quelques notions
de base que C. EHRESMANN a introduites dans ses cours et quelques articles

([4], e), f) et g)).

1. Pseudogroupe de transformations. Atlas.

Si f est une application d’une partie 4 d’'un ensemble £ dans un ensemble
E’, le sous-ensemble A est appelé la source de f, le sous-ensemble f(4) = B
le but de f. Si g est une application d’une partie A’ de £’ dans un ensemble
E", le composé gf est 'application x — g(f(x)) de la partie f-1(A’'~ B) de
E (qui peut étre vide) dans E”. Si U est une partie de E, f(U) désigne I'image
par fde U~ 4.

Soit f; une famille d’applications des parties 4, de E dans E’, ¢+ parcourant
un ensemble d’indices I. Lorsque f; et f; coincident sur 4;~ A4; pour tout
couple d’indices ¢, § de I, I’application f de la réunion des 4, dans E' dont
la restriction & chaque A; coincide avec f,, est appelée la réunion des appli-
cations f,.

Un pseudogroupe de transformations d’un ensemble E est un ensemble I'
d’applications biunivoques de parties de £ sur parties de E tel que:

a) si fel', gel', alors gfel,

b) si feI', alors I’application inverse f~ de f appartient & I,

c) lapplication identique de E appartient & I,

d) si une application biunivoque f est réunion des applications f; eI,
alors fel.

Il résulte de ces axiomes que les sources des éléments de I" sont les ouverts
d’une topologie sur E, appelée topologie sous-jacente au pseudogroupe I'.

Un ensemble I'y d’applications vérifiant les trois premiers axiomes seule-
ment est une base de pseudogroupe; il engendre un pseudogroupe bien déter-
miné formé de toutes les réunions des applications de 1.

Un sous-pseudogroupe de I' est un sous-ensemble de I' qui est lui-méme un
pseudogroupe de transformations de K.

Si E est déja muni d’une topologie, un pseudogroupe d’automorphismes
locaux de ’espace E est un pseudogroupe I' de transformations de E dont
chaque élément est un homéomorphisme d’un ouvert de E sur un ouvert de
E. Dans ce qui suit, nous supposerons, sauf mention explicite du contraire,
que la topologie sous-jacente & I" coincide avec la topologie de E. Plus géné-
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ralement, si £ est muni d’une structure locale s (cf. [4], g)), un pseudogroupe
d’automorphismes locaux de E sera formé d’automorphismes locaux de E
muni de la structure locale s.

Exemples : 1. Le pseudogroupe formé des homéomorphismes différentiables
de classe r ou analytiques complexes (ainsi que leurs inverses) d’ouverts sur
ouverts de I’espace numérique réel R” ou complexe C™.

2. Soit G un groupe d’automorphismes d’un espace topologique E; l’en-
semble des restrictions des transformations de @ aux ouverts de E forme une
base de pseudogroupe qui engendre le pseudogroupe dédwit de G par localisation.

Un atlas W d’un espace topologique B sur un espace topologique E compatible
avec un pseudogroupe d’automorphismes locaux I' de B est un ensemble d’ho-
méomorphismes d’ouverts de B sur ouverts de E (appelés cartes de B dans E)
tels que leurs buts forment un recouvrement de E et que, si f, f'e A, alors
ff eI'. L’atlas U sera dit complet si toute carte g de B dans & compatible
avec I' (c’est-d-dire que pour tout feW, alors f1gel) appartient & .
Un tel atlas définit sur E une structure d’espace localement isomorphe & B
munt du pseudogroupe I'. Dans la suite de ce travail, une telle structure sera
appelée une (B, I')-structure sur E; on dira aussi que E, muni de cette struc-
ture, est localement isomorphe & (B, I'). Le pseudogroupe des automorphismes
locaux de cette structure sur E est engendré par les transformations f'f-1,

ou f,f ™.

Exemples : Les structures de variétés différentiables ou analytiques définies
par un atlas complet compatible avec le pseudogroupe des automorphismes
locaux différentiables de R™ ou analytiques de C™.

2. Espaces 6talés. Jets locaux ou germes.

Un espace topologique E muni d’une projection p dans un espace topologique
B est dit étalé par p dans B si, pour tout point z e E, la restriction de p
3 un voisinage ouvert suffisamment petit de x est un homéomorphisme sur
un ouvert de B. On dit aussi que p étale £ dans B, ou encore que £ est un
faisceau d’ensembles sur B.

E et E' étant des espaces topologiques, on introduit dans I’ensemble des
applications locales continues poiniées de E dans E’', c’est-a-dire des couples
(f, =) formés d’une application continue f d’'un ouvert U de £ dans E’' et
d’un point 2 € U, la relation d’équivalence qui identifie deux couples (f, x)
et (f',2') si x = ' et siles restrictions de f et f' & un voisinage convenable
de 2 coincident. La classe, suivant cette relation, & laquelle appartient (f, z)
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est appelée le jet (local) au point x ou le germe au point x de Uapplication f
et sera souvent désignée par jAf. La source du jet local jif est le point = et
son but le point f(x).

L’ensemble des jets locaux de E dans E’ (c’est-d-dire 1’ensemble de tous
les jets locaux aux divers points de E de toutes les applications continues
d’ouverts de B dans E') est muni d*une fopologie naturelle: un base des ouverts
de cette topologie est formée des sous-ensembles de la forme j2f, ol f est
une application continue d’un ouvert U de E dans B’ et ou x parcourt U.
La projection source a, qui & tout jet local fait correspondre sa source, étale
cet espace sur E; la projection but 8, qui & tout jet fait correspondre son but
est une application continue.

La loi de composition partiellement définie entre applications locales poin-
tées définit par passage au quotient une loi de composition continue partielle-
ment définie entre jets locaux. Si Z est un jet local de E dans E', et Z' un jet
local de £’ dans un espace E”, le composé de Z et Z' est défini si et seulement
si la source de Z' est le but de Z; il sera noté Z’-Z ou simplement Z’'Z

(cf. [4], €)).

Ezemple : L’espace des jets locaux d’applications analytiques locales d’une
variété analytique dans une autre est un espace séparé.

3. Groupoides

Un groupoide (cf. [4], g)) est un ensemble /7 muni d’une loi de composition
(z,y) - zy définie pour certains couples d’éléments z, y de I et vérifiant
les axiomes suivants:

a) Si z, y, zell et siles composés (zy)z ou z(yz) sont définis, alors ils
sont définis tous les deux et égaux:

(xy)z = z(y2) (associativité)

b) Si 2y et yz sont définis, alors (zy)z est défini.

¢) Un élément e de IT est appelé une unité & droite (resp. & gauche) si pour
tout z eIl tel que ze (resp. ex) soit défini, alors xe = x (resp. ex = x).
L’axiome c) exige que tout élément x e IT admette une unité & droite et une
unité & gauche.

d) Tout élément z e IT admet un tnverse 21, ¢ est-é.-du'e un élément x—1
de IT tel que x'z soit I'unité & droite de x. Alors xzz ! est I'unité & gauche
de z.

11 résulte de ces axiomes que chaque élément 2 de IT posséde une seule unité
& droite, une seule unité & gauche et un inverse unique, La projection de I7
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sur ’ensemble B de ses unités qui fait correspondre & tout élément son unité
4 droite (resp. & gauche) sera désignée par a (resp. b). Pour que le composé
zy soit défini, il faut et il suffit que a(z) = b(y).

Un groupoide I7 est dit fransitif 8’il agit transitivement sur ’ensemble de
ses unités, c’est-a-dire si, pour tout couple d’unités e et ¢’ de I, il existe au
moins un élément x tel que a(x) =e et b(x) = ¢'.

Un sous-groupoide de IT est un sous-ensemble de I7 qui, muni de la loi de
composition induite par celle de I7, est Iui-méme un groupoide.

Un sous-groupoide complet d'un groupoide /I est un sous-ensemble I’ de IT
tel que §’il contient un élément x de 17, il contient aussi tout élément de I7
ayant mémes unités que x. Tout groupoide est réunion de sous-groupoides
complets transitifs et disjoints.

Une représentation d’un groupoide I7 dans un groupoide 77’ est une applica-
tion ¢ de I7 dans IT' telle que, si x,y eIl et si xy est défini, alors ¢(z)e(y)
est défini et égal & ¢ (vy), et que toute unité de I7 est appliquée sur une unité
de I7'. L’'image ¢(II) n’est en général pas un sous-groupoide de IT’'.

Un groupoide topologique est un ensemble I7 muni d’une structure de grou-
poide et d’une structure d’espace topologique telles que:

a) l'application (z,y) - xy du sous-espace de IIX IT formé des couples
composables (c’est-a-dire tels que a(x) = b(y)) dans IT définie par la loi de
composition de I7 soit continue,

b) T'application # — 2~ de I dauns /7 soit continue.

Il en résulte que les projections a et b sont des applications continues de 17
sur le sous-espace B de ses unités.

Une représentation d’un groupoide topologique I7 dans un groupoide topo-
logique II' est une application continue ¢ qui est une représentation au sens
précédent de I dans IT'.

Exemple: L’espace des jets locaux des éléments d’un pseudogroupe I" d’auto-
morphismes locaux d’un espace topologique B (muni de sa topologie naturelle,
cf. 2) est un groupoide topologique noté II; ses unités sont les jets locaux
aux différents points de B de I’application identique de B et seront identifiées
aux points de B. Les projections a et b étalent IT, sur B. Le groupe d’isotropie
de IT, (ou de I') au point x est le groupe formé des jets locaux au point x des
éléments de I" laissant fixe x.

4. Espaces fibrés

Un espace fibré (E, p) de base B (ou sur B) est un espace topologique E
muni d’une projection continue p sur I'espace topologique B. La fibre de
(E, p) au-dessus du point z de X est le sous-espace p~'(x) de E. Une section
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de (E, p) au-dessus d’un sous-espace 4 de B est une application continue ¢
de A dans E telle que po soit I'application identique de A. Une section de
(E, p) est une section de (E, p) au-dessus de B. Une représentation d’un
espace fibré (B, p) sur B dans un espace fibré (E’, p') sur B’ est une applica-
tion continue y de E dans E’ compatible avec les projections p et p' et se
projetant sur une application continue de B dans B’. Une représentation in-
versible de (&, p) sur (E', p') est un tsomorphisme de (E, p) sur (E’, p').

Si f est une application continue d’un espace X dans B, P’espace fibré sur X
image réciproque (ou induit) par f de Uespace fibré (E, p) sur B est le sous-
espace du produit X X E formé des couples (z,e) tels que f(z)= p(e),
muni de sa projection naturelle (z,e) — 2 sur X. L’espace fibré image réci-
proque de (Z, p) par 'application identique d’un sous-espace 4 de B est
canoniquement isomorphe au sous-espace p~1(A4) de E muni de la restriction
de p & p~1(A4), appelé la restriction de (£, p) & 4.

Un isomorphisme local de (E,p) dans (E', p’) est un isomorphisme de
P’espace fibré restriction de (E, p) & un ouvert de B sur ’espace fibré restric-
tion de (E', p’) & un ouvert de B’. Un automorphisme local de (E, p) est un
isomorphisme local de (Z,p) dans (E, p). Les automorphismes locaux de
(E, p) forment un pseudogroupe de transformations de E dont la topologie
sous-jacente est formée des ouverts de £ images réciproques par p des ouverts
de B. Chaque élément de ce pseudogroupe se projette sur un automorphisme
local de B.

Nous dirons que deux isomorphismes locaux de I’espace fibré (E, p) sur B
dans 1’espace fibré (E', p’) sur B’ définissent le méme germe d’isomorphisme
local au point x de B, si leur source contient p—'(x) et si leur restriction &
p~1(U) coincident, U étant un voisinage convenable de x. L’ensemble I7 des
germes d’automorphismes locaux de (E, p) aux différents points de B est
muni d’une structure évidente de groupoide; ses unités sont les germes d’auto-
morphismes locaux aux points de B de 'application identique de E et elles
seront identifiées aux points de B; si f est un automorphisme local quelconque
de (E, p) de source p~1(U), les germes de f aux points z e U forment une
base des ouverts d’une topologie sur I7; le groupoide I7 est ainsi muni d’une
structure de groupoide topologique et sera appelé le groupoide des germes
d’automorphismes locaux de (E, p). Les projections a et b de IT sur l’espace
de ses unités, identifié & B, étalent IT sur B. Le groupoide I se projette dans
un groupoide de germes d’automorphismes locaux de B.
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5. Groupoide topologique d’opérateurs sur un espace fibré

Soit I7 un groupoide topologique dont I’espace des unités est B et soit (£, p)
un espace fibré sur B. On dira que I7 est un groupoide d’opérateurs sur (E, p)
si, IIy désignant le sous-espace du produit I7 x E formé des couples (z, y)
tels que a(z) = p(y), il existe une application continue y de IT; sur E telle
que, p(z,y) étant noté zy:

a) p(zy) = b(2)
b) (z'2)y = 2'(2y)
c) ey=1y si eeB.

Cette définition s’applique aussi dans le cas ol p est une application continue
de E dans B, et on dira encore que IT est groupoide d’opérateurs sur (E, p),
ou sur E relativement & la projection p; le sous-espace p(E) de B est alors
I’espace des unités d’un sous-groupoide complet de II.

L’espace II; est muni d’une structure de groupoide topologique dont
les unités sont identifiées aux points de E: le composé de (z,,y,) avec
(22, y2) n'est défini que si y, = 2,y,, et il est alors égal & (2,2,,%,). Le
groupoide [T sera appelé le groupoide extension du groupoide IT d’opérateurs
sur (E,p).

La restriction & II; de la projection canonique de I7x E sur II est une
représentation de Iy sur II. L’espace II;, muni de la restriction aj de la pro-
jection canonique de IIx E sur E, est I’espace fibré image réciproque de
I’espace fibré (11, a) par la projection p de £ dans B. Ilenrésulte quesi (17, a)
est par exemple un espace étalé sur B, ou un revétement de B, ou encore un
espace fibré & groupe structural topologique, alors (IIg, ag) est resp. un espace
étalé sur E, un revétement de £ ou un espace fibré a groupe structural topo-
logique.

On dira que I7 est un groupoide d’opérateurs simple sur (E,p) si, étant
donné deux points y et y' de E, il existe au plus un élément z de IT tel que
Y =zy. ,

Exemples: 1. Tout groupoide topologique I7 est groupoide d’opérateurs sur
I’espace B de ses unités (muni de la projection identique sur B). Le groupoide
IT sera dit stmple 8’il est groupoide d’opérateurs simple sur l’espace de ses
unités.

2. Un groupoide de germes d’automorphismes locaux d'un espace fibré
(E, p) sur B est un groupoide d’opérateurs sur (E, p).

3. Si (&, p) est un espace fibré a groupe structural topologique, le groupoide
des isomorphismes de fibre de E sur fibre de E (cf. [4], d)) est un groupoide
d’opérateurs sur (Z, p).
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6. Espace fibré muni d’un groupoide structural

Le plus souvent un espace fibré (Z, p) sur B sera muni d’un sous-pseudo-
groupe I"' du pseudogroupe I'™* de ses automorphismes locaux (admettant la
méme topologie sous-jacente que I'™*). Le groupoide I7 des germes des auto-
morphismes locaux de (%, p) appartenant & I" est un sous-groupoide ouvert
du groupoide IT* de tous les germes d’automorphismes locaux de (%, p). In-
versement, la donnée d’un sous-groupoide ouvert /7 de IT* admettant les mémes
unités que II* détermine un sous-pseudogroupe I" de I'* dont le groupoide
des germes est I7.

L’espace fibré (£, p) muni du groupoide I7 sera noté (¥, p, II) et II sera le
groupoide structural de (E, p, IT). Un automorphisme local de (£, p, IT) est un
élément du pseudogroupe I" associé & II. Un espace fibré (', p') sur B’ est
muni d’une structure d’espace localement isomorphe a (%, p, II) si ’on s’est
donné un atlas Y complet de & sur E’ dont les cartes sont des isomorphismes
locaux de (&, p) dans (E', p') et qui est compatible avec I'. Tout automor-
phisme local de (£', p’) muni de cette structure est réunion d’automorphismes
locaux de la forme f'f-1, oit f,f .

Supposons que I7 soit un groupoide topologique étalé par a sur ’espace B
de ses unités, et que I7 soit groupoide d’opérateurs sur un espace fibré (£, p)
sur B. Alors IT admet une représentation canonique sur un sous-groupoide
Iy du groupoide IT* des germes d’automorphismes locaux de (&, p); si cette
représentation est injective, on dira que II est un groupoide d’opérateurs
fidéle sur (&, p). Par abus de langage, on dira encore qu’un espace fibré
(E', p') est localement isomorphe & (E, p) muni du groupoide d’opérateurs IT
(ou localement isomorphe & (%, p, IT)), si (E', p’) est muni d’une structure
d’espace fibré localement isomorphe & (E, p, 11,).

CHAPITRE II
La notion de cohomologie a4 valeur dans un faisceau de groupoides

On définit la notion de premier ensemble de cohomologie H(X, 8) d’un
espace topologique X & valeur dans un faisceau de groupoides B sur X.
Cette définition et les développements qui suivent se présentent formellement
comme ceux de la théorie de la cohomologie & valeur dans un faisceau de
groupes non abéliens (cf. [3], a) et b), [56], [7], [9]); pour la plupart des dé-
monstrations, nous renvoyons donc le lecteur aux travaux cités ci-dessus. Les
notions d’espaces fibrés déduits, de faisceau principal et de faisceau de grou-
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pes associés & un élément s de H(X, P) sont essentielles pour la suite. La
proposition 7 permet, dans plusieurs cas, de ramener la détermination de I’en-
semble H(X, P) & celle du premier ensemble de cohomologie de X & valeur
dans un faisceau de groupes. Les considérations du paragraphe 8, qui traite
le cas d’'un faisceau constant, seront utiles pour définir I’holonomie d’une
feuille d’une structure feuilletée (chapitre III). On pourrait développer beau-
coup plus longuement, comme dans [5] ou [7], des notions analogues & celles
de suite exacte de cohomologie relative & une suite exacte de faisceaux de
groupes; un cas particulier est donné & titre d’exemple dans le paragraphe 9.

1. Faisceau de groupoides

Soit X un espace topologique. Un faisceau P de groupoides sur X est un
espace étalé sur X par une projection p tel que U’ensemble S (U, P) des sections
de P au-dessus d'un ouvert quelconque U de X soit muni d’une structure de
groupoide, Uapplication de restriction S(U, B) — S(V, P), od V est un ouvert
contenu dans U, étant une représentation de groupoides.

Pour tout z e X, la fibre P, = p~2(x), qui s’identifie & la limite inductive
des S(U, P) lorsque U parcourt I'ordonné filtrant des voisinages ouverts
de 2z, est aussi muni d’'une structure de groupoide. L’ensemble des unités des
groupoides P, lorsque = parcourt X, est un sous-faisceau B de P. Le faisceau
P peut étre considéré comme un groupoide topologique dont Uespace des unités
est B: la loi de composition qui est partiellement définie dans chaque fibre
de P est continue par rapport & la topologie d’espace étalé de . On a deux
projections canoniques a et b de P sur B qui sont compatibles avec les pro-
jections des faisceaux P et B sur X et qui font correspondre & tout ze P,
son unité & droite et & gauche respectivement. Si f et f sont deux sections
de P définies au-dessus des ouverts U et U’ de X, alors f'f désigne la section
locale z — f'(x)f(x) définie pour tout zeU~ U’ tel que f'(x)f(x) soit
défini, c’est-a-dire tel que bf(z) = af'(x).

A toute notion sur les groupoides correspond d’une maniére naturelle une
notion sur les faisceaux de groupoides; on a par exemple les notions de re-
présentation de faisceaux de groupoides sur X, de sous-faisceau de grou-
poides d’un faisceau de groupoides, etc.; on définit également comme d’habi-
tude la notion de faisceau P’ de groupoides sur un espace X' image réciproque
d’un faisceau P de groupoides sur X par une application continue f de X'
dans X .

Exemples: Soit /7 un groupoide topologique (non vide); le faisceau P des
germes d’applications continues d’ouverts de X dans I7 est muni d’une struc-

18 Commentarii Mathematici Helvetici
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ture de faisceau de groupoides sur X : les sections de P au-dessus d’un ouvert
U de X correspondent canoniquement aux applications continues de U dans
PB; le sous-faisceau B des unités de P est le sous-faisceau des germes d’appli-
cations continues d’ouverts de X dans le sous-espace des unités de I7.

Le faisceau des germes d’applications continues de X dans un groupoide
IT muni de la topologie discréte est identique au faisceau des germes d’appli-
cations constantes de X dans I7; il est isomorphe au produit X x /T muni
de sa projection canonique sur X.

Les faisceaux de groupes sur X sont évidemment des cas particuliers de
faisceaux de groupoides sur X.

2. Cohomologie a valeur dans un faisceau de groupoides

Soit P un faisceau de groupoides sur 1’espace topologique X. Nous allons
définir ’ensemble H'(X, ), construit formellement exactement de la méme
maniére que le premier ensemble de cohomologie de X & valeur dans un fai-
sceau de groupes non abéliens sur X (cf. [3], [5], [7], [9]).

Soit U = {U};c; un recouvrement formé d’ouverts U; de X, ¢ parcourant
un ensemble d’indices I. Une p-cochaine de W a valeur dans P est une fonction
qui associe & toute suite 4,,%,,...,%, de p 4 1 éléments de I tels que
Uy,~Uyn~ ...~ U, ne soit pas vide, une section de P au-dessus de cet
ouvert.

Une 0-cochaine (g) de U & valeur dans P associe donc & tout el wune
section g, de P au-dessus de U,; on dira que (g) est un 0-cocycle si g, = g,
sur l'intersection U,~ U,, pour tout %,j el; dans ce cas les sections locales
g; admettent une réunion qui est une section de P au-dessus de X. Par dé-
finition, H(X, P) sera le groupoide S(X, P) des sections de P au-dessus
de X.

Soit (f) une 1l-cochaine de U & valeur dans P, c’est-a-dire une fonction qui
associe a tout couple (¢, j) d’indices de I tels que U;~ U, ne soit pas vide
une section f,;; de P au-dessus de U,~ U,;. On dira que (f) est un 1-cocycle
de U & valeur dans P si, pour tout triple (i, j, k) d’indices de I,

fiao = fisfse sur Uyn U;n Uy

Ceci entraine en particulier que f,; est une section au-dessus de U, du sous-
faisceau B des unités de P et que f,; = f;'.

L’ensemble des 1-cocycles de U & valeur dans P sera désigné par Z'(U, P).
Deux 1-cocycles (f) et (f') € Z*(U, P) seront dits homologues, s’il existe une
0-cochaine (g) de il & valeur dans P telle que

fis = 9:fus95* sur U,~U,.



Structures feuilletées et cohomologie & valeur dans un faisceau de groupoides 263

On vérifie aisément que la relation ainsi définie dans Z1(U, P) est une
relation d’équivalence. Le quotient de Z!(U, P) par cette relation d’équiva-
lence sera désigné par HY(U, P), et sera appelé le premier ensemble de
cohomologie de U & valeur dans P.

Soit B = {V,}men un recouvrement ouvert de X plus fin que U; soit =
une application m —m de M dans I telle que, pour tout meM,
Vi ¢ Uy Soit (f) = {f;;} un l-cocycle e Z*(U, P); la fonction qui associe
& tout couple d’indices m,n e M tel que V,~ V, #% g la section restriction
de f,pm;x & V,,n V, est un l-cocycle z(f) de B & valeur dans . On définit
ainsi une application de Z'(UW, P) dans Z(B, P) qui applique deux co-
cycles homologues sur deux cocycles homologues. Par passage aux quotients,
on obtient une application ¢, de H(U, B) dans H(B, P); elle est in-
dépendante du choix particulier de ’application .

En effet, soit 7’ une application de M dans I telle que V,, ¢ U,.,; comme

ffmrn = f‘rm-r'mf-r'mr'n (f'mr'n)_l sur Vm il Vn ’

les deux cocycles z(f) et ©’(f) sont homologues.

Si I3 est un recouvrement ouvert de X plus fin que B, on a ¢y =Prropy
et gy = identité. La relation « B plus fin que W» est une relation de préordre
entre recouvrements ouverts de X. Si I'on considére que U et B sont équi-
valents si i est plus fin que B et B plus fin que U, I’ensemble des classes de
recouvrements de X est muni d’une structure d’ensemble ordonné filtrant.
En vertu de ce qui précéde, H*(U, PB) ne dépend que de la classe de U (c’est-
a-dire que si B est équivalent & U, I’application ¢, est bijective), et si B est
plus fin que W, ’application ¢, ne dépend que des classes de U et B. On
peut donc poser la

Définition: Le premier ensemble de cohomologie H' (X, P) de X & valeur
dans le faisceau de groupoides P est la limite inductive des ensembles H* (U, P)
relativement aux applications @y, W parcourant Vordonné filtrant des classes
de recouvrements ouverts de X .

11 se peut que I’ensemble H*(X, P) soit vide.

Tout cocycle (f) e Z*(U, P) représente une classe de cohomologie, c’est-a-
dire un élément de H (X, P), & savoir I'image dans la limite inductive de
la classe de (f) dans H*(U, PB). Deux cocycles (f) ¢ Z* (U, P) et (g) e Z*(B, P),
U et B désignant deux recouvrements ouverts de X, seront dits homologues
8’ils représentent le méme élément de H*(X, P).

Exemple: Soit (E, p, II) un espace fibré muni d’un groupoide structural I7
(cf. I, 6), et soit P le faisceau sur X des germes d’homéomorphismes d’ouverts
de X sur ouverts de I7. Les éléments de H(X, §p) sont en correspondance
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biunivoque avéc les classes d’isomorphie d’espaces fibrés sur X localement
isomorphes & (E, p, IT).

3. Représentation induite par une représentation de groupoides

Soient P et P’ deux faisceaux de groupoides sur 'espace X. Une représen-
tation ¢ de B dans P’ est une application continue de P dans P’ se projetant
sur l'identité de X et dont la restriction & chaque fibre B, pour tout = e X,
est une représentation du groupoide P, dans le groupoide P,. Elle induit
une application de H!(X, P) dans HY (X, P’); en effet, U étant un recouvre-
ment ouvert de X, on définit une application de Z'(M, B) dans Z*(U, P')
en faisant correspondre au l-cocycle (f) = {f,} le l-cocycle {¢f;}; elle
applique des cocycles homologues sur des cocycles homologues; par passage
aux quotients, on obtient donc une application de H*(M, PB) dans H(U, P'),
et en passant & la limite inductive, une application ¢* de H(X, B) dans
HY(X, $).

Soit f une application continue d’un espace topologique X' dans X, et soit
B’ le faisceau de groupoides sur X image réciproque par f du faisceau P (les
points de P’ sont les couples (2', z) formés d’un point 2’ e X' et d’un point
z € Py,y). On a alors une application f* de H'(X,P) dans HY (X, P'):
si U = {U;};e; est un recouvrement ouvert de X, soit U’ le recouvrement
ouvert {f~1(U,)};c; de X'; faisons correspondre au 1-cocycle {f;;} ¢ Z*(U, B)
le l-cocycle {f;;}eZ*(W',P’), ol f;; est la section de P’ au-dessus de
1(U,) ~ f-2(U;) définie par f{;(z') = («', f;;f(z')); on définit ainsi une ap-
plication de Z*(U, P) dans Z' (W', P') qui applique deux cocycles homo-
logues sur deux cocycles homologues; on en déduit par passage aux quotients
une application f; de HY(UW, P) dans H'(U', P’); comme les applications
fu commutent avec les applications gy de la limite inductive, on a une appli-
cation f* de H!(X,P) dans H (X', P').

Plus généralement, soient P et P’ deux faisceaux de groupoides sur les
espaces topologiques X et X' respectivement. Une représentation de B dans
P’ relative & une application continue f de X' dans X est une représentation ¢
du faisceau de groupoides sur X', image réciproque par f de 8, dans le faisceau
P’. D’aprés ce qui précéde, en composant les deux applications f* et ¢*, on
obtient une application (encore désignée par ¢*) de H(X,B) dans
H\(X', ).

Proposition 1: La correspondance associant & la représentation ¢ Uapplication
o* est un foncteur de la catégorie D des représentations de faisceaux de groupoides
dans la catégorie des applications d’ensembles de cohomologie.
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Ce foncteur fait correspondre & I’«objet» P de @ l’ensemble H(X, P).
(Pour les notions de catégories et de foncteurs, on pourra se reporter & [4], g)).

4. Espaces fibrés déduits

Soit, (£, p) un espace fibré sur ’'espace B des unités d’un faisceau de grou-
poides P sur X, admettant P comme groupoide d’opérateurs; alors P admet
une représentation canonique dans le groupoide des germes d’automorphismes
locaux de (&, p) (cf. I, 6).

Tout cocycle (f) e Z*(U, P), ot U = {U,};; est un recouvrement ouvert
de X, permet de déduire de (E, p) un espace fibré (E’, p’) de base X. Con-
sidérons en effet ’espace somme X = U(:, Ef), o E! = p~1f,(U;). Comme

i€l
(f) est un cocycle, la relation (i, x,) ~ (f, z,), ou ;e E! et z,¢E], siet
seulement si z; = f,;#; est une relation d’équivalence (f;x; désigne le trans-
formé du point z; de E par I'élément f,,(x) de P, x étant la projection de
p(x;) dans X). La projection (i, ;) - pp(x) de X sur X (p: projection de
P sur X) est compatible avec cette relation; par passage au quotient, on ob-
tient un espace fibré (E7, p’) sur X qui sera appelé Uespace fibré sur X déduit

de (B, p) par (f).

Proposition 2: Soit (B, p) un espace fibré sur B admettant P comme grou-
poide d’opérateurs; Vespace fibré (Ef, p’) déduit de (E,p) par un cocycle
(f) e Z1 (U, PB) est localement isomorphe & (E, p, P). Les espaces fibrés déduits
de (E, p) par deux cocycles homologues sont isomorphes, relativement & leur
structure d’espace fibré localement isomorphe & (E, p, P) (cf. I, 6).

Remarques: 1. Vu cette proposition, on désignera par (E*, p°) la classe des
espaces fibrés déduits de (Z, p) par un cocycle (f) quelconque représentant
I'élément s de H'(X, P); par abus de langage, un espace fibré sur X iso-
morphe & un espace fibré quelconque de cette classe sera aussi désigné par
(E*, p*) et appelé un espace fibré déduit de (E, p) par s. Remarquons encore
que deux espaces fibrés de la classe (E*, p*) sont isomorphes, mais qu’en
général il n’existe pas d’isomorphisme canonique entre eux.

2. 8i (E, p) et (E', p') sont deux espaces fibrés sur B admettant P comme
groupoide d’opérateurs, et si p est une représentation de (¥, p) dans (&', p')
compatible avec les opérations de 9P, il existe une représentation ¢/ bien dé-
terminée de I’espace fibré (E/, p’) dans l’espace fibré (E'/, p'f). La correspon-
dance y — ¢/ est fonctorielle.

Nous allons donner dans les paragraphes suivants deux exemples d’espaces
fibrés déduits qui joueront un role essentiel dans la suite.
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b. Faisceau de groupes associé 4 un élément de H'(X, P)

Soit a (resp. b) la projection de P sur B qui fait correspondre & tout élément
de B son unité & droite (resp. & gauche). Soit & le faisceau de groupes sur B
formé des éléments de B ayant méme unité & droite et & gauche. Le groupoide
P peut 8tre considéré de la maniére suivante comme groupoide d’opérateurs
sur :si zeP, 20 G et a(z) =a(z) = b(2,), alors le transformé de z,
par 2 sera I'élément zz,2~! de ®; ainsi ‘B respecte la structure de groupe sur
chaque fibre du faisceau @ sur B; on peut donc déduire du faisceau G, par
un cocycle (f) e Z1(U, P), un faisceau de groupes G’ sur X appelé le fatscean
de groupes associé & (f); par abus de langage (cf. 4, remarque 1), &® sera appelé
un faisceau de groupes associé a 1’élément s de H' (X, PB).

Proposition 3: Soit (Ef, p') Vespace fibré dédwit par un cocycle (f) d’'un
espace fibré (B, p) sur B admettant P comme groupoide d’opérateurs. Le faisceau
de groupes G associé & (f) admet une représentation canonique sur le groupoide
des germes d’automorphismes locauz de (B!, p/).

11 est entendu que (E', p’) est muni de sa structure d’espace fibré locale-
ment isomorphe & (E, p, P).

Remarques: 1. Lorsque B est un groupoide fidéle d’opérateurs sur (%, p)
(cf. I, 6), cette représentation est un isomorphisme; le groupe H(X, G7) est
canoniquement isomorphe au groupe des automorphismes de (&, p¥).

2. Comme G’ est un faisceau de groupes sur X, 'ensemble H!(X, &) est
défini. Si (f) et (g) sont deux cocycles homologues représentant le méme élé-
ment ¢ de HY(X, P), les ensembles H' (X, G') et HY(X, ) sont en
correspondance biunivoque canonique.

3. Soit @ une représentation d’un faisceau de groupoides P sur X dans un
faisceau de groupoides B’ sur X' relative & une application continue f de X'
dans X ; elle induit une application ¢* de HY(X, P) dans H}(X', P') (cf. 3),
et une représentation relative & f d’un faisceau de groupes (*® associé &
s e HY(X, p) dans un faisceau de groupes G'* associé & s' = g*(s), d’ol
une représentation ¢* de H(X, 6*) dans H(X', '*'). La correspondance
¢ — ¢* est fonctorielle (si ’on convient de choisir un représentant parmi les
ensembles H1(X, (%).

6. Faisceau prineipal associé 4 un élément de H'(X, B)

Le groupoide P, muni de sa projection a sur B, peut étre considéré comme
un espace fibré sur B sur lequel P est groupoide d’opérateurs, ’action d’un
élément z ¢ P sur un élément z, tel que a(z,) = a(z) étant z,z~1. L’espace
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fibré (P, o’) déduit de (B, a) par un cocycle (f) e Z1(U, P) sera appelé le
faisceau principal associé & (f), et (cf. 4, remarque 1) un espace fibré (P?, a*)
déduit de (B, a) par s e H (X, PB) un faisceau principal associé & s.

Le groupoide d’opérateurs P sur I'espace fibré (B, a) laisse invariante la
projection b de P sur B, et P agit également comme groupoide d’opérateurs
4 gauche sur § muni de la projection &. On en déduit que (P’, a’) est muni
d’une projection canonique b’ dans B et que P est groupoide d’opérateurs sur
(7, &’). Remarquons que P est simplement transitif dans chaque fibre de

(P, o).

Proposition 4: Soit (E7, p') Vespace fibré déduit par un cocycle (f) d’un espace
fibré (B, p) sur B admettant P comme groupoide fidéle d’opérateurs; le faisceau
principal associé & (f) s’identifie au faisceau sur X des germes d’isomorphismes
locaux de (E', 9%) dans (E, p).

La projection &’ s’identifie & la projection naturelle de ce faisceau dans B,
et 'action de P sur (P7, b’) s’identifie & I’action naturelle de P sur ce faisceau.

Si B n’est pas un groupoide fidéle d’opérateurs sur (E, p), le faisceau prin-
cipal associé & (f) admet une représentation canonique sur le faisceau des
germes d’isomorphismes locaux de (£, p’) dans (E, p).

Il résulte de la proposition 4 que ’espace fibré (7, p’) est canoniquement
isomorphe au quotient du sous-espace du produit P’ x £ formé des couples
(h,y) tels que b/(h) = p(y) par la relation d’équivalence qui identifie les
couples (zh,zy) et (h,y), ot zeP et a(z) =p(y).

Cocycle maximal: Soit K l’ensemble de tous les relévements %k d’ouverts
V, de X dans le faisceau principal (P’, a/). Pour tout couple k, k¥’ ¢ K, soit
9 application continue de V), ~ V,. dans B qui associe & tout x e Vin Vy
I’élément g, (x) unique de P tel que k(x) = gss (x)%'(2). Si 'on identifie
les applications g, avec les sections qu’elles déterminent dans P, alors
(9) = {gri} est un cocycle e Z*(B, P) relatif au recouvrement B = {V;}rex
et qui représente le méme élément s e H'(X, P) que (f). Il sera appelé un
cocycle maximal représentant s: si (h) € Z* (W, P) représente aussi s, ol
W = {W,.}mer, €St un recouvrement ouvert de X, il existe une application 7
(qui n’est pas unique en général) de L dans K telle que W, =7V, et
Ry = Gymm- Si () est aussi un cocycle maximal représentant s, ’applica-
tion 7 est biunivoque.

Cette construction montre que la donnée d’un faisceau Q sur X muni d’une
projection g dans B relativement & laquelle P est groupoide d’opérateurs sur
Q, simplement transitif dans chaque fibre de R, détermine un élément s de
H'(X, ), et que Q est un faisceau principal associé & s.
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7. Sous-faisceau complet. Le foncteur H'(X, PB) - H(X, B/P)

Un sous-faisceau complet P’ de P est un sous-faisceau de groupoides de P
tel que chaque fibre P, de B’ au-dessus du point 2 de X soit un sous-groupoide
complet du groupoide P,,.

On a immédiatement la

Proposition b: St P’ est un sous-faisceau complet de P, Vapplication de
HY(X,P') dans H*(X,P), induite par 'injection de P’ dans P, est injective.

On remarquera que, si (&, p) est un espace fibré sur B admettant P comme
groupoide d’opérateurs, I’espace fibré déduit de ’espace fibré restriction de
(E, p) au sous-espace des unités de $B’, par un cocycle (f) e Z*(U, P’), est
identique & 1’espace fibré déduit de (&, p) par le cocycle (f) considéré comme
un élément de Z'(U, P). En particulier, les faisceaux principaux associés &
(f) et & son image dans Z (i, P) sont identiques.

L’intersection de deux sous-faisceaux complets de P est encore un sous-
faisceau complet de . Toute partie ouverte de B se projetant sur X engendre
un sous-faisceau complet, & savoir l'intersection de tous les sous-faisceaux
complets qui la contiennent. A4 tout élément s de HY(X, P) correspond un sous-
faisceau complet minimal B, de P; en effet, si (f) = {f;;} et (9) = {gn} sont
deux cocycles qui représentent s, les sections locales f,; et g,,, engendrent le
méme sous-faisceau complet P,; il est de plus minimal, car le groupoide B,
agit transitivement dans chaque fibre du sous-faisceau B, de ses unités.

Soit B/P le faisceau quotient de B par la relation d’équivalence déterminée
sur B par ’action de B. Il existe une correspondance biunivoque naturelle
entre les sous-groupoides complets minimaux de P et les sections du faisceau
B/P, c’est-d-dire les éléments de H°(X, B/P). On a donc la

Proposition 6: Il existe une application fonctorielle y de HY(X, P) dans
H°(X, B/P).

L’application yx est un homomorphisme des foncteurs H (X, B) et
H°(X, B/PB) définis sur la catégorie des représentations de faisceaux de grou-
poides (et dont les objets sont les faisceaux de groupoides).

On peut se proposer de rechercher quelle est 'image inverse d’un élément
o de H°(X, B/P) par x, autrement dit de calculer H'(X, PB,), ou P, est le
sous-faisceau complet minimal de § déterminé par la section ¢ de B/P. La
réponse est donnée par la

Proposition 7: Soit P, un sous-faisceau de groupoides complet minimal de B .
Supposons qu’il existe un élément s e HY (X, PB,), et soit &* un faisceau de
groupes sur X associé & 8. Il existe alors une application biunivoque canonique
ude H(X, B,) sur HY(X, G°) qui applique s sur la classe neutre de H* (X, ®°).
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Vu I'importance de cette proposition, nous en donnons une bréve démons-
tration.

Soit (f) € Z*(U, P,) un cocycle relatif au recouvrement U = {U,};,, de
X et représentant 1’élément s. Le faisceau de groupes G associé & (f) (cf. 4 et 5)
est le quotient de ’espace somme X = U (¢, Gf), ou G est formé des éléments

iel
g; de B, tels que a(g;) =b(g,) «f,;(U;), par la relation d’équivalence qui
identifie (i, g;) et (7, g,) si g, = f;,9.f;;; on désignera par {i,g,} la classe
de (i, 9,); c’est donc un point de G’.

Soit '€ HY(X, B,); on peut représenter cet élément par un cocycle
(h) € Z22(B, P,), o B = {V,;},;, est un recouvrement ouvert de X plus
fin que U, et tel que, pour une application v de L dans I avec V, ¢ U, h;,
soit la restriction de f,;,;, & V,; ceci est possible parce que P, est minimal.
En posant ¢,,, = {m, f, P}, ondéfinit un cocycle (g) = {g,,.} ¢ Z (B, &');
la classe u(s') e H(X, ®’) qu’il représente est indépendante du cocycle (k)
qui représente s’.

Inversement, soit ¢ e H'(X, ®’); on le représente par un cocycle
(9) € ZY(B, &), ou B = {V,};,; est un recouvrement ouvert de X plus fin
que Y. Soit 7 une application de L dans I telle que V, ¢ U,,. Si le cocycle
(g) est défini par g¢,, = {m,t,,}, en posant h,;, = f,, mtm, on définit un
cocycle (k) = {h;,.} € Z*(B, PB,) qui représente un élément »(¢) e H (X, B,)
indépendant du choix de (k). On vérifie immédiatement que » = u~1, donec
u est une application bijective. En tenant compte de la remarque 2 de 5, la
proposition 7 est démontrée.

Remarques: 1. L’application u est fonctorielle : soit ¢ une représentation d’un
faisceau minimal de groupoides P sur X dans un faisceau minimal de grou-
poides P’ sur un espace X', induisant la représentation ¢* de H' (X, B)
dans H(X’, P’), qui applique I’élément s sur un élément s'; elle induit
également une représentation ¢* de H'(X, ®°) dans H (X', ®'*') (cf. 5, re-
marque 3); le diagramme suivant est commutatif:

(X, ) 2 HU(X', )

[ [
(X, 6% -2 H(X', 6')

2. Si le faisceau de groupoides P est simple, (c’est-a-dire que chaque élément
de P est déterminé par ses unités & droite et & gauche), l'application
x:HY(X, P) > H (X, B/P) est bijective, puisque & est réduit dans ce cas
au faisceau B. Dans ce cas, tout faisceau principal associé & se H'(X, PB) est
canoniquement isomorphe au sous-faisceau B, de B.
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3. Comme on I’a vu (5, propos. 3), un faisceau de groupes &*® associé a s
agit comme faisceau de groupes d’opérateurs sur tout espace fibré (E°, p?)
déduit par s d’un espace fibré (£, p) sur B admettant f comme groupoide
d’opérateurs; tout élément de H(X, %°) permet donc de déduire de (£2, p*)
un espace fibré sur X. Tout espace fibré déduit de (E,p) par un élément
te H (X, P,) est isomorphe & un espace fibré déduit de (E°, p*) par Uélément
u) e H(X, G°).

8. Cas d’un faisceau constant. Holonomie

Supposons que le faisceau de groupoides P sur X soit le faisceau des germes
d’applications constantes de X dans un groupoide /7. Alors B est canonique-
ment isomorphe au produit X x IT (ou1 I7 est muni de la topologie discréte)
muni de sa projection canonique sur X, le sous-faisceau B des unités de B
s’identifiant au produit de X par I’ensemble B des unités de /7 (B étant muni
de la topologie discréte). Comme dans le cas des faisceaux constants de grou-
pes, HY(X, PB) sera souvent désigné par H* (X, II).

Tout faisceau principal (P?, a®) associé & un élément s e H'(X,II) sera
appelé un espace fibré principal sur X & groupoide structural discret IT. Soit ° le
composé de la projection canonique &* de P* sur B avec la projection cano-
nique de B sur B. Relativement & cette projection, le groupoide /7 agit comme
groupoide d’opérateurs sur P° simplement transitif dans chaque fibre de
(P*, a®) (cf. 6). Remarquons que (P, a®) est un revétement de X, car P est
un revétement (trivial) de B. Les considérations qui suivent sont analogues
4 celles que M. C. EERESMANN a développées dans ses cours sur les revétements.

Un isomorphisme de la fibre P; de P* au-dessus de z ¢ X sur la fibre P,
au-dessus de y ¢ X est une application biunivoque ¢ de P} sur P; compa-
tible avec les opérations de I, c’est-d-dire que, pour tout 7 e P, on a
Bi(Z) = ' () et i(2%) = 2((%)), ol z est un élément de II dont I'unité
a droite est f*(%).

Soit @* le groupoide de ces isomorphismes, « et g ses projections canoniques
sur X faisant correspondre & un isomorphisme de P sur B} les points x et y
respectivement ; les unités de @* sont les isomorphismes identiques des fibres
de P* et correspondent donc biunivoquement aux points de X.

On peut définir sur @* une topologie telle que (*, «) soit un revétement
de X: si ¢ est un isomorphisme de B sur B} et U un voisinage ouvert de »
admettant un relévement f dans P?, pour tout z' e U, les isomorphismes de

%+ sur P qui appliquent f(z') sur ¢f(x) forment un voisinage ouvert de ¢.
L’application B de @ sur X est localement constante.

Supposons X localement connexe. La réunion &) des composantes con-



Structures feuilletées et cohomologie & valeur dans un faisceau de groupoides 271

nexes des unités de @* est un sous-groupoide de @* appelé le groupoide d’holo-
nomie de P*, et le groupe formé des isomorphismes de P sur P2 appartenant
& @ le groupe d’holonomie de P* au point x.

L’espace @5, muni de la restriction de «, est un revétement de X. Si
Z ¢ P2, le groupe d’holonomie de P* au point z est isomorphe au sous-groupe
formé des éléments z de I7 qui transforment en elle-méme la composante con-
nexe de P° contenant Z; ces éléments appartiennent au groupe G, des élé-
ments de I7 ayant comme unité & droite et & gauche b = g*(Z): si ¢ est un
élément du groupe d’holonomie appliquant Z sur %', il existe un élément
unique z de G, tel que %' = 2Z. Les groupes d’holonomie de P* en deux
points x et y appartenant & la méme composante connexe de X sont iso-
morphes. Si X est connexe, on appellera groupe d’holonomie de s un groupe
isomorphe au groupe d’holonomie de P en un point quelconque de X.

Tout chemin C dans X d’origine x et d’extrémité y se reléve d’une maniére
unique suivant un chemin dans P* d’origine donnée % ¢ P:; soit (%) son
extrémité: I'application Z —4(2) est un isomorphisme de P% sur P! qui
appartient au groupoide d’holonomie @;; cet isomorphisme est I’extrémité du
reléevement de C' dans le revétement (@*, «) d’origine ’automorphisme iden-
tique de P?; il ne dépend que de la classe d’homotopie de C'. Si X est locale-
ment connexe par arc, tout élément de @} peut étre obtenu de cette maniére.
On a ainsi une antireprésentation bien déterminée du premier groupe d’homo-
topie 7,(X, z) de X de point base x sur le groupe d’holonomie de B* au point .
Dans le cas olt X est connexe et localement simplement connexe par arc, cette
représentation définit P* & un isomorphisme preés.

Supposons maintenant X connexe; alors B* est appliqué par f* sur un
sous-groupoide complet minimal I7, de II. Soit (f) le 1-cocycle relatif au re-
couvrement de X formé du seul ouvert X et qui lui fait correspondre I’appli-
cation constante sur une unité b de I7,. Le faisceau de groupes sur X associé
3 (f) est dans ce cas le faisceau constant isomorphe au produit de X par le
groupe G, formé des éléments de /T ayant b comme unité & droite et & gauche.
D’aprés la proposition 7, on a la

Proposition 8: i X est connexe, Uensemble H'(X, II,), o I, est un sous-
groupoide complet minimal de IT dont b est une unité, est en correspondance bi-
univoque canonique avec I'ensemble H* (X, G,), ok G, est le groupe des éléments
de IT ayant b comme unité & droite et & gauche.

Si b’ est une autre unité de I7,, on a un isomorphisme de G, sur G, défini
4 un automorphisme intérieur prés, mais qui induit un isomorphisme cano-
nique de H'(X, @,) sur H'(X, Gy) (cf. 5, remarque 2).

Comme on le sait, lorsque X est connexe et localement simplement connexe
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par arc, les éléments de H!(X, G,) correspondent aux classes de représenta-
tions de =, (X, x) dans @, définies & un automorphisme intérieur prés. L’image
de =, (X, ) dans @, par une représentation associée & un élément s ¢ H(X, I1,)
est isomorphe au groupe d’holonomie de s.

9. Suite exacte de cohomologie

Voici un cas particulier de suite exacte de cohomologie relative 4 une suite
exacte de faisceaux de groupoides.

Soit P un faisceau de groupoides sur X et B le sous-faisceau de ses unités;
soit @, une représentation sur B d’un faisceau d’ensembles B’ sur X, et sup-
posons que B soit un groupoide d’opérateurs sur (B', ¢,). Le groupoide
extension du groupoide P d’opérateurs sur B’ (cf. I, 5) peut étre considéré
comme un faisceau de groupoides P’ sur X dont le faisceau des unités est
B'; il admet une représentation canonique ¢ sur . Ecrivons la suite

Bo>pipon (1)

analogue & une suite exacte; la premiére application est 'injection de B’
dans P’. On se pose le

Probléme: Etont donné un élément s e HY(X, P), déterminer les éléments
de HY(X, P') appliqués sur s par la représentation ¢: H'(X, P’) - H (X, P)
tnduite par @.

Soit ® le faisceau de groupes sur B formé des éléments de P ayant méme
unité & droite et & gauche, et soit P, le sous-faisceau de P’ appliqué sur G
par ¢. Alors P peut &tre considéré comme groupoide d’opérateurs sur G, B’
et P, considérés comme espaces fibrés sur B; par exemple, si z; ¢ P, est le
couple (z,,y), ot zpe B, et y e B' avec go(y) = a(z,) (cf.I, 5), action de
zeP, tel que a(z) = a(z,), sur z; sera I’élément zz; = (224271, 2y).

Soient alors ®°, P’, B'® les espaces fibrés sur X déduits resp. de &, P,,
B' par un cocycle (f) représentant I’élément s. On a une suite de représenta-
tions déduite de la suite (1) (cf. 4, remarque 2)

B> Pl 60 > X 2)

®* étant encore un faisceau de groupes d’opérateurs sur B'* (cf. 5) et P’*
s’identifiant au groupoide extension du groupoide &°* d’opérateurs sur B's.

Soit P, le sous-faisceau complet minimal de P déterminé par s (cf. 7) et
soit P, le sous-faisceau de groupoides complet ¢=1(P,) de P'. On a le dia-
gramme commutatif



Structures fouilletées et cohomologie & valeur dans un faisceau de groupoides 273

H(X, ) L B (X, B,)

[ [x
H(X,$") 2 B (X, G

ou les applications verticales sont bijectives, u’ étant définie de la méme
maniére que u (cf. 7, démonstr. de la propos. 7). Comme s est appliqué par u
sur la classe neutre de H(X, °), les éléments de H' (X, ') appliqués par ¢
sur s sont en correspondance biunivoque (par u') avec les éléments de H' (X, P"?)
appliqués par ¢* sur la classe neutre de H (X, G°).

Or la suite (2) induit la suite

HO(X, B 5 X, §5 (X, 6v) (3)

qui est exacte dans le sens suivant: les éléments de H'(X, P'*) appliqués par
¢° sur la classe neutre ¢ de H'(X, ®°) sont les images par ¢* des éléments de
H(X, B'%). De plus, H*(X, ®°) est un groupe d’opérateurs sur H°(X, B'):
deux éléments o, el oy de H°(X, B'?) ont la méme image par i* si et seulement
8’tl existe un élément g e H*(X, ) transformant o, en o,.

En effet, il est clair que, si s’ e HY(X, P'?) est I'image par ¢* d'un élé-
ment de H°(X, B'?), alors ¢°(s’) = ¢. Inversement, si ¢°(s’) = ¢, soit
(f') €« Z* (U, P’*) un cocycle représentant s, ot U = {U,},.; est un recouvre-
ment ouvert de X; on a fi; = (g, l;;), ou by et et g,; sont des sections de
B'* et 6* au-dessus de U,;~ U;; on a les relations g, = g,,9,, et b, = g,;b,,
sur U;~ U;. Comme par hypothése {g,;} est un cocycle représentant e, il
existe, si U est assez fin, des relévements h, de U, dans G* tels que &,g,;4;"
soit le relévement de U,~ U; dans la section neutre de (&°. Le cocycle
= (h.g.shi*, hyb,;) est homologue & (f'); il est 'image par i* de la section
de B’* qui est réunion des sections locales A;b;;. Si les sections o, et o, de
B’ déterminent le méme élément de H'(X, P'?), il existe un recouvrement
B = {V,}ier de X et des relévements g, de V, dans G* tels que, sur V,,
0, = g,0, et g,9;" soit le relévement de V,~ ¥V, dans la section neutre de
®*; les sections locales g; admettent donc une réunion g ¢ H°(X, G°) et on a
0, = (0,.

Done, si 'on considére comme équivalentes deux sections g, et g, de deux
espaces fibrés sur X lorsqu’il existe un isomorphisme y du premier sur le
second tel que ¢, = yo,, la réponse au probléme posé est donnée par la

Proposition 9: Les éléments de H (X, P') appliqués par ¢ sur un élément s
de H'(X,P) sont en correspondance biunivoque canonique avec les classes
d’équivalence de sections des espaces fibrés sur X déduits par & de Uespace fibré
B’ sur B.
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Soit P un faisceau de groupoides sur X et soit P, un sous-faisceau de grou-
poides de B ayant le méme sous-faisceau d’unités B que P. Si I'on identifie
deux éléments z, et z, de P s’il existe un élément z, de P, tel que z, = z,z,,
on obtient un faisceau quotient P/P, et P est encore un groupoide d’opéra-
teurs sur P/P, relativement & la projection a, sur B déduite de la projection
a de P sur B.

Par une démonstration directe, ou & I’aide d’une suite exacte analogue &
celle qu’on utilise pour résoudre le probléme de la réduction du groupe struc-
tural, dans la théorie de la cohomologie 4 valeur dans un faisceau de groupes,
on démontre la

Proposition 10: Les éléments de H(X, PB,) appliqués sur un élément
se HY(X, P), par Uapplication induite par Uinjection de P, dans P, sont en
correspondance biunivoque canonique avec les classes d’équivalence de sections
d’un espace fibré sur X déduit par s de Uespace fibré (P[P, ay).

CHAPITRE III

I-struetures et I'-structures feuilletées

Soit I' un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace B. Une I-
structure s sur un espace topologique X est un élément du premier ensemble
de cohomologie de X & valeur dans le faisceau de groupoides P, formé des
jets locaux de X dans le groupoide /7 des jets locaux de I" (cf. introduction).
Une application continue f d’un espace X' dans X définit, par image réci-
proque de s, une I'structure sur X’. De tout espace fibré sur B admettant
IT; comme groupoide d’opérateurs, on peut déduire par s un espace fibré sur
X défini & un isomorphisme prés; par exemple, un espace fibré principal
associé & s est déduit du groupoide /7, muni de sa projection source sur B.
Le théoréme 1 du § 6 permet de déterminer les Istructures sur X dans le
cas particulier ou I est déduit par localisation d’un groupe de transformations
de B vérifiant une condition simple.

Une I'structure feuilletée sur X est définie comme une section o du faisceau
quotient du faisceau B des jets de X dans B par la relation d’équivalence
associée & P’action de IT, sur B. Toute I-structure s sur X admet une I-struc-
ture feuilletée sous-jacente ¢. Les I'structures feuilletées qui interviennent
le plus souvent dans la pratique sont non dégénérées (cf. 9); elles sont sous-
jacentes & une Istructure unique. Les notions de jets distingués, de grou-
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poide d’holonomie et de feuilletage localement simple (cf. [4], h)) sont dues
4 M. EHRESMANN et ont été adaptées & notre cadre; il apparait ici que I’holo-
nomie d’une feuille ' d’une I™structure feuilletée sous-jacente & une I'struc-
ture ¢ sur X caractérise la I-structure image réciproque de s par I’application
identique de F dans X. Le paragraphe 12 définit les structures feuilletées
réguliéres telles que M. EERESMANN les a introduites dans ses cours. La dé-
monstration du théoréme de stabilité (13), qui a été d’abord énoncé et dé-
montré par G. REEB dans le cas particulier des variétés feuilletées (cf. [15], a)),
est inspirée de la démonstration donnée par EHRESMANN et SHIH dans [4], h).
La proposition 5 du paragraphe 14, qui montre comment on peut réaliser les
éléments du groupoide d’holonomie, est importante pour les applications géo-
métriques.

1. I’espéece des I'-structures sur les espaces topologiques

Soit I" un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace topologique
B, et soit IT, le groupoide formé des jets locaux des transformations de I,
muni de sa topologie naturelle d’espace étalé sur B par la projection source
(ou but) (cf. I, 1, 2, 3).

Pour tout espace topologique X , Uespace des jets locauzx d’applications continues
d’ouverts de X dans I est un faisceau de groupoides P sur X . Le sous-faisceau
B de ses unités s’identifie & 1’espace des jets locaux d’applications continues
d’ouverts de X dans B, identifié au sous-espace des unités de I7,. Le grou-
poide IT; est un groupoide d’opérateurs sur ’espace B muni de sa projection
but B sur B (cf. I, 5), le transformé d’un jet local y ¢B de but be B par
un élément z de IT, de source b, étant le composé des jets locaux zy. On a la

Proposition 1: Le faisceau de groupoides Pr, considéré comme un groupoide
topologique dont B est Uespace des unités, est canoniquement isomorphe au grou-
poide extension du groupoide II d’opérateurs sur (B, B) (cf. I, 5).

Démonstration: Considérons I’application ¢ de P, dans le produit topolo-
gique IT, x B qui fait correspondre & un jet local de X dans IT; son but
(qui est un élément de I7;) et son unité & droite (qui est un élément de B).
L’application ¢ est une représentation du groupoide P, sur le groupoide ex-
tension du groupoide /7, d’opérateurs sur B qui est défini comme un sous-
espace £ de ITp x B (cf.I, 5). Enfin ¢ est un homéomorphisme de P sur
E, comme on le vérifie en représentant les jets locaux par des applications
pointées.

Tout homéomorphisme % de I'espace X sur un espace X' se prolonge suivant
un isomorphisme bien déterminé des faisceaux de groupoides P et P} for-
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més des jets locaux de X et X' dans IT,, et il induit donc une application bi-
univoque h* de H (X, Pr) sur H (X', PJ).

Définition: Tout élément s e H'(X, Pp) sera appelé une I-structure sur
Vespace topologique X . L’espéce des Istructures sur les espaces topologiques
est définie par le foncteur A — h* de la catégorie des homéomorphismes des
espaces topologiques dans la catégorie des applications biunivoques des en-
sembles de cohomologie (cf. [4], g)). Le couple (&, 8) est un isomorphisme de
la I'structure s sur X sur la I“structure h*(s) sur X'.

2. Image réciproque d’une I'-structure par une application

Une application continue f d’un espace topologique X' dans X induit une
représentation canonique f, de P, dans P, relative & f (cf. II, 3): au couple
formé d’un point 2’ e X' et d’un jet local z de X dans I7, de source f(z')
correspond le jet local composé du jet local de f au point z’ et de 2.

La correspondance f — fp est un foncteur contravariant de la catégorie
des applications continues des espaces topologiques dans la catégorie des re-
présentations de faisceaux de groupoides. L’application fp induit une appli-
cation f* de HY(X, Pr) dans H (X', Pr); la correspondance f — f* est un
foncteur contravariant.

Définition: Si s est une I'structure sur X, c.-a-d. un élément de H* (X, Pp),
Vélément f*(s) de HY(X', Pr) sera appelé la TI'structure sur X' image réci-
progue par f de la I'structure s sur X.

Si f est ’application identique d’un sous-espace X' dans X, on dira aussi
que f*(s) est la I'structure induite sur X’ par s.

3. Sous-espdce de 1’espéce des I'-structures

On considére souvent des sous-espéces de I’espéce des I™-structures en rem-
placant la catégorie dont les objets sont les faisceaux de groupoides formés
de tous les jets locaux d’applications continues dans /T, par une sous-catégo-
rie dont les objets sont des sous-faisceaux complets. Un sous-faisceau complet
(cf. II, 7) du faisceau de groupoides P, sur X est formé des éléments de Pr
dont les unités appartiennent & un sous-faisceau du faisceau B des unités de
B stable par les opérations de I7, (cf. 1).

Rappelons que, si P est un sous-faisceau complet de P, I'application de
H (X, P) dans H*(X, Pr), induite par I'injection de P dans P, est injec-
tive (cf. I, propos. 5).
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Exemples: 1. L’espéce des (B, I')-structures. On peut restreindre la catégorie
des applications continues des espaces topologiques & la sous-catégorie Cp
dont les objets sont les espaces topologiques localement homéomorphes & B
et dont les «morphismes» sont les applications de ces espaces qui sont locale-
ment des homéomorphismes. On considérera sur chaque espace X de Cjp le
faisceau de groupoides formé des jets locaux des homéomorphismes locaux
de X dans II; (le sous-faisceau B de ses unités est formé des jets d’homéo-
morphismes locaux de X dans B). On obtient ainsi l'espéce des structures
d’espaces localement isomorphes & B muni du pseudogroupe I' ou, comme elle
sera appelée ici, l’espéce des (B, I')-structures (cf. I, 1). Une structure de cette
espéce est donnée en général par un atlas A = {f,};,c; de Bsur X compatible
avec I' (cf. I, 1); il lui correspond le 1-cocycle (f) e Z*(U, Br), U = {U,ker
étant le recouvrement de X formé des buts U, des cartes f, de U, f,,(x) étant
le germe au point z de lapplication z — 5} (f;*f,) de U;~ U, dans I, o
b = f;*(x). Un atlas A’ formé de cartes compatibles avec A déterminerait
un cocycle (f') homologue & (f), et un atlas complet un cocycle maximal.
L’espéce des (B, I')-structures est une espéce de structures locales (cf. [4], g));
on a une correspondance biunivoque entre les (B, I')-structures sur X et les
sections du faisceau quotient B/I" de B par la relation d’équivalence associée
a l'action de T sur B (cf. II, 7, remarque 2).

2. L’espéce des I-structures différentiables. Supposons que B soit une variété
r-différentiable (r =1,2,...,00 ou w, c’est-d-dire analytique réelle) et que
I’ soit un pseudogroupe d’automorphismes locaux de cette structure sur B.
Soit O, la catégorie des applications r-différentiables des variétés r-différen-
tiables; considérons sur les espaces X de C, les faisceaux de groupoides dont
les unités sont les germes d’applications locales r-différentiables de X dans
B. On obtient de cette maniére P'espéce des I'-structures r-différentiables sur
les variétés r-différentiables. Si I'on se borne & considérer les jets d’applica-
tions r-différentiables de rang maximum de X dans B (en supposant de plus
que dim X > dim B), on obtient I'espéce des I-structures r-différentiables ré-
guliéres; c’est une espéce de structures locales.

Lorsque I est un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace ana-
lytique complexe B, on peut considérer de la méme maniére I’espéce des I™
structures analytiques complexes sur les espaces analytiques complexes.

3. Soit (H,p) un espace fibré sur X muni d’un pseudogroupe d’automor-
phismes locaux I" se projetant par p sur le pseudogroupe des applications
identiques des ouverts de X. On pourra considérer le faisceau de groupoides
sur X, formé des jets des applications locales de X dans /71 qui sont des reléve-
ments relativement & la projection naturelle de I7, sur X . Cette situation se

Présente en géométrie différentielle.

19 Commentarii Mathematici Helvetici
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4. Espace fibré déduit d’un espace fibré sur B. Faisceau principal

Soit (E, p) un espace fibré sur B admettant /T, comme groupoide d’opéra-
teurs. Alors P, est groupoide d’opérateurs sur V'espace fibré (E', p') sur B,
image réciproque de (E, p) par la projection but de B dans B. Donec, si (f)
est un l-cocycle e Z'(U, Pr), on peut déduire de 1’espace fibré (E', p’) par
(f) un espace fibré (E7, p’) qui sera encore appelé Uespace fibré sur X déduit
par (f) de Vespace fibré (E, p) sur B. On dira aussi que (Ef, p’) est un espace
fibré déduit de (E, p) par I’élément s e H(X, P,) représenté par (f), et il
sera aussi désigné par (E?, p*) (cf. I, 4).

On a la propriété fonctorielle suivante:

Proposition 2: Soit kb une application continue d’un espace X' dans X, et
soit 8' la I'-structure sur X' image réciproque par h d’une I'-structure s sur X .
Tout espace fibré (E*, p*') déduit par s' d’un espace fibré (E,p) sur B, est
isomorphe & Uespace fibré image réciproque par h d’un espace fibré (E*, p°)
déduit de (B, p) par s.

Remarque : Si (E, p) est un espace fibré sur B & groupe structural topolo-
gique (au sens classique) dont I7, est un groupoide de germes d’automorphis-
mes locaux, 'espace fibré (E*, p*) sur X déduit par une I-structure s est
aussi un espace fibré & groupe structural topologique.

Faisceau prinecipal: Le groupoide /7, muni de sa projection @ sur B (qui
associe & tout élément de II sa source) est un espace fibré sur B, admettant
IT;, comme groupoide d’opérateurs. L’espace fibré (P, /) déduit de (T, a)
par un l-cocycle (f) e Z*(U, Pr) n’est autre que le faisceau principal associé
& (f) que nous avons défini dans II, 6. Il admet une projection canonique b’
dans B, et par composition avec la projection but § de B dans B, une pro-
jection canonique B’ dans B; le groupoide II est groupoide d’opérateurs sur
PBf muns de la projection !, simplement transitif dans chaque fibre de (P}, af).

Si (g) est un 1-cocycle représentant le méme élément s e H (X, Pr) que
(f), tout isomorphisme du faisceau principal (P}, a’) associé & (f) sur le
faisceau principal (P}, a®) associé & (g) est compatible avec les projections
p’ et g7 dans B et avec les opérations de I7p.

On remarquera encore, comme dans II, 6, qu’une I-structure sur X est
complétement déterminée par tout faisceau principal qui lui est associé: la
donnée d’un faisceau £ sur X, muni d’une projection dans B par rapport &
laquelle 77 est groupoide d’opérateurs, simplement transitif dans chaque
fibre de ce faisceau, détermine une I-structure s; tout faisceau principal
associé & s est isomorphe & Q.
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b. I'-superstructure

Soit I'y un sous-pseudogroupe du pseudogroupe I' d’automorphismes locaux
de B. L’injection du groupoide IT,, dans le groupoide IT, induit une représen-
tation injective du faisceau de groupoides P, dans le faisceau P sur X,
d’ol1 une application ¢ de H*(X, P,) dans H (X, Pr); cette application est
une transformation naturelle de foncteurs. Ainsi, toute Iy-structure s, sur X
admet une I'-structure sous-jacente @(so); on dit aussi que s, est une I'y-super-
structure de @ (s,).

Exemples: 1. I-structure déterminée par une application. Soit I'y le pseudo-
groupe des applications identiques des ouverts de B. Si une Istructure s sur
X admet une I'y-superstructure, elle peut étre représentée par un cocycle
(f) eZ*U, Pr,), ot U= {U;};; est un recouvrement ouvert de X. Les
applications f,; des U, dans I’espace B des jets locaux de X dans B admettent
une réunion qui, composée avec la projection but de B dans B, est une appli-
cation continue f de X dans B. Ainsi la I'-structure s sur X est complétement
déterminée par ’application f.

Les I-structures sur X sont en correspondance biunivoque avec les appli-
cations continues de X dans B.

2. I-structure orientable. Soit I' un pseudogroupe d’automorphismes locaux
de V’espace numérique R", et soit I't le sous-pseudogroupe de I" formé des
transformations de I' dont le degré topologique local est - 1. Considérons
lespace fibré (E, p) sur R" formé des germes d’orientation de R": c’est un
revétement & deux feuillets de R" admettant I, comme groupoide d’opéra-
teurs; un élément z de IT, de source z et de but y, applique un germe d’orien-
tation au point x sur un germe au point y définissant ou non la méme orien-
tation de R" suivant que z appartient & 7, ou non.

Un espace fibré (E°, p*) sur X déduit de (E, p) par une I-structure s sur
X est un revétement & deux feuillets de X; les I'-superstructures de s cor-
respondent aux classes d’équivalence de sections de (E*, p°) (cf.II, 9). La I'-
structure s sera dite orientable si elle admet une I'+-superstructure, c’est-a-dire
si le revétement (E*, p*) est trivial.

D’une maniére générale, si I'on identifie deux éléments z, et 2z, de IIp #’il
existe un élément z, de I, tel que z, = 2y2;, on obtient un faisceau quotient
[y, sur B admettant II;, comme groupoide d’opérateurs relativement & la
projection @, déduite de la projection a de I sur B.

D’aprés la proposition 10 de II, les I'g-superstructures d’une I-structure s
sur X sont en correspondance biunivoque canonique avec les classes d’équivalence
des sections d’un espace fibré déduit par s de Vespace fibré (IIpr, , a,) sur B.
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6. Les I'g-structures

Soit G' un groupe d’automorphismes de 1’espace topologique B, tel que si,
en un point b de B, les jets locaux de deux éléments g et g’ de G sont égaux,
alors g = g¢'. C’est le cas, par exemple, si @ est un groupe de transformations
analytiques d’une variété analytique connexe B. Soit Iy le pseudogroupe
déduit de @ par localisation (cf. I, 1, Exemple 2).

Nous dirons, comme dans II, 9, que deux sections o et ¢’ de deux espaces
fibrés (E, p) et (E', p’) sur X sont équivalentes, 8’il existe un isomorphisme
y de (H, p) sur (E', p') tel que ¢ = yo.

Théoréme 1: Les I'g-structures sur un espace topologique X sont en correspon-
dance biunivogue canonique avec les classes d’équivalence des sections des espaces
fibrés de base X, fibre B et groupe structural discret G.

Démonstration: On pourrait faire une démonstration directe de ce théoréme.
Nous nous contenterons de montrer qu’il est une application immédiate de
la proposition 9 du chapitre II.

Comme tout jet local d’'un élément g de G' détermine g, le groupoide 17
des jets locaux des éléments de I'; (ou de () admet une représentation cano-
nique sur le groupe G muni de la topologie discréte; on a donc une représen-
tation du faisceau de groupoides P, formé des jets locaux de X dans IT,
dans le faisceau de groupes ® sur X, formé des jets locaux de X dans @ muni
de la topologie discréte; de plus, & peut étre considéré comme un faisceau de
groupoides d’opérateurs sur ’espace B des jets locaux de X dans B muni de
sa projection sur X, et P, s’identifie au groupoide extension du groupoide
® d’opérateurs sur B. On a donc, comme dans II, 9, la suite

B->P;>06->X.

Soit s un élément de H'(X, B), c’est-d-dire de HY (X, Q); le faisceau B
g’identifie au faisceau des germes de sections de I’espace fibré trivial
E = X x B, a groupe structural discret G, muni de sa projection canonique
p sur X ; donc B* est isomorphe au faisceau des germes de sections d’un espace
fibré (E°, p*) déduit de (E, p) par s. Comme (E?, p®) est un espace fibré de
fibre B et & groupe structural discret G (au sens classique), le théoréme est
bien une conséquence de la proposition 9 de II.

Remarques: 1. Supposons X connexe et localement simplement connexe par

arc; soit alors (f , D) le revétement universel de X . Le premier groupe d’homo-
topie =, (X, z) de X, relatif au point xz e X, admet une représentation cano-

nique A sur le groupe des automorphismes du revétement (f ,P). Le théo-
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réme précédent peut alors se formuler de la maniére suivante: Les I'g-struc-
tures sur X sont en correspondance biunivoque avec les classes de couples

(f, ) formés d’une application continue f de X dans B et d’une représentation
¢ de =, (X, ) dans G telles que fA(a) = @(«)f, pour tout «em, (X, x);
deux couples (f, ¢) et (f, ¢') déterminent la méme I'g-structure s’il existe
un élément g e G tel que f' = gf et ¢’ = gpgt.

2. Lorsque X et B sont des variétés différentiables (analytiques réelles ou
complexes), les I'g-structures différentiables (analytiques réelles ou com-
plexes) sur X correspondent aux classes de sections différentiables (analyti-
ques réelles ou holomorphes) des espaces fibrés sur X, de fibre B et & groupe
structural discret G.

Exemple: Sur une variété différentiable (ou analytique complexe) V, la
donnée d’une forme de PFAFF o (ou d’une forme holomorphe de degré un)
telle que do = 0 est équivalente & la donnée d’une I'y-structure différen-
tiable (ou analytique complexe) sur ¥V, G étant le groupe additif des nombres
réels R (ou complexes C) agissant par translations sur B = R (ou C).

Si @ est un groupe de Lik agissant par translations & gauche sur B =G,
une I'g-structure différentiable sur V est donnée par une forme différentielle
o de degré un & valeur dans l’algébre de Lik de G et telle que da = 1/2 [«, o].

7. L’espdce des I-structures feunilletées sur les espaces topologiques

Soit B le faisceau des jets locaux de X dans B, et B/I" le faisceau quotient
de B par la relation d’équivalence définie par I’action du groupoide /7, sur B:
deux jets locaux y et gy’ « B sont équivalents, s’il existe un jet local z eIl
dont la source est le but de y et tel que y’ = zy. Tout homéomorphisme %
de X sur un espace topologique X' se prolonge suivant un isomorphisme du
faisceau B/I" sur le faisceau B'/I" analogue sur X', et induit donc une appli-
cation biunivoque %° de H°(X, B/I") sur H*(X', B'/T).

Définitions: Tout élément o de H*(X, B/I') (c’est-a-dire toute section o du
faisceau B/I") sera appelé une Istructure feuilletée sur Uespace X. L’espéce
des I-structures feuilletées sur les espaces topologiques est définie par le fonc-
teur & — k0 de la catégorie des homéomorphismes des espaces topologiques
dans la catégorie des applications biunivoques des ensembles. C’est une espéce
de structures locales. Le couple (k, o) est un isomorphisme de la Istructure
feuilletée ¢ sur X sur la I'structure feuilletée A°(o) sur X'.

Un point de I'espace B/I" se projetant sur un point e X sera appelé un
germe de Istructure feuilletée au point . Un jet local «B de source zeX
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sera appelé un jet distingué au point x de la Istructure feuilletée o, si le germe
de I'structure feuilletée qu’il détermine est o(x). Le sous-espace B, de B
formé de tous les jets distingués de ¢ est un sous-faisceau de B admettant
II;, comme groupoide d’opérateurs (relativement & la projection but de B,
dans B) transitif dans chaque fibre du faisceau B,. Une application distinguée
g de o est une application continue d’un ouvert U de X dans B, dont le jet
local en tout point x de U est un jet distingué de o.

Définition pratique d’une Istructure feuilletée. Pratiquement, une Istruc-
ture feuilletée o sur X est donnée par une famille d’applications continues f,
d’ouverts U, de X dans B, les U, formant un recouvrement de X et les f;
étant compatibles avec I', c’est-a-dire que pour tout point ze U,~ U,, il
existe un élément y7; de I tel que f; et y7;f; soient égaux au voisinage de z.

Les f, sont des applications distinguées de o, et le jet local jAf, est un jet
distingué de ¢ au point z. Le germe de I'-structure feuilletée de ¢ au point x
sera la classe des jets locaux zj)f;, ol z parcourt les éléments de /T, dont la
source est f;(x); d’aprés la condition imposée aux applications f;, en un point
xeU,~ U;, jif, et j2f, déterminent le méme germe de Istructure feuilletée
au point .

8. Image réciproque d’une I'-structure feuilletée

Sous-espéces et I'y-superstructures feuilletées

Ces notions sont analogues aux notions correspondantes pour les I™-struc-
tures, le faisceau de groupoides P, étant remplacé ici par le faisceau d’en-
sembles B/I.

Une application continue f d’un espace X' dans X induit une représentation
relative & f du faisceau B sur X des jets locaux de X dans B dans le faisceau
B’ sur X' des jets locaux de X’ dans B (cf. II, 3 et III, 2) d’oli, aprés passage
au quotient par la relation d’équivalence associée & 1’action de I, une re-
présentation relative & f des faisceaux B/I" dans B'/I"; on en déduit une
application f* de H°(X, B/I') dans H*(X', B'/I"): si f, est une application
distinguée de o e H°(X, B/I"), alors f,f est une application distinguée de
f°(0). Si o est une I-structure feuilletée sur X, la I'-structure feuilletée f°(o)
sur X' sera appelée 'image réciprogue de o par f. Lorsque f est I’application
identique d’un sous-espace X' dans X, on dira aussi que f°(¢) est la I-struc-
ture feuilletée induite par ¢ sur X’. On a des propriétés fonctorielles évidentes
(cf. 2).

En remplagant le faisceau B par un sous-faisceau stable pour les opérations
de IT, on obtient, comme dans 3, la notion de sous-espéce de I'espéce de-
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Istructures feuilletées, par exemple l'espéce des I-structures feuilletées dif-
férentiables sur la catégorie des variétés différentiables (cf. 3, exemple 2).

Enfin, si Iy est un sous-pseudogroupe de I', on a une représentation du
faisceau B/, sur le faisceau B/I", d’olr une application ¢° de H*(X, B/I,)
dans H°(X,®B/I'). Toute I'y-structure feuilletée o, sur X admet une I'structure
feuilletée sous-jacente ¢%a,), et o, est une I'y-superstructure feuilletée de ¢°(g,).

Par exemple, si I', est le pseudogroupe des applications identiques des
ouverts de B, le faisceau B/I'y est identique & B; une I'j-structure feuilletée
sur X est donc une section du faisceau B, ce qui correspond & une application
continue de X dans B. Une I-structure feuilletée ¢ sur X admet une I'y-super-
structure feuilletée s’il existe une application distinguée de o dont la source
est ’espace X tout entier. Une telle structure ¢ sera dite déterminée par une
application de X dans B.

9. I'structure feuilletée sous-jacente 4 une I'-structure

Comme on I’a vu (proposition 6, Chapitre II), il existe une application fonc-
torielle y de H*(X, P) dans H°(X, B/I'). L'image par y d’une Istructure
s sur X sera appelée la I'structure feuilletée o sous-jacente & s. La Istructure
s est une Isuperstructure de o.

Une Istructure feuilletée o sur X est dite non dégénérée, si le groupoide 11,
est un groupoide d’opérateurs simple sur le faisceau B, des jets distingués
de ¢; autrement dit, pour tout jet distingué y de ¢ et tout élément 2 eIl
qui opére sur y, la condition y = zy entraine que z est le jet local de I'appli-
cation identique de B au but de y. Une I-structure feuilletée mon dégénérée
admet une et une seule I'-superstructure (cf. I, 7, rem. 2).

Dans le cas général, une I'structure feuilletée o sur X n’admet pas toujours
de I'superstructure (cf. exemple du paragraphe 13 de ce chapitre); si elle en
admet une s, Uensemble des I-structures sur X admettant o comme structure
feuilletée sous-jacente est en correspondance biunivoque canonique avec Uen-
semble H'(X, *), ou G* est un faisceau de groupes associé & s (cf. II, 5); c’est
une application directe de la proposition 7 du chapitre II. Remarquons que
la fibre de G5* au-dessus de z est isomorphe au groupe formé des éléments de
I qui laissent fixe un jet distingué de ¢ au point 2.

Tout faisceau principal P4 associé & s (cf. II, 6) admet une projection cano-
nique b° sur le faisceau B, des jets distingués de o, compatible avec les opéra-
tions de I1,. Lorsque ¢ est non dégénérée, cette application est biunivoque,
car IT, est groupoide d’opérateurs simplement transitif dans chaque fibre de

Pt et de B,. On a done la
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Proposition 3: Sv la I'-structure feuilletée o est non dégénérée, tout faisceaun
principal associé & sa I'-superstructure 8 est canoniquement 1somorphe au faisceau
B, des jets distingués de .

10. Feuilles d’une I'-structure feuilletée et topologie des feuilles

Soit o une Istructure feuilletée sur I’espace X, et soit f, une famille d’appli-
cations distinguées de ¢ dont les sources forment un recouvrement de X . Les
intersections des ouverts de X avec les images réciproques, par les applications
f:, des points de B forment la base d’une topologie 7', sur X, appelée la topo-
logie des feuilles de o. En effet, soient W, et W, les intersections de f;*(b,) et
fi*(by), o b, b; e B, avec des ouverts V, et V, de X, et soit ze W,~n W,.
Comme les applications f; sont compatibles avec I, il existe un élément
y eI tel que f, = yf, dans un voisinage V de x contenu dans V; ~V,; donc
zefi (b))~ V ¢ Wyn W,. Ce raisonnement montre aussi que la définition
donnée ne dépend pas du choix des applications distinguées f, de o.

On peut donner également une définition directe de la topologie 7',: Si
P’espace B des jets de X dans B est muni de la topologie somme des topologies
induites (par la topologie ordinaire de B) sur les images réciproques des points
de B par la projection but, alors 7, muni de la topologie discréte est groupoide
d’opérateurs sur $B. Par passage au quotient, on obtient sur le faisceau B/I"
des germes de structures feuilletées une topologie 7". La I'-structure feuilletée
o est définie par une section o de B/I", et 7" induit sur ¢(X), donc sur X, une
topologie T',. On vérifie aisément 1’équivalence des deux définitions.

X muni de la topologie des feuilles de o sera désigné par X .

Définition: Une feuille de la I'-structure feuilletée o sur X est une composante
connexe de X .

Une feuille F de o est dite propre, si les topologies induites par X et X,
sur F sont les mémes.

Soit A& une application continue d’un espace X’ dans X et soit ¢’ la I™-struc-
ture feuilletée image réciproque de ¢ par h; alors k est une application continue
de X/ dans X,; elle applique une feuille de o’ dans une feuille de o.

Sur I’espace B, des jets distingués de o, la I'structure feuilletée ', image
réciproque de ¢ par la projection source a de B, sur X est déterminée par la
projection but g de B, dans B. Car si f est une application distinguée de o,
Papplication jf — f(x) est une application distinguée de @; la réunion de
toutes ces applications est justement .
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11. I'-structure induite sur une feuille et holonomie

Soient s une I'structure sur X, o sa I'-structure feuilletée sous-jacente et
X, 'espace X muni de la topologie des feuilles de o.

Proposition 4: La I'-structure s, sur X, tmage réciproque de s par Uapplica-
tion identique de X sur X, est représentée par un élément de H* (X, ITy), pre-
mier ensemble de cohomologie de X, & valeur dans le faisceau (sous-faisceau de
PBr) des jets d’applications constantes de X, dans I (cf. I, 8).

11 suffit en effet de remarquer que I’espace des jets distingués de la Istruc-
ture feuilletée sous-jacente & s, est formé de jets d’applications locales cons-
tantes de X dans B.

Corollaire 1: Tout faisceau principal assocté & s, est un revétement de X _;
il est isomorphe au faisceau image réciproque par Uapplication identique de X
sur X d'un faisceau principal (P, a®) associé & s, ou encore & (Py, a®) muni
de la topologie image réciprogquel) de celle de X par a®.

C’est une conséquence directe de II, 8 et de la proposition 2 de 3.

Lorsque ¢ est non dégénérée, le faisceau B, des jets distingués de o, muni
de la projection source «, est un faisceau principal associé & s (cf. propos. 3);
le faisceau B,, muni de la topologie image réciproque de celle de X par «,
est un faisceau principal B? associé & s,. Si X, est localement connexe, le
groupoide d’holonomie de 8 (ou de o) sera par définition le groupoide d’holo-
nomie du faisceau principal B? & groupoide structural discret IT (cf. I, 8),
et le groupe d’holonomie de s (ou de o) au point z sera le groupe d’holonomie de
B au point z. Lorsque o est dégénérée, on dira encore, par abus de langage,
que le groupoide d’holonomie d’un faisceau principal associé & s, est le grou-
poide d’holonomie de s.

La proposition 8 de II donne le

Corollaire 2: Sur une fewille F de o (muni de la topologie induite par celle
de X,), la Istructure sp image réciproque de s par Uapplication identique de
F dans X est représentée par un élément de HY(F, Q,), o G, est le groupe d’iso-
tropie de I' au but d’un jet distingué de o en un point de F.

Détinition: L’élément de H'(F, Q,) qui représente s, sera appelé Uholonomie
de la feurlle F de a.

L’holonomie de ¥ détermine complétement la I'structure image réciproque
de s par l’application identique de F' dans X (la I-structure induite sur F
par 8, si F' est propre).

1) Si B’ est un espace étalé dans un espace E par une projection a, et si 7' est une topologie
sur E plus fine que celle de E, alors la topologie T’ sur E’ image réciproque de 7' par a est dé-
finie par la condition que a étale B’ muni de 7" sur E muni de 7.
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Si F est localement connezxe, le groupe d’holonomie de F sera le groupe d’holo-
nomie de sz (cf. II, 8).

Remarque : On sait qu’a chaque élément de HY(F, G,) est associé une classe
de représentations (ou d’antireprésentations) du premier groupe d’homotopie
m(F, ) de F, relatif & un point x ¢ ¥, dans @,, qui se déduisent I'une de
l’autre par un automorphisme intérieur de @, (cf. I1, 8). Lorsque ¢ est non dé-
générée, tout jet distingué T aw point x détermine une antireprésentation (ou une
représentation) vy de m, (F, x) dans G, associée d I’holonomie de F' : si C est un
chemin dans F' qui représente 1’élément « e 7, (F, ), alors y(«) est I’élément
de @, tel que y(x)Z (ou y(a)?%) soit le jet distingué qui est I'extrémité du
relévement d’origine Z de C dans B,,.

12. Structures feuilletées régulidres

Soient I" et I des pseudogroupes d’automorphismes locaux des espaces
topologiques B et F respectivement, et soit Fun pseudogroupe d’automorphis-
mes locaux du produit topologique B x F, engendré par des transformations
de la forme

(*,9) ~> (@), 7.®) » (1)

ol z appartient & la source U d’un élément y de I', et ol y appartient & la
source V des éléments 3, de I" associés & chaque zeU.

Soit § une (B x F, f’)—structure sur un espace X, définie par un atlas
complet A de B x F sur X compatible avec I

Le groupoide /Iy admet une représentation canonique dans le groupoide
IT: au jet local au point (x,y) e B x F d’un élément de T de 1a forme (1)
correspond le jet local au point  de y. On a donc aussi une représentation
du faisceau sur X des jets locaux de X dans ITy dans le faisceau sur X des
jets locaux de X dans I7;. Ainsi la (B x F, f)-structure 3 sur x admet une
I'-structure sous-jacente s bien déterminée. On remarquera de plus que la I'-
structure feuilletée o sous-jacente & s est non dégénérée; en effet, p étant la
projection canonique de B x F sur B et f une carte quelconque de U, les
applications pf-! sont des applications distinguées de ¢; comme elles sont
ouvertes, T est groupoide d’opérateurs simple sur le faisceau des jets dis-
tingués de ¢ qui est un faisceau principal associé a s.

Détinition: Une I-structure feuilletée o (ou une I'-structure s) sera dite régu-

liére si elle est sous-jacente & une (B x F, f)-strm:ture.
Considérons sur B x F la topologie 7', produit de la topologie discréte

de B par la topologie donnée sur F. Le pseudogroupe I est un pseudogroupe
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d’automorphismes locaux pour cette topologie; ainsi 7', est transportée par
Patlas % sur une topologie 7', de X, qui n’est autre que la topologie des feuilles
de g.

Soit ¢ la projeection canonique de B x F sur F; soit A’ l'atlas de F sur
B x F, muni de la topologie 7',, formé des homéomorphismes & d’ouverts
de F sur des ouverts de B x F tels que gh e I". Si F est localement connexe,
Patlas composé AW’ de F sur X muni de la topologie T, est compatible avec
I"" et définit sur chaque feuille de ¢ une (¥, I"')-structure.

Toute carte fe QA se reléve suivant une carte f, de B x F dans 'espace
B, des jets distingués de o: fo(2) = jk,)(pf?). Les cartes f, forment un atlas

A, de B X F sur B, compatible avec le sous-pseudogroupe I'y de r engendré

par les éléments de r qui se projettent par p sur les applications identiques
des ouverts de B.

Exemples: 1. B et F sont respectivement les espaces numériques R? et R?
de dimension ¢ et p, I' et I les pseudogroupes des automorphismes locaux
r-différentiables de R? et B?, et I le pseudogroupe de tous les automorphis-
mes locaux r-différentiables de R? X R? = R" (n = p + q) qui sont locale-
ment de la forme

(%, y) > (p(2), p(z, 9)) ,

x et y appartenant & des ouverts de B? et R? resp. et ¢, y étant des fonctions
r-différentiables de x et y. .

Un atlas de R® sur un espace X compatible avec I' détermine sur X une
structure de wvariété feuilletée r-différentiable réguliére de codimension q. En
vertu du théoréme des fonctions implicites, il y a équivalence entre cette
espéce de structures et ’espéce des I'-structures r-différentiables réguliéres
(définies dans 3, exemple 2). Chaque feuille d’une telle structure est une sous-
variété r-différentiable de dimension p de X, plongée par une application
r-différentiable et partout de rang p.

On définirait de méme la notion de variété feuilletée réguliére analytique
réelle ou complexe. -

2. Le pseudogroupe I" est engendré par toutes les transformations locales
de B x F de la forme

(,y) > (y(), ¥ (), o yel et y el

(¥'(y) est indépendant de x) ; le pseudogroupe T sera noté dans ce cas I' x I
et appelé le pseudogroupe produit de I' et I". Une (B x F, I' x I'")-structure
sur X sera appelée une structure de produit local sur X ; elle admet une I'-struc-
ture feuilletée et une I"-structure feuilletée sous-jacentes.
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13. Le théoréme de stabilité
Soit I"un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace topologiqueB.

Théordme de stabilité (REEB-EHRESMANN): Soit X wun espace topologique
munt d’une I-structure 8, les conditions suivantes étant vérifides:

a) la topologie T, des feuilles de la Istructure feuilletée o sous-jacente & s
est localement connexe et séparée,

b) tout point de X admet un voisinage compact,

c) B est localement séparé.

Soit F une feuille compacte dont le groupe d’holonomie est fini. Alors F pos-
séde un systéme fondamental de voisinages ouverts (et méme compacts, si E est
séparé) saturés par des feuilles compactes.

Démonstration: Soit (P}, a®) un faisceaun principal associé & s (si ¢ est non
dégénérée, on prendra le faisceau B, des jets distingués de o). La I-structure
feuilletée o sur P%, image réciproque de o par a?, est déterminée par la pro-
jection canonique $* dans B (cf. 4), car f* est une application distinguée de
o (cf. 10). La topologie T3 des feuilles de ¢ coincide avec la topologie image
réciproque par a® de T',. D’aprés le corollaire 1 de la proposition 5 de 11, il
en résulte que Pj muni de la topologie 7'y est un revétement de X muni de
la topologie T',, et donc que si T, est localement connexe, chaque feuille ¥,
de ¢ est un revétement de la feuille F = a*(F,) de ¢. Si F est compact et &
groupe d’holonomie fini, alors F, est aussi compacte, car les points de F, se
projetant sur un méme point de F sont en correspondance biunivoque avec
les éléments du groupe d’holonomie de F (cf. II, 8). On est ainsi ramené a
démontrer le théoréme pour la I'structure feuilletée ¢ de P% qui est déter-
minée par l’application B°. Pour simplifier les notations, nous poserons
a*=a et g = B (projections source et but si P} est B, ).

Soient £ un voisinage ouvert de F et 2, = «~1(2); il faut montrer qu’il
existe un voisinage @, dans 2, de F,, saturé par des feuilles compactes. Soit U
un voisinage séparé de b, = §(F,) dans B. Recouvrons la feuille ', compacte
par un nombre fini » de voisinages compacts W, (1 =1,2,...,n), appli-
qués par § dans U, et tels que W?~ f-1(b,) soit connexe et contenu dans
F,, W désignant l'intérieur de W,. Posons W° =y W?; L'ouvert W° est

1
un voisinage de F, ne contenant pas d’autres points de §-1(b,) que ceux de F,.
Soit D, le complémentaire dans W, de W°~ W,. Les D, sont des compacts
ne rencontrant pas F,, et ils sont appliqués par § sur des compacts de U
(puisque U est séparé) qui sont aussi fermés, et qui ne contiennent pas b,.
Soit donc ¥ un voisinage ouvert de b, ne rencontrant aucun des f(D;), et
posons @Dy = f-1(V)~ W,.
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L’ouvert @, est un voisinage de F, contenu dans Q,; il est saturé par des
feuilles de . En effet, soit z ¢ §,; on a

Worn i) =UW;~p1(b), ol b=4(),

car si un point 2’ de §-(b) appartenait & W, et pas & W°, il appartiendrait
a D,, et son image b par § ne pourrait appartenir & V. Donc W°~ g-1(b)
est & la fois ouvert et compact (comme réunion finie des compacts W, ~ g-1(b))
pour la topologie T'y; il est aussi fermé, puisque 7';, done 7Ty, est supposée
séparée. Il est donc réunion de composantes connexes compactes de f-1(b).

Ainsi 'image @ de @, par « est un voisinage ouvert de F saturé par des
feuilles compactes, et contenu dans Q.

Soit K un voisinage de F, contenu dans @, et qui est réunion d’un nombre
fini de compacts. Alors B(K) = K' est un compact; donc B-1(K')~ W° est
un voisinage de F,, qui est réunion finie de compacts et qui est saturé par des
feuilles compactes. Si X est séparé, son image dans X est un voisinage com-
pact de F', saturé par des feuilles compactes.

Corollaire: Avec les hypothéses du théoréme, une feuille compacte et localement
simplement connexe, dont le groupe fondamental est fini, posséde un systéme
fondamental de voisinages saturés par des feuilles compactes.

En effet, on a une représentation du groupe fondamental de F sur le groupe
d’holonomie de F, qui est donc fini (cf. II, 8).

Un contre-exemple: L’exemple suivant montre que ce corollaire n’est plus
vrai si la I-structure feuilletée o n’est pas sous-jacente & une I'-structure s.

Soit R2 le plan rapporté aux coordonnées polaires (r, 8), et soit I" le pseudo-
groupe des automorphismes topologiques ou analytiques réels de la droite
numérique R. Les courbes de la famille: » = 1 + Ae? (A paramétre positif)
et le disque r <1 sont les feuilles d’une I'structure feuilletée o sur R2. Le
disque r <1 est une feuille compacte et simplement connexe, qui ne posséde
pas de voisinages saturés par des feuilles compactes; il en résulte, d’aprés le
corollaire, que ¢ n’est pas sous-jacente & une I-structure.

Cas des structures feuilletées régulidres: Dans ce cas, le théoréme de stabilité
est valable avec des hypothéses topologiques moins restrictives.

Théordme de stabilité (bis): Soit X un espace muni d’une I'-structure feuilletée
réguliére o pour laquelle la topologie des feuilles T', est séparée. Soit V une feuille
localement connexe et compacte de o dont le groupe d’holonomie est fini. Il existe
alors un systéme fondamental de voisinages ouverts (et méme fermés ou compacts,
8t X est séparé et B régulier ou localement compact) de V , saturés par des feuilles

compactes.
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Démonstration: Soit % un atlas complet de B x F sur X compatible avec
un pseudogroupe T’ et définissant sur X une (B x F, f)-structure admettant
¢ comme [-structure feuilletée sous-jacente (cf. 12). Soit A, atlas de B x F
sur I’espace B, des jets distingués de o, formé des relévements canoniques
des cartes de U relativement & la projection « de B, sur X; chaque carte de
A, est compatible avec les projections p de B x F sur Bet g de B, dans B.

Soit ¥, une feuille de la I'structure feuilletée ¢ sur B, image réciproque
par « de o, se projetant par o sur V; la feuille V, est compacte puisque le
groupe d’holonomie de V est fini. Soit £ un voisinage ouvert de V et
2y = o~1(2). On peuat trouver un nombre fini de cartes f, de W, (I <7 < n)
telles que: 1) la réunion O des buts O, des cartes f; est un voisinage de ¥,
contenu dans £2,, 2) la source de chaque f; est de la forme U; x P,, ou U,
est un voisinage ouvert de B(V,) = b, ¢ B, et P, un ouvert de F dont ’ad-
hérence 1_3‘ est compacte, 3) chaque carte f, se prolonge suivant une carte
fi €Ny de source U, x P}, ou P} est un ouvert contenant P,.

L’ouvert f;~*(0) est un voisinage du compact by X 1-’-5; il contient donc

un voisinage de b, x P; de la forme U, x P,. Soit U intersection des U}.
Remarquons que, pour tout be U, f,;(b x P;) ¢ B~1(b)~ O.

L’ouvert Ty = f~1(U)~ O est un voisinage de V, saturés par des feuilles
compactes. En effet, pour tout be U, B-2(b)~ O est compact, car il est
réunion finie des compacts f/(b x P,); il est aussi ouvert pour la topologie
des feuilles 7'y, car il est réunion des ouverts f,(b X P,). Donc T = a(T)
est un voisinage ouvert de ¥V contenu dans Q2 et saturé par des feuilles com-
pactes. Si X est séparé, et B régulier (ou localement compact), en remplagant
U par un voisinage fermé (ou compact) de by, le voisinage correspondant 7’
est fermé (ou compact).

14. L’espace des feuilles. I'™-structures feuilletées localement simples
et réalisation du groupoide d’holonomie

Soit I" un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace B, et soit
¢ une I'structure feuilletée sur un espace X .

Définition: L’espace des feuslles X de la T'structure feuilletée o est Uespace
quotient de X par la relation d’équivalence qui tdentifie deux points de X si et
seulement 8’ils appartiennent & une méme feuille de o.

On dira aussi que X est P’espace des feuilles de X, en sous-entendant que
X est muni de la structure o.

Une application continue f d’un espace X’ dans X définit, par passage aux
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quotients, une application continue f\ de P’espace des feuilles ),I\’ de la I'struc-
ture feuilletée image réciproque de ¢ per f dans I’espace des feuilles X de o
si g et ¢’ sont les projections canoniques de X sur X et X' sur X' ,ona ¢f = qu’ ;
la correspondance f—)fA est fonctorielle. En particulier, toute application
distinguée de ¢ de source U définit une application continue ?de Pespace des
feuilles T de U (muni de la I'structure feuilletée induite par ¢) dans B.
Définition: La I-structure feuilletée o sera dite localement simple st, pour
toute application distinguée f de o de source U, l'application f\étale (7 dans B

(cf. [4], h)).

Il suffit naturellement de vérifier cette condition au voisinage de chaque
point de X ou pour une famille d’applications distinguées dont les sources
forment un recouvrement de X.

Une I'-structure feuilletée ¢ sur X sera dite stmple si elle est localement
simple et si, pour tout ouvert U qui est source d’une apphca.tlon dlstmguée

I’injection de U dans X induit une application qui étale U dans X.

Exemples : Une I'structure feuilletée réguliére, dont la topologie des feuilles
est localement connexe, est localement simple.

L’espace des jets distingués d’une Istructure feuilletée localement simple,
muni de la I'structure feuilletée image réciproque de o par la projection soucre,
est simple. Une étude des variétés feuilletées simples de codimension un est
faite dans [8], a).

Dans toute la suite de ce paragraphe, la Istructure feuilletée o sur x sera
supposée localement simple. Les applications distinguées de ¢ sont alors des
applications ouvertes; donc ¢ est non dégénérée (cf. 9). De plus la topologie
des feuilles est localement connexe. L’application canonique de X sur X est
aussi ouverte.

La source U d’une application distinguée f de ¢ sera appelée un ouvert dis-

A
tingué de o; I’espace des feuilles U de U sera appelée I'espace transverse de U,

ou un espace transverse i o, et le couple ((,]\, z) ou ze U, un espace trans-
verse & ¢ au point x. Le sous-espace connexe de U appliqué, par la projection
canonique de U sur U, sur un point x sera appelé la plague de U correspondant
azZ.

Un sous-espace transverse & ¢ est un sous-espace 7' de X tel que toute appli-
cation distinguée f de source U étale T~ U dans B (ou ce qui revient au

A A

méme, si la projection canonique de U sur U étale T ~ U dans U).

L’espace transverse U dun owvert distingué U est muni d’une (B, I')-struc-
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ture canonique, image réciproque par ? de la (B, I')-structure de B (f étant
une application distinguée de source U). Si U’ est un ouvert contenu dans U,
Pinjection de U’ dans U définit une application qui est localement un isomor-

phisme de 0" dans U munis de leur (B, I')-structure. Soit ¢, le jet local au

point z e U de la projection canonique ¢ de U sur U; on a une correspon-
dance biunivoque canonique entre jets distingués x de o au point x et jets 2

d’isomorphismes locaux de ﬁ dans B au point Z = ¢(x), définie par la rela-
tion £¢, = %.
Un isomorphisme local y d’un espace transverse U au point x e U dans un
A

espace transverse U' au point z' € U' (c’est-a-dire un isomorphisme local de

U sans i appliquant Z = q(x) sur %' = ¢'(2')) détermine un isomorphisme

P de Vensemble des jets distingués de o aw point x sur Uensemble des jets distin-
gués au point x': au jet distingué x au point = correspond par P le jet distingué
composé du jet local au point z’' de y—1¢’ et du jet £ d’isomorphisme local
de U dans B associé & x. Nous dirons que yp réalise I'élément P du groupoide
@ des isomorphismes de fibres sur fibres du faisceau principal & groupoide
structural discret I7, formé des jets distingués de ¢ (cf. II, 8).

La proposition suivante donne une interprétation des isomorphismes locaux
transverses qui réalisent les éléments du groupoide d’holonomie @, de o
(cf. IT, 8 et III, 11). Nous avons vu qu’un chemin C (ou une chaine pointée
formée de plaques), reliant x & z', situé dans une feuille F' de o déterminait
un élément de source xz et de but z' du groupoide d’holonomie, celui qui
applique un jet distingué ¥ au point x sur I’extrémité du relévement d’ori-
gine x de C dans le faisceau X des jets distingués de o.

Proposition 5: Soit C' un chemin situé dans une feuille F de la I-structure
feuilletée localement simple o et reliant x & x'. Il existe un isomorphisme local

p d’un sous-espace transverse U au point x sur un sous-espace transverse o

au point &' qui réalise Vélément du groupoide d’holonomie déterminé par C, et
A\ A

tel que les plaques correspondants & des points 4 € U et w(y) e U’ soient situées

dans une méme feuille d’un voisinage arbitraire de C (cf. [15], a), p. 105).

Démonstration: La I™structure feuilletée sur I'espace X des jets distingués
de o, image réciproque de ¢ par la projection source «, est simple. Soit ¢’
le relévement de C dans le faisceau (X, a) d’origine x et d’extrémité z'.
Soient W, un voisinage ouvert de C’' se projetant par « dans un voisinage
donné de C, et U,,U, des voisinages ouverts de ¥, ¥' dans W, qui sont
des relévements d’ouverts distingués U, U’ de o. Les injections de U, et
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A N
U, dans W, induisent des applications 3, et 3 qui étalent ﬁ., et ﬁ; dans P/l}o,
et qui appliquent les points % et %' correspondants & ¥ et ¥’ sur un méme
A A
point; il existe donc un isomorphisme local y, de U, dans U, défini au voi-
A
sinage de % et tel que f12?,1/;0 soit une restriction de ¢,. Par les isomorphismes
A A A )
de U, sur U et U, sur U’ définis par la projection «, I'isomorphisme local
o correspond & un isomorphisme local ¢ de ’espace transverse U au point z
A\
dans I’espace transverse U’ au point 2’ qui est I'isomorphisme cherché.
Remarques: Si C est un chemin fermé reliant = & x, 1’élément du groupe
d’holonomie au point x déterminé par C (cf. II, 8) peut é&tre réalisé par un
automorphisme local de tout espace transverse au point x.
Lorsqu’il existe des sous-espaces transverses aux points = et z’' (dans le cas

des structures feuilletées réguliéres par exemple), on peut partout remplacer
«espace transverse» par «sous-espace transverse».

Soit ¥ P’espace des feuilles de I'espace X des jets distingués de o (muni
de la structure image réciproque de o par a), et soit q la projection canonique

de X sur ﬁ . L’application 8 de X dans B définit I’application /§\ qui étale 2
dans B. Comme les opérations de /I, sur (X, B) sont compatibles avec la
projection q, alors par passage au quotient, I est encore groupoide d’opém-

teurs sur (x ﬁ) Le groupoide extension du groupoide ITp d’opérateurs sur %
s’identifie au groupoide des jets locaux d’un pseudogroupe Td ‘automorphismes

locaux de 1 (muni de sa (B, I')-structure).
La projection source A de X sur X définit une projection continue & de %

sur I’espace des feuilles X de X. Comme X s'identifie au quotient de X par
la relation d’équivalence associée a I’action du groupoide I7, il en résulte que:

Proposition 6: L’espace des feuilles X de X s’identifie au quotient de 'espace
% des feuilles de Vespace des jets distingués par la relation d’équwalence associée

& Vaction sur X du groupoide d’opérateurs ITp (ou du pseudogroupe 1")
On remarquera que, d’aprés la démonstration de la proposition 5, le groupe

d’holonomie d’une feuille ¥ de X est isomorphe au groupe d’isotropie de T
en un point de £ correspondant & une feuille de X se projetant par « sur F'.

Si la I'structure feuilletée o est simple, alors & étale £ sur X. Les projec-
tions biunivoques par & d’ouverts de % sont les cartes d’un atlas % de X sur
X compatible avec le pseudogroupe r qui est formé d’automorphismes locaux
de la (B, I')-structure de % On a donc la

20 Commentarii Mathematici Helvetici
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Proposition 7: St o est une Istructure feuilletée simple sur X, Pespace des

feuilles ﬁ de X est muni d’une (B, I')-structure canonique.
Remarquons encore que 'injection d’un ouvert distingué U dans X induit

une application qui est localement un isomorphisme de 0 dans X , munis de
leur (B, I')-structure canonique.

CHAPITRE IV

Germes de plongement

Aprés avoir défini les notions de structure ¢ sur X d’espace localement iso-
morphe & un sous-espace de (B, I'), de I'-plongement de X dans un espace ¥
localement isomorphe & B muni du pseudogroupe I, et de germe de I'-plonge-
ment, on se propose de déterminer les classes d’isomorphie de germes de
I-plongement de X. Le théoréme 1 établit le lien de ce probléme avec les
considérations des chapitres précédents (cf. 3): moyennant des hypothéses
topologiques convenables, ces classes correspondent aux I-structures sur X
admettant ¢ comme structure sous-jacente. Pratiquement, on est ramené &
déterminer les éléments d’un ensemble H!(X, ®), ou ® est un faisceau de
groupes sur X. On obtient des résultats dans le cas o ® est un faisceau
constant, notamment lorsque X est une feuille propre d’une structure de pro-
duit local (cf. 6) ou est localement isomorphe & un espace muni d’un groupe
de transformations (cf. 7). Dans le cas ol I" est formé d’automorphismes diffé-
rentiables, on peut essayer de voir ce qu’il se passe «& 1’ordre 7»: pour chaque
entier r positif, & tout germe de I'-plongement de X est attaché un invariant
d’ordre r; c’est un élément de H'(X, ), ot B est un faisceau quotient de
®, qui peut souvent se calculer par des procédés classiques. La question de
savoir dans quelle mesure ces invariants caractérisent les classes de germes de
plongement est laissée ouverte. Ces considérations sont appliquées aux ger-
mes de plongement des variétés analytiques (cf. 9) et aux variations infini-
tésimales d’ordre  de structures (cf. 10).

1. Germes de sous-espaces

Soit B un espace topologique. On dira que deux sous-espaces F, et F, de
B déterminent le méme germe de sous-espace au point x de B, si x e F,~ F,
et 8’il existe un voisinage U de « tel que U ~ F, = U ~ F,. Les ensembles
formés des germes d’un sous-espace quelconque F de B aux différents points

v
de F, constituent une base d’une topologie sur ’ensemble B des germes de
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v
sous-espaces de B. La projection canonique p de B sur B, qui associe & tout
germe de sous-espace de B au point z le point z lui-méme, est continue; sa

restriction & tout ouvert suffisamment petit de B est un homéomorphisme sur
un sous-espace de B.
Tout pseudogroupe I" d’automorphismes locaux de B se prolonge suivant

un pseudogroupe I" d’automorphismes locaux de B: si F est un sous-espace

quelconque de B, et si yelI’, les automorphismes locaux de E qui appli-
quent le germe de F au point x ¢ F sur le germe de y(F) au point y(z)

engendrent le pseudogroupe I.

Définition: Sur un espace topologique X, une structure d’espace localement
isomorphe & un sous-espace de (B F) (ou simplement de B, ¢’il n’y a pas de

confusion & craindre) est une (B F)-structure sur .X Elle peut étre définie

par un atlas complet de Bsur X compatible avec I.

Par exemple, tout sous-espace d’un espace muni d’une (B, I')-structure est
muni d’une structure évidente d’espace localement isomorphe & un sous-
espace de B.

Remarque: L’espéce des (E , f)-stmctures sur X est équivalente & la sous-
espeéce de I’espéce des I'-structures feuilletées sur X dont les jets distingués
sont des jets d’homéomorphismes locaux de X sur des sous-espaces de B (les
feuilles sont ainsi les points de X).

2. Germes de plongements et germes de voisinages .

Soit X un espace localement isomorphe & un sous-espace de (B, I'). Le
couple (Y, ¢) formé d’un espace ¥ muni d’une (B, I')-structure et d’un iso-
morphisme ¢ de X sur le sous-espace ¢(X) de Y est appelé un I'-plongement
de X . En particulier, si X est un sous-espace de Y et ¢ ’application identique
de X dans Y, alors (Y, ¢), ou simplement Y, est appelé un I'-voistnage de X .

Nous dirons que deux I'-plongements (Y, ¢) et (Y', ¢') de X déterminent
le méme germe de I'-plongement de X si ¢ = ¢’ et si ¥~ Y’ contient un
voisinage ouvert U de ¢(X) = ¢'(X) dans Y et Y’ et sur lequel les (B, I')
structures de ¥ et Y’ induisent la méme (B, I')-structure. Lorsque ¢ est
Papplication identique de X, on définit ainsi un germe de I'voisinage de X .
Un germe de I-voisinage ou de Iplongement de X sera dit séparé 8’il peut
&tre représenté par un couple (Y, ¢), ol Y est séparé.

Soient (Y;, ¢;) et (Yi, ¢,) deux couples représentant le méme germe P,
de Iplongement de X, et (Y,, ¢,) et (Y;, p,) deux couples représentant le
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méme germe P, de I-plongement de X; deux isomorphismes y et y' des
voisinages ouverts U, c ¥, et U;c ¥; de ¢,(X) sur des voisinages
ouverts U, c ¥, et U, c Y, resp. de ¢,(X) qui prolongent ¢,p;?, dé-
terminent le méme isomorphisme de P, sur P, si les restrictions de y et ¢’ &
un voisinage convenable de ¢,(X) coincident. Lorsque ¢, et @, sont tous
deux l’application identique de X, on définit ainsi un isomorphisme du germe
de I-voisinage P, sur le germe de I-voisinage P,.

Remarquons que si X, et X, sont des sous-espaces des espaces Y, et ¥,
resp. munis de (B, I')-structures, et si A est un isomorphisme de X, sur X,,
alors la restriction de A & un voisinage ouvert assez petit d’un point z de
X, se prolonge suivant un isomorphisme d’un voisinage ouvert de = dans Y,
sur un voisinage ouvert de h(x) dans Y,, mais que h ne se prolonge pas en
général suivant un isomorphisme d’un voisinage de X, tout entier sur un
voisinage de X,.

3. Germe de I’-plongement et I'-structure

Soit P un germe de I-plongement d’un espace X muni d’une structure o
d’espace localement isomorphe & un sous-espace de (B, I'), représenté par un
couple (Y, ¢); la Istructure & (P) sur X, image réciproque par ¢ de la
I'structure de Y, est indépendante du couple (Y, ¢) qui représente P; de
plus, si P et P’ sont des germes de I-plongements isomorphes de X, alors
les I-structures @(P) et @ (P') sont identiques. Nous allons montrer qu’avec
des hypothéses topologiques convenables, la I'-structure @(P) sur X carac-
térise la classe d’isomorphie du germe de I'-plongement P de X.

D’uné maniére précise, soit Py le sous-faisceau de groupoides complet du
faisceau des jets locaux de X dans I dont les unités sont les jets d’isomor-
phismes locaux de X (muni de la structure o) sur des sous-espaces de B.
Les éléments de H(X, B7) sont les I-structures sur X qui admettent o comme
structure sous-jacente (o peut &tre considérée comme leur I™structure feuilletée
sous-jacente, cf. la remarque de 1).

Théoréme 1: Soit I' un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace
B, et soit X un espace muni d’une structure ¢ d’espace localement isomorphe &
un sous-espace de (B, I'). Si B et X sont localement compacts et & base dénom-
brable, il existe une correspondance biunivoque canonique D entre les classes
d’isomorphie de germes de I'-plongement séparés de X et les I-structures sur X
admeltant o comme structure sous-jacente.

La démonstration de ce théoréme est renvoyée au paragraphe suivant.

Supposons qu’il existe une I'-structure s sur X admettant ¢ comme struc-
ture sous-jacente, et soit (* un faisceau de groupes sur X associé a s (cf. II, 5).
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Si par exemple un germe P de I-plongement de X est représenté par le couple
(Y, @), et si s est la Istructure @ (P) sur X, image réciproque par ¢ de la
I'structure de Y, alors ®* est isomorphe au faisceau de groupes G* formé
des germes, aux points de ¢(X), des automorphismes locaux de Y se réduisant
a l'identité sur ¢(X). D’aprés la proposition 7 du chapitre IT, le théoréme 1
est équivalent au

Corollaire: Avec les hypothéses du théoréme 1, 8’il existe une I'-structure s sur
X admettant o comme structure sous-jacente, U'ensemble des classes d’isomorphie
de germes de I'-plongement séparés de X est en correspondance biunivoque cano-
nique avec Uensemble H(X, G°).

Tout automorphisme du germe P de I-plongement de X détermine une
section de B*; on a donc un isomorphisme du groupe des automorphismes de
P dans le groupe des sections du faisceau G¥. Si ¢(X) posséde un systéme
fondamental de voisinages paracompacts dans Y, cet isomorphisme est bi-
jectif (cf. [7], p. 17). Comme (5® est isomorphe (pas canoniquement) & G, on a

Proposition 1: Avec les hypothéses du théoréme 1, le groupe des automorphis-
mes d’un germe de I'-plongement de X , appartenant a la classe déterminée par
une I'-structure s, est isomorphe ¢ H°(X, %*).

Application: Voici un exemple d’application du théoréme 1. Soit I"un pseudo-
groupe d’automorphismes locaux analytiques complexes de l’espace numé-
rique complexe C*, de coordonnées 2% = a*k + iy* (k=1,2,...,n). Les
restrictions au sous-espace réel R (défini par y* = 0) des éléments de I" qui
transforment R” en lui-méme, engendrent un pseudogroupe Iy d’automorphis-
mes locaux analytiques réels de R™.

Soit X une variété paracompacte de dimension » munie d’une (R", I)-
structure ¢ qui peut étre considérée comme une structure d’espace localement
isomorphe & un sous-espace de (C", I'). Les germes aux points de R des élé-
ments de I" dont la restriction & R” est I’identité, sont les germes de ’auto-
morphisme identique de C*. En vertu du théoréme 1 ou de son corollaire
(cf. II, 7, rem. 2), ’espace X, muni de sa structure ¢, admet un et un seul
germe de I'-plongement déterminé & un isomorphisme prés.

Par exemple, une variété analytique réelle paracompacte peut étre plongée
comme «sous-variété réelle» dans une variété analytique complexe de méme
dimension (cf. [4], ¢)), et ceci d’'une maniére essentiellement unique.

Considérons encore le cas suivant: soit I le pseudogroupe d’automorphismes
locaux de O engendré par I' et par l'involution «* 4 iy¥— 2k — iy*; la
restriction de I" & R" est encore I',. En vertu du corollaire, les classes d’iso-
morphie de germes de I'-plongement d’un espace X muni d’une (R®, I')-
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structure sont en correspondance biunivoque avec les éléments de H(X, Z,),
ol Z, est un groupe cyclique d’ordre 2.

4. Démonstration du théoréme 1

La démonstration se fera en deux étapes; la proposition 2 montrera que
Papplication @ des classes d’isomorphie de germes de I-plongement de X
dans ’ensemble des I-superstructures de o est injective, et la proposition 3
que @ est surjective.

Proposition 2: Soient Y et Y’ deux espaces localement compacts et & base dé-
nombrable, munis des (B, I')-structures s et s' respectivement. Tout homéomor-
phisme b d’un sous-espace X de Y sur un sous-espace X' de Y', tel que la I'-
structure sur X , image réciproque par k de s', coincide avec la I'-structure induite
par s sur X, se prolonge suivant un isomorphisme d’un voisinage ouvert de X
sur un voisinage ouvert de X',

Démonstration: Soit U un atlas de B sur Y compatible avec I', et qui
définit sur Y la structure s. Soit U = {U,};x le recouvrement induit sur
X par les buts des cartes g, de U qui rencontrent X . La I™structure induite
sur X par s est définie par le cocycle (f) ¢ Z* (U, Pr), f,, 8’identifiant & Pap-
plication continue de U,~U, dans II,, qui fait correspondre & tout
zeU,~U, le jet local de g,g;' au point z = g;*(z):

fu(x) = 7.:‘(9;191;) (1)

Soit W = {U,}ne; le recouvrement induit sur X par les images réci-
. proques par h des buts des cartes g, d’un atlas A’ de B sur Y’, déterminant
sur Y’ la I'structure donnée s'. La I'-structure sur X, image réciproque par
h de g', sera représentée par le cocycle (f') e Z* (W', P), défini par

from(®) = 33(927 9m), o0 zeUp~ U, et z=g,"h(z). (1)

Les deux cocycles (f) et (f') déterminent, par hypothése, le méme élément
de HY(X, P,). Il existe donc un recouvrement B = {V.};.; de X, plus
fin que U et U’, des applications v et 7' de I dans K et J resp., et des applica-
tions continues n; de V, dans II, telles que:

f§¢ (%) = ni(“’)fﬁ(x)n:l(x) pour zeV;~V,, (2)

ol f,; et f;; désignent les restrictions de f,;; et f.;.; & V;~V,;. On posera
pour simplifier g, = g,; et g; = gu;.
Pour tout ¢ eI, posons:

hy(z) = (j2g0)-mi(2)- (297", ob zeV, et z=gh(z),
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le point indiquant la loi de composition des jets locaux. L’application

& > h;(r) est un relévement continu de V, dans I’espace J des germes d’iso-
morphismes locaux de Y dans Y', se projetant sur la restriction de & & V.

Les relévements 7»,. et l;j coincident sur V,~ V,. En effet, de (1) et (1)’ on
déduit:
fi(®)gngit = d39;7t, ou xeV,~V,,
Gu9) f5i(x) = j}gi, ou z=g;h(z) et w=g;h(2),
d’ou ~ . o ; o
hy(x) = (Tug7) 1y(2) (1297) = (7297) 05 () - 14 (2) - (T3977)
= (797 F;: (®) -0 (2)- (5295 = (1390 -1:(2) - (13957) = hu(2) .
La réunion ’ des 7&,. est ainsi un relévement de X dans J se projetant sur 4.
Comme Y est localement compact et & base dénombrable, tout voisinage

ouvert de X est paracompact. En vertu de la proposition 2.2.1 p. 17 de [7],

le relévement % de X dans & peut se prolonger suivant un relévement d’un
voisinage U, de X ; son composé avec la projection but de J sur ¥’ est une
application H de U, dans Y', qui prolonge %, et qui est, au voisinage de chaque

point de U,, un isomorphisme local de ¥ dans Y’. De méme, h1 est un re-
lévement de X' dans 1’espace ! des germes d’isomorphismes locaux de Y’
dans Y ; on peut donc construire aussi une application H' d’un voisinage U
de X' dans Y, qui est localement un isomorphisme local de Y’ dans Y, et
telle que jAH' = 7‘;—1(:1:’), pour tout z' e X'. Comme j2H'H est le jet de
Papplication identique de Y pour tout z e X, il existe un voisinage U de X
tel que H'H(y) =y, pour tout y e U. Ainsi la restriction de H & U pro-
longe %, et c’est un isomorphisme de la (B, I')-structure induite par s sur U,
sur la (B, I')-structure induite par s’ sur H(U).

Proposition 3: Soit X un espace muni d’une structure o d’espace localement
isomorphe & un sous-espace de (B, I'), et soit s une I'-structure sur X admettant
o comme structure sous-jacente. St X et B sont localement compacts et paracom-
pacts, il existe un espace localement compact Y muni d'une (B, I')-structure s,
et un 1somorphisme ¢ de X sur un sous-espace de Y , tels que s soit la I'-structure
image réciprogue de s par ¢.

Démonstration: Soit (f) e Z1(M, P,) un cocycle représentant la I-struc-
ture s sur X. Comme X est localement compact et paracompact, on peut
supposer que le recouvrement W = {U,};.; de X est de type fini, les U,
étant relativement compacts et assez petits pour que f;, composé de f,; (les
f; sont identifiés avec I’application de U;~ U, dans II, qu’ils déterminent)
avec la projection but de II. sur B, soit un homéomorphisme de U; sur un
sous-espace de B.



300 AxNDRE HAEFLIGER

Soit W' = {U}};¢; unrecouvrement de X plus fin que U, et W’ = {U]};;
un recouvrement plus fin que W’, tels que ’adhérence ﬁ,’ de U soit contenue
dans U, et que I'adhérence U? de U soit contenue dans U.. Pour tout i eI,
soit ¥, un voisinage ouvert de f,(U,) dans B dans lequel f,(U,) est fermé, et
¥} un voisinage ouvert de f;(U”) dans V, dont I'adhérence ne rencontre pas
1(CU3).

Pour tout couple d’indices (¢, j) tel que U,~ U; # @, soit p,;, un élément
de I' dont la source soit un voisinage dans ¥V, de f‘(ﬁf A l_]}), et tel que
375 = fu(®), ot y = f,(x), pour tout e U’ ~ l_];, on choisira y;;, = ap-
plication identique de V; et y;, = y;;', et la source de y,, suffisamment petite
pour que l'intersection de f,(U,) avec I'adhérence dans V; de y;'(V}) ~ V;
soit contenue dans f,(5£ ~ —Ij;-); (c’est possible, car l'intersection de cette ad-
hérence avec f,[C(U;~ Uj)] est un fermé qui ne rencontre pas le compact
1L~ Tp). .

Pour tout x e f,(U,), soit W, un voisinage ouvert de x dans V, assez petit
pour que:

1) si j est tel que x¢ f,(U}~ 5;-), alors Wi n p;' (V) ~ Vi=0; un tel
voisinage existe, car y,;; n’est défini que pour un nombre fini d’indices j, 7 étant
fixé, et la source de p,; vérifie la condition ci-dessus,

2) pour tout couple (j, k) tel que z ef, (Ul 5;n U;), alors y,,p,; et
. sont définis et égaux dans W:.
Posons alors W, = U Wi~ V!, xef,(Ul), et considérons ’espace somme
z

B = 'Uz(i’ W,). Dans E la relation suivante: (i, 2,) ~ (§, ;) si et seulement
1€

si x; = y;%,, est une relation d’équivalence: elle est réflexive et symétrique,
car y, = identité et y, = p;;*; elle est aussi transitive, car si z, =y,
et z, = y,;, alors ;¢ Wi ol zefy(U,n U)n Uj) d’aprés 1), et d’aprés
2) yri(®;) = yrsy5(2;). Par passage au quotient, on obtient un espace Y
localement isomorphe & B: les applications g, de W, dans Y, obtenues en
composant l'injection canonique de W, dans E avec la projection canonique
de E sur Y, sont les cartes d’un atlas de B sur Y compatible avec I, et qui
détermine une (B, I')-structure s sur Y. Les applications g,f;, admettent une
réunion ¢ qui est un isomorphisme de X sur un sous-espace de Y ; la I™-struc-
ture sur X, image réciproque par ¢ de s, n’est autre que s, car elle est repré-
sentée par le cocycle (f) restreint au recouvrement {f;*(V})}.

Il reste & vérifier que Y est séparé; soit y, = g,(x,) et y; = g,(x,) deux
points distincts de Y. Il existe W% tel que x, ¢ Wi; deux cas peuvent se pré-

senter: 1) xz ¢ f‘(ﬁ{n 5;), alors g,(W:) et g;(W,) sont deux voisinages sans
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point commun de y, et y,; 2) zef, (Ui~ Uj), alors y,(z,) est défini;
comme il est distinct de «;, soient V, et ¥, deux voisinages sans point com-
mun de y;(z;) et x;; donc g,y;(V,) et g,(V,) sont deux voisinages sans
point commun de y, et y,.

Remarque: Les propositions 2 et 3 pourraient étre démontrées avec des
hypothéses topologiques un peu moins restrictives; nous avons choisi celles
qui rendaient la démonstration plus aisée.

b. Germes de voisinages des feuilles des structures réguliéres
Variation de structures

Soient I et I" des pseudogroupes d’automorphismes locaux des espaces topo-

logiques B et F resp. (cf. III, 12), et I" un pseudogroupe d’automorphismes
locaux du produit B = B X F, engendré par des éléments de la forme

(2, 9) > (V'(2), ¥2(9)
ol zeB,yeF,y, el et y' el".

On supposera que T’ contient tous les éléments de la forme (z, y) > (x,v®),
et que F est localement connexe.

Une (E, I')-structure sur un espace topologique X admet une I"'-structure
feuilletée sous-jacente réguliére; soit V une feuille propre de cette structure.
La feuille V est munie d’une structure d’espace localement isomorphe au
sous-espace {b} X F de E, ou b est le but d’un jet distingué en un point de
V ; cette structure peut étre déterminée par le point b ¢ B et la (F, I')-struc-
ture de la feuille V (cf. III, 12).

Réciproquement, soit ¥V un espace connexe muni dune (F, I')-structure
et soit b un point de B; tout germe de f-plongement de V, considéré comme
localement isomorphe au sous-espace {b} X F de E, peut &tre représenté
par un couple (Y, ¢), ot ¥ est muni d’une (£, f)-structure et ol  est un
isomorphisme de V sur une feuille propre de ¥ ; si (Y, ¢) et (Y', ¢') repré-
sentent des germes de f—plongements isomorphes de ¥V, alors I’isomorphisme
¢ ¢~1 de la feuille o (V) de Y sur la feuille ¢'(V) de Y’ se prolonge suivant
un isomorphisme d’un voisinage de @(V) sur un voisinage de ¢'(V). Dans
les paragraphes 6 et 7, nous étudierons les classes d’isomorphie de germes de
f-plongement de V dans le cas particulier ot T est le pseudogroupe produit
I" x I et dans celui o I" est déduit par localisation d’un groupe de trans-
formations de Lie.

Variation de structures: Supposons en particulier que I" soit le pseudo-
groupe des applications identiques des ouverts de B. Considérons sur un
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espace produit B X V wune (%, f)-structure définie par un atlas de B x F

sur B x V compatible avec T, et dont chaque carte f est compatible avec
les projections canoniques p, et p de BXF et Bx V sur B (c’est-d-dire pf
est la restriction de p, & la source de f). Pour tout point b e B, la feuille
V,= {b} X V est munie d’une (F, I')-structure s, qui «varie continiment»

avec b; la forme des transformations de r (par exemple la différentiabilité ou
Panalyticité) indique les conditions imposées & la variation. Si B est le segment
[0, 1], on a une déformation (ou homotopie) de structures?). Si B était le
simplexe euclidien type de dimension 7, on obtiendrait un «simplexe singulier »
dans I’ensemble des (¥, I')-structures sur V; ’ensemble de ces simplexes sin-
guliers, muni de sa structure de complexe semi-simplicial, pourrait &tre appelé
le complexe singulier de 'espace des (F', I')-structures sur V.

Germes de variation: Soit V un espace muni d’une (F, I')-structure s,, B
jouant le role d’espace des paramétres, comme ci-dessus, avec un point dis-
tingué b. Soit U un voisinage ouvert de b et considérons sur le produit topo-
logique U X V une (E, f)-structure § définie par un atlas A de B x F sur
U x V compatible avec T, chaque carte de U étant compatible avec les
projections canoniques de B X F et U X V dans B. Identifions V avec
le sous-espace {b} X V et supposons que s détermine sur V la (F, I')-struc-
ture donnée s,. On dira que deux telles structures sur des espaces U x V
et U’ x V définissent le méme germe de T-variation de s, il existe un voi-
sinage ouvert W de b contenu dans U~ U’ et un isomorphisme du sous-
espace W XV de U x V sur le sous-espace W X V de U'x V se ré-

duisant & lidentité sur {b} X V. La structure s, sera dite f—sta,ble, si tout

germe de T-variation de s, est le germe de la déformation triviale qui est re-
présenté par B X V muni de la structure produit.

Lorsque B et F sont des variétés différentiables et T un pseudogroupe
d’automorphismes locaux différentiables de B X F, alors, si V est com-

pact, les germes de I-variations de s, correspondent aux classes d’isomorphie

de germes de f-plongement de ¥V muni de la structure s,.

Dans ce cas (ainsi que dans celui des germes de plongement de ¥ comme
feuille propre d’une structure feuilletée) on peut appliquer le corollaire du
théoréme 1 en partant du germe trivial représenté par B X V muni de la
structure produit et I'injection canonique de ¥ sur {6} X V; le faisceau de
groupes (° est le faisceau des germes, aux points de {b} X V, des automor-
phismes locaux de B X V se réduisant & l'identité sur {b} x V.

%) Les variations de structures complexes ont été étudiées par K. KopAIra, D. C. SPENCER,
A. FROHLICHER ot A. N1JENHUIS (cf. [6] et [10]). Nous n’avons eu connaissance du mémoire [10]
qu’aprés la rédaction de ce travail.
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6. Cas des produits locaux

Soit '=1T" xTI le pseudogroupe produit des pseudogroupes I" et I' de
transformations de B et F' (cf. ITI, 12). Soit F, = {b} x F, b ¢ B, identifié
a F, et soit G, le groupe d’isotropie de I" au point . Nous supposerons que
E = B X F est un espace topologique localement compact et & base dénom-
brable.

Théoréme 2: Soient Y, et Y, deux espaces séparés munisde (B X F,I' X I')-
structures de produit local dont les I'-structures feuilletées sous-jacentes sont o,
et 0,. St h est un isomorphisme d’une feuille propre V, a base dénombrable de
a, sur une feuille propre V, de o, transportant holonomie de V, sur I'holonomie
de V,, alors h se prolonge suivant un tsomorphisme d’un voisinage de V, sur
un voisinage de V, (cf. II1, 11).

Si V est un espace séparé & base dénombrable muni d'une (F, I')-structure
et s un élément de H'(V, @,), il existe un isomorphisme de V sur une feuille
propre d’'une (B x F, I' x I'')-structure dont I’holonomie est représentée par s.

Autrement dit, les classes d’isomorphie de germes de (I' x I")-plongement
séparés de V sont en correspondance biunivoque avec les éléments de HY(V , G,).

Démonstration: Le produit Y = B X ¥V, muni de sa structure naturelle
de produit local, et I'injection canonique ¢ de ¥V sur V, = {b} x V, repré-
sentent un germe de f—plongement de V.

Le faisceau de groupes sur V, formé des germes, aux différents points de
V,, des éléments du pseudogroupe des automorphismes locaux de Y qui lais-
sent fixe V,, est isomorphe au faisceau constant sur V des germes d’applica-
tions constantes de V dans le groupe @,. Le corollaire du théoréme 1 (3) donne
alors le théoréme 2, si I’on remarque encore que, si s e H(V, (,) correspond
4 un germe de plongement représenté par (Y’, ¢'), I’élément de H'(¢'(V), G;)
image de s par ’isomorphisme induit par ¢’, représente 1’holonomie de la
feuille ¢’ (V).

Corollaire: Les classes d’isomorphie de germes de plongement d’une variété
r-différentiable paracompacte V comme feuille propre d’ume structure feuilletée
r-différentiable réguliére de codimension q (cf. III, 12, Ex. 1), correspondent bi-
univoquement aux classes de représentations, modulo les automorphismes inté-
rieurs, du premier groupe d’homotopie de V dans le groupe d’isotropie, & Uorigine,
du pseudogroupe des automorphismes locaux r-différentiables de R*.

Ce corollaire résulte du théoréme 2 et du

Lemme: Toute structure feuilletée r-différentiable réguliére, sur une variété
paracompacte X, admet une supersiructure de produit local dans un voisinage
assez petit d’'une feuille propre V.
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Démonstration: La variété X posséde une superstructure de variété diffé-
rentiable de classe r + 1 (et méme analytique, d’aprés le théoréme de plonge-
ment de WHITNEY); considérons une métrique riemanienne sur X de classe
r 4+ 1. En chaque point z e V, soit T, un élément de contact de dimension
g, transverse & 1’élément de contact tangent & ¥ en x, et qui dépend r fois
différentiablement de x. Au voisinage de x, les géodésiques tangentes & 7,
engendrent un morceau de sous-variété r-différentiable S, de dimension g¢;
S, peut &tre choisi assez petit pour étre transverse en chacun de ses points
aux feuilles de X et pour que S,~ 8,. = @ lorsque z 5~ z’. Dans un voi-
sinage suffisamment petit de ¥, on a donc une superstructure de produit
local de classe r.

Remarques: 1. Comme la variété V (de dim. p) admet une superstructure
de variété analytique, il résulte du lemme et du corollaire que tout germe de
voisinage de V admet une I'? X I'%-superstructure de produit local, I"? étant
le pseudogroupe des automorphismes locaux r-différentiables de R? et I}
celui des automorphismes locaux analytiques de R?. Le germe de voisinage
de V admet une superstructure de classe ' > r, si et seulement si le groupe
d’holonomie de V est conjugué & un sous-groupe du groupe d’isotropie de I'}
& lorigine. 2. Le cas r = 0, c’est-a-dire celui des variétés feuilletées topo-
logiques n’est pas résolu. Il semble trés difficile; par exemple, si le groupe
d’holonomie de V compact est l’identité, les feuilles voisines de V sont-elles
homéomorphes & V? (cf. [15], a), p. 121).

7. Cas ou les feuilles sont munies de (¥, I'y)-structures

Soit I un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’une variété B topo-
logique (r-différentiable ou analytique), et I'y le pseudogroupe déduit par
localisation d’un groupe de Lie @ de transformations analytiques d’une variété
connexe F (cf. I, 1). Considérons dans E = B X F le pseudogroupe T en-
gendré par les automorphismes locaux de la forme (z, y) — (¥’ (%), 9.(%)),
ol ¥ eI” et ol  — g, est une application continue (r-différentiable ou ana-
lytique) de la source de »’ dans G.

Soit F, le sous-espace {b} X F de E. Désignons par @ le groupe des jets
locaux, au point b, des applications continues (r-différentiables ou analytiques)
des voisinages de b dans G, et soit J le groupe d’isotropie de I'" au point b.

L’ensemble H des couples (a, g), ol aed et Ge é‘ muni de la loi de com-
position (a’, §') (@, ) = (¢’a, §'(a)g), ou §'(a) désigne le composé du jet
local a avec le jet local §’, est un groupe (le produit croisé de GetJ ). Soit ¢
la représentation de H sur @ qui fait correspondre au couple (@, g) le but du
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jet local §. A toute (F, I'y)-structure sur un espace V est associé un élément
de H(V,@Q) (par l'application induite par la représentation de P, sur G,
cf. ITI, 4).

Théoréme 3: Soit V une wvariété paracompacte munie d'une (F, I'g)-struc-
ture o. Les classes d’isomorphie de germes de f—plongement de V, considéré
comme localement isomorphe au sous-espace F,, sont en correspondance biuni-
vogque canonique avec les éléments de H(V, H) se projetant, dans la représen-
tation induite par v, sur Uélément de H(V, @) associé a o.

Démonstration: Soit I, le groupoide formé des jets locaux de I'; (ou de @)
et soit IT; le groupoide formé des jets des éléments de I dont la source et le
but appartiennent & F,. On a une représentation canonique de II; sur I,
en faisant correspondre au jet d’une transformation 7 de Tle jet de la restric-
tion de y & F, (identifiée & un élément de I'y par la projection canonique de
F, sur F); on a également des représentations canoniques de I1; et Iz sur
les groupes G et H resp. munis de la topologie discréte, car II; et II; sont
canoniquement isomorphes aux produits F X G et F, x H respectivement.
On a donc le diagramme commutatif suivant:

Iy - 11,
ool
H ¢
En désignant par P, et P les faisceaux sur V des germes d’applications

locales continues de V dans IT; et I, les représentations induites forment
le diagramme commutatif suivant:

HY(V, Bg) — H(V, Bg)

v {
H\(V,H) —»H\V,G).

Les éléments de HY(V, Pz) qui se projettent sur I’élément o de H(V, B,)
sont les I'structures sur V admettant o comme structure sous-jacente. On
vérifie immédiatement qu’elles correspondent biunivoquement (par I’applica-
tion verticale de gauche) aux éléments de H'(X, H) se projetant sur 1’é1é-
ment de H1(X, G) associé & a.

Corollaire: Soit s une (E, f)—strm:ture sur une variété X et soit V une feuslle
propre de la structure feuilletée sous-jacente & 3. La feuille V étant supposée com-
pacte et & premier groupe d’homotopie fini, si le groupe d’holonomie de V est
Videntité, alors V admet un voisinage isomorphe & un produsit.
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Autrement dit, les (F, I'y)-structures sur un espace V compact dont le pre-
mier groupe d’homotopie est fini sont stables (cf. 5).

Démonstration: Soit # le premier groupe d’homotopie de V relatif & un
certain point. D’aprés le théoréme 3, le germe de f-voisinage de V est carac-

térisé par une représentation @ de # dans 21 , définie & un automorphisme in-
térieur pres, se projetant sur une représentation ¢, de z dans G, qui représente
Iélément de H'(V, Q) associé & la I'g-structure de V.

Chaque jet local ®(u), ol u parcourt le groupe =, peut étre représenté par
une application f, continue (r-différentiable ou analytique) d’un voisinage U
de b dans . Comme 7 est fini, U peut étre choisi assez petit pour que u — fu(u)
soit une représentation ¢, de n dans @, pour tout u e U. En vertu d’un
théoréme de MoNTGOMERY-ZIPPIN (cf. [11], p. 216), si u est suffisamment proche
de b, il existe un élément g, de G, proche de 1’élément neutre, tel que ¢, ()
soit conjugué par g, & un sous-groupe contenu dans ¢,(7); comme g,(n)
est fini, ce sous-groupe est égal & ¢,(w). Le centralisateur C de ¢,(m) est
un sous-groupe fermé de @ ; soit d une section locale analytique de la fibration
G — G/C, au voisinage de I’élément neutre. Si ’on choisit g, e §, ’applica-
tion u — g, est continue (r-différentiable ou analytique); ainsi son jet local
9 au point b est un élément de G. La représentation §@g—! applique chaque
élément p de 7 sur le jet au point b de ’application constante de U sur ¢, (x);

elle correspond au germe de ﬁplongement de V représenté par le produit
U x V et l'injection de V sur {b} x V.

8. I'-superstructure d’ordre r

Dans ce qui suit, B désigne une variété oco-différentiable ou analytique
(réelle ou complexe), et I" un pseudogroupe d’automorphismes locaux de B
(le mot différentiable sera pris dans le sens d’indéfiniment différentiable).

Soit B Pespace des germes de sous-espaces de B muni de sa projection ca-
nonique p sur B, et soit I'le pseudogroupe de ses automorphismes locaux
(qui prolonge I', cf. 1). Comme toujours, IT,. et ITy¢ désignent les groupoides
des jets des éléments de I" et I

Soit I7 le groupoide extension du groupoide I, d’opérateurs sur (1\9,, P)

(cf. I, 7), le sous-espace de ses unités étant identifié & B ; les éléments de 17
sont les couples (Z, K) formés d’un élément Z ¢ II,. et d’un germe K de sous-

espace de B & la source de Z. Soit II" le groupoide quotient de I par la rela-
tion d’équivalence suivante: soient Z et Z’ les jets locaux en = ¢ B des élé-
ments y et 9’ de I', et L, le germe au point x d’un sous-espace L de B con-
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tenant z; les deux couples (Z, L,) et (Z', L,) seront identifiés si et seulement
si les jets d’ordre r (cf. [4], e)) de y et 9’ sont égaux aux points de L voisins

de z. Le groupoide quotient II" est encore étalé sur I’espace B de ses unités par
v
les projections a et b, et la représentation y de IT sur le groupoide I7y donne,

par passage au quotient, une représentation y" de II" sur ITy¥.
On a donc une suite infinie de représentations de groupoides topologiques

I\I/——>--~—>H’+1—->H'——>~-‘—->171—->H,Y (1)

admettant tous B comme espace de leurs unités.
Soit X un espace localement isomorphe & un sous-espace de B, c’est-a-dire

muni d’une (§ , I\"’)-structure o. Considérons sur X les faisceaux de groupoides

P (resp. ‘\ﬁ) formés des germes d’isomorphismes locaux de X dans IT" (resp. I )
(c’est-a-dire des germes tels que leurs unités soient des germes d’isomorphis-

mes locaux de X dans 1\3,); la suite 1) induit une suite analogue de représenta-
tions des faisceaux ".

Définition: Une I-superstructure d’ordre r de ¢ (ou une I-structure d’ordre
r admettant ¢ comme structure sous-jacente) est un élément de H' (X, ).

Tout élément de H* (X, 5\}5), c’est-d-dire toute I'-structure sur X admettant

¢ comme structure sous-jacente (cf. 3 car ‘E est canoniquement isomorphe &
PB7), admet pour tout r une Istructure d’ordre r sous-jacente. La réciproque
n’est pas vraie en général.

Soit G* le faisceau de groupes sur B noyau de la représentation ¢". Si

se HY(X, ‘B) est une I-superstructure de X, soit G le faisceau de groupes
déduit de Gr par un cocycle représentant s (cf. II, 4). De la proposition 7 de
II, on déduit la

Proposition 4: Les I-superstructures d’ordre r de o sont en correspondance
biuntvoque canonique avec les éléments de H (X, 7).

L’élément neutre de H'(X, ®") correspond & la Istructure d’ordre r sous-

jacente a s.
La suite 1) donne naissance & la suite de représentations des faisceaux de
groupes sur X: (‘5'_> S HH >G> >G> X

Remarques: 1. Les Istructures d’ordre r, sous-jacentes & une I-structure
correspondant & un germe P de I-plongement de X, sont autant d’invariants
attachés & ce germe. Dans le cas ol I'" est formé d’automorphismes locaux
analytiques, il serait intéressant de savoir dans quelle mesure ces invariants
d’ordre r suffisent & caractériser la classe d’isomorphie du germe P (ou, d’aprés
le théoréme 1, la I™structure s).
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2. Les représentations i\f} — B déterminent une représentation de ‘ﬁ dans
la limite projective P~ des P, d’otr une application u de H (X, ‘E) dans
HY (X, B>*). Un élément de H' (X, P*) sera appelé une I-superstructure
d’ordre oo de o.

On a également une application » de H*(X, P=) dans la limite projective
lim HY(X, P7).
<«

La connaissance de I'application composée »u permettrait de répondre &
la question ci-dessus.

9. Germes de plongement des variétés analytiques ou différentiables

Soit I'le pseudogroupe de tous les automorphismes locaux analytiques com-

plexes de l'espace numérique complexe C*, de coordonnées y!,...,y%,a1,
.., 2 (p+ q=mn), et soit C? le sous-espace linéaire défini par %*= 0
1<e<yg).

Tout ce qui suit serait encore valable, si ’on remplagait partout «analy-
tique complexe» par «différentiable» ou «analytique réel», et C* par I’espace
numérique réel R».

Une structure de variété analytique de dimension complexe p, sur un
espace paracompact X, peut étre considérée comme une structure sur X
d’espace localement isomorphe au sous-espace C? de C". Les germes de I-
plongement de X seront appelés les germes de plongement analytique (de co-
dimension g¢), car ils sont représentés par des plongements analytiques de X
sur une sous-variété d’une variété analytique de dimension n. Il suffira de
considérer, dans l'espace des germes de sous-espaces de C*, I'ouvert formé
des germes du sous-espace C? de C*, qui sera identifié & C?.

Soit y'm = ym(y, x), z'* = g'(y, ) un automorphisme local de C", au
voisinage de l’origine 0, se réduisant & l’identité sur C?, c’est-d-dire que
ym™(0, 2) = 0, ¢*(0, ) = *. Il détermine une section locale g" de G" (cf. no-
tations de 8) qui peut étre aussi représentée par 1’automorphisme local de C*:

1 . .
ylm —_ “;”(x)yj + cen + Wa;,':“.if(x)y7l e yh’
. 1 ; M)
@ =o' +ai (@) + - + W“?-l...f,(x)y" ool yir
ak},m . a"g‘ ‘
ou «™ ) =—2~L (0,2) et a ) =—"-—(0,
... 14(®) Yis- - -Yix (0, ) .37 (2) Yir- - -Yir ©, 2)

et dét. |af| #0.
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L’automorphisme 1) sera appelé le représentant canonique de la section
locale gr. Réciproquement, tout automorphisme local de la forme 1), oir
o i (x) et a ,...iz() sont des fonctions analytiques arbitraires de «x,
symétriques dans leurs indices inférieurs, est le représentant canonique d’une
section locale de G". Le représentant canonique du produit de deux sections
locales de G" s’obtient en composant les représentants canoniques de ces sec-
tions, et en supprimant dans le développement limité par rapport aux y tous

les termes de degré > r.

I-superstrueture d’ordre 1

Lorsque r = 1, au représentant canonique y'™ = o} (), 2''==* + a}(2)y",
correspond I’application locale analytique

. <0 oc%"(x))
I a}(x)
de C? dans le groupe I, , des automorphismes de I’espace vectoriel complexe
C" qui se réduisent & l'identité sur le sous-espace CP. Cette correspondance
définit un isomorphisme de G!, restreint & C?, sur le faisceau des germes
d’applications analytiques de C? dans le groupe [, ,. Ce faisceau de groupes
peut étre aussi considéré comme le faisceau des germes d’automorphismes de
I’espace fibré des vecteurs tangents & C™ aux points de 0?7, se réduisant & I'iden-
tité sur le sous-espace fibré des vecteurs tangents a CP,

Soit P un germe de plongement analytique de X, représenté par un couple
(Y, @), o Y est, par exemple, la variété complexe C?x X et ¢ le plonge-
ment analytique canonique de X sur {0} x X. Soit ¢ la I-structure sur X
associée & P. Un faisceau de groupes (!, associé par s & G, est donc, en vertu
de la remarque précédente, isomorphe au faisceau des germes d’automorphis-
mes de I’espace fibré E des vecteurs tangents & ¥, aux points de ¢ (X), qui
laissent fixe le sous-espace fibré Ey des vecteurs tangents & la sous-variété
P(X).

Soit M, , le sous-groupe du groupe des automorphismes de 1’espace vecto-
riel complexe C*, formé de ceux qui transforment en lui-méme le sous-espace
C?, et soit L, le groupe des automorphismes de I'espace vectoriel C?. L’ap-
plication qui fait correspondre & tout élément de M, , sa restriction & C?,
est une représentation u de M, ,sur L,. On a donc la suite exacte

eIy, >M,,>L,~>e. @)

Proposition b: Les I-superstructures du premier ordre de X correspondent
biunivoquement aux classes d’isomorphie des espaces fibrés analytiques, & groupe

21 Commentarii Mathematici Helvetici
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structural M, ,, qui sont des extensions (relativement @ u) de Uespace fibré des
vecteurs tangents & X .

Démonstration: De 2), on déduit la suite exacte
e—=>3up, >M,, >L, —e (3)

o J,,, M, , et £, désignent les faisceaux des germes d’applications ana-
lytiques de X dans I, ,, M, , et L, respectivement. L’espace fibré E, &
groupe structural M, ,, est représenté par un élément teH'(X,M,,),
(cf. par ex. [9]), et Ey par I'image de ¢ dans H'(X, &,).

De (3) on déduit la suite exacte

e >3k, > SR,‘M, -8 e (4)

des faisceaux de groupes déduits, par un cocycle représentant ¢, de J, ,,
M, ,, & (cf II, 4). Le faisceau J; , est isomorphe au faisceau des germes
d’automorphismes de Ky, se réduisant & l'identité sur Ey; il est donc iso-
morphe & G1.

Comme L, se reléve dans M, , (par injection de C? dans C”), on déduit
de (4) la suite exacte:

e>HY(X, 3, ) > H(X, M, ) >H(X, L) >e.

Les images dans H*(X, I; ,) des éléments de H'(X, J; ,) correspondent
aux classes d’isomorphie des espaces fibrés, a groupe structural M, ,, qui
sont des extensions analytiques de l’espace fibré Ey. En vertu de la propo-
sition 4, les éléments de H'(X, ®!) correspondent biunivoquement aux I-
superstructures d’ordre un de X ; la proposition résulte de l’isomorphisme
canonique de H(X, G!) et HY(X,3J; ).

I'-superstructures d’ordre » > 1

Dans ce cas, le faisceau de groupes @, restreint & CP, est isomorphe seule-
ment & un sous-faisceau du faisceau des germes d’automorphismes de I’espace
fibré des repéres d’ordre r (cf. [4], e)) de C*, aux points de C?, se réduisant
& l'identité sur le sous-espace fibré des repéres d’ordre r de CP.

Soit L}, le groupe des jets d’ordre r, & P’origine 0 de C*, des automorphismes
analytiques de C* laissant fixe 0. Le noyau de I’homomorphisme canonique
L; — L' est abélien; par les automorphismes intérieurs de L}, il se trans-
forme comme un espace tensoriel (cf.[4], e)). Comme 1’espace des repéres
d’ordre r de C" est un espace fibré & groupe structural L}, il résulte de la
remarque précédente que le noyau N7 de ’homomorphisme canonique de G*
sur G™1 est aussi un faisceau de groupes abéliens.
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Le représentant canonique d’une section locale de N* a la forme

1 A .
y'm=ym +’;T“,j”1...7',(x)yh ceey'r
(8)

1 )
z't = ot -|-~;Ta§1._‘h(a:)y’1 ceylt

Par un changement de coordonnées y™ = y™(x,y), x* = z*(x,y), laissant
invariant le sous-espace C?, le représentant canonique (5) est transformé en

—  — 1 agm dym o™ — —
Y=Yt T g O g ag O Y

. 5)’
— — 1 ozt , oy™ oy™ — (
7't =7 + - -J

Py ]
Wam"m'a—y—“ “ee ay_j’ yl cee y'.

Soit ¢! une I'-superstructure d’ordre r — 1 de X et soit ! la I'-structure
d’ordre 1 qui lui est sous-jacente. Par la proposition précédente, il correspond
4 s! un espace fibré & groupe structural M, ,, et par ’homomorphisme de
M, , sur L, (qui fait correspondre & tout élément de M, , sa projection sur
C9), un espace fibré associé E' (au sens classique), de base X, de fibre C? et
de groupe structural L,. Soit ¢ la section nulle de E'. Le couple formé de la
variété analytique E* et du plongement ¢ représente un germe de plongement
analytique de X, correspondant & une I'-superstructure s de X.

Soient G*, G, N les faisceaux de groupes sur X déduits, par un cocycle
représentant s, des faisceaux de groupes Gr, G™1, N7. L’espace fibré des vec-
teurs tangents & B!, aux points de ¢(X), est & groupe structural L, x L,,
et N est isomorphe, en vertu de (5), au faisceau des germes de sections ana-
lytiques de ’espace fibré associé des tenseurs de composantes (&2, ,af ).

On a la suite exacte

e->W >G> G —>e.

L’élément s™1 correspond & un élément v de HY(X, ®™'). D’aprés la
théorie générale, (cf. [7]), 'élément v est I'image d’un élément de H*(X, G")
si et seulement si, par 'opérateur 4: H (X, 6™!) - H*(X, N"), v est appli-
qué sur ’élément nul. On a donc la

Proposition 6: Une I-superstructure s~ d’ordre r — 1 de X, représentée
par Vélément v e HY(X, ®™1), est sous-jacente & une I'-structure d’ordre r, si
et seulement si la classe 6v e H*(X, ) est nulle.

Rappelons que " est isomorphe au faisceau des germes de sections ana-
lytiques d’un certain espace fibré vectoriel, qui ne dépend que de la I™struc-
ture d’ordre 1 sous-jacente & s™1.
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Lorsque X est une variété de STEIN, alors H(X, ") —» H (X, 6™1) est
un isomorphisme, car H (X, ) et H2(X, ) sont nuls, puisque N7 est
un faisceau analytique cohérent. (Cf. H. CARTAN, Colloque sur les fonctions de
plusieurs variables, Bruxelles, 1953, p. 41-55). On a donc le

Corollaire: St X est une variété de Stein, les I'-superstructures d’ordre r de X
correspondent biunivoquement aux I'-superstructures d’ordre 1, donc aux classes
d’isomorphie des espaces fibrés topologiques de base X, et de groupe structural
le groupe linéaire complexe L, .

Ce corollaire est aussi vrai si X est une variété analytique réelle, plongeable
dans un espace euclidien. Dans le cas d’une variété analytique réelle quel-
conque, on sait néanmoins que H2(X, ) est nul (cf. B. MALGRANGE, Bull.
Soc. Math. Fr., 83, 1955, p.231-237); donc toute I-structure analytique
réelle d’ordre r est sous-jacente & une I'-structure d’ordre 7', pour tout 7> r.

Dans le cas différentiable, il est bien connu que les classes d’isomorphie de
germes de plongements différentiables de codimension ¢ d’une variété diffé-
rentiable X sont en correspondance biunivoque avec les classes d’isomorphie
des espaces fibrés sur X & groupe structural le groupe orthogonal 0(g).

En effet, soit ¢ un plongement différentiable de X dans une variété Y de
dimension n. Introduisons dans ¥ une métrique riemanienne et soit N I’espace
fibré des vecteurs normaux & ¢(X); c’est un espace fibré a groupe structural
0(g), et qui est lui-méme une variété différentiable de dimension n. L’appli-
cation ¢, de X dans N, qui fait correspondre & tout z ¢ X le vecteur nul en
@(z), est un plongement différentiable de X dans N. Les couples (Y, ¢) et
(IV, o) déterminent des germes de plongement différentiable de X isomor-
phes, car chaque vecteur normal suffisamment petit de N peut étre appliqué
sur l'arc de géodésique de méme longueur qu’il détermine dans X.

Ce résultat est-il aussi valable pour les variétés de STEIN (0(¢) étant natu-
rellement remplacé par le groupe unitaire U(g))? Le corollaire précédent
semble le confirmer.

10. Variations infinitésimales de structures

Soit I" un pseudogroupe d’automorphismes locauxd’une variété indéfiniment
différentiable V7, et considérons un pseudogroupe d’automorphismes locaux
différentiables I’ de V™ = RYx V? formé d’éléments localement de la forme

(y,2) > (y,py(x)), o yeR?: zeV? et y,el.

On suppose que I’ contient en particulier tous les éléments de la forme
(y, ) = (y, y(x)), ou y ne dépend pas de y (cf. 5).
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Soit o une (V?, I')-structure sur une variété X, elle peut étre considérée
comme une structure sur X d’espace localement isomorphe au sous-espace

{0} x V?» de V». Lorsque X est compact, les f-superstmctures de ¢ corres-

pondent aux germes de variations de ¢ (cf. 5). Les f-superstructures d’ordre
r de ¢ peuvent é&tre appelées les variations (infinitésimales) d’ordre r de o.

Le produit R?x X est muni d’une (V=, f)—structure qui correspond & une
variation triviale de o, et qui induit sur X, identifié & X, = {0} x X, une
T-structure s.

Soit fo le sous-pseudogroupe des automorphismes locaux de R?x X, formé
de ceux qui laissent fixes les points de X,. En identifiant les germes des é1é-

ments de [y, en un point z e X,, si leurs jets d’ordre 7, au voisinage de x
dans X,, sont les mémes, on obtient le faisceau de groupes " sur X (cf. 3).
Une section de ®" peut étre identifiée & une g-transformation infinitésimale
d’ordre r du pseudogroupe I'y des automorphismes locaux de X. D’aprés le
paragraphe 3, les variations infinitésimales d’ordre r de o correspondent biuni-
voquement aux éléments de HY (X, G").

On remarquera que le noyau " de I’homomorphisme de G" sur G (r>0)
est isomorphe & un sous-faisceau du faisceau des germes de sections de 1’espace
fibré vectoriel des applications multilinéaires symétriques aj j, de B?dans
I’espace fibré des vecteurs tangents & X (cf.9). Ainsi 9" est dans le centre de G&".

D’aprés la suite exacte (cf.[7]): ...HY(X, &) - H'(X, (5"—1)—6> H*(X, ),
un élément v de H'(X, 1) est I'image d’un élément de H(X, ®") si et
seulement si v = 0.

Supposons, en particulier, que I" soit le pseudogroupe des automorphismes
analytiques complexes de C? et que I soit le pseudogroupe engendré par tous
les automorphismes différentiables (ou analytiques) de B x C? (ou C x CP)
de la forme (y,x) — (¥, vy(2)), ou p,el. Alors X sera une variété ana-
lytique complexe; ! et N (pour tout 7 > 0) sont isomorphes au faisceau I
sur X des germes de sections holomorphes de Uespace fibré des vecteurs tangents
& X. Ainsi par exemple, lorsque H'(X, I) = 0, alors H'(X, ") pour tout
r> 0, est réduit & un seul élément correspondant & la variation triviale. Cette
remarque est & rapprocher du résultat (beaucoup plus profond) de [6].

Exemple: Si X est muni d’une (F, I'g)-structure ¢ (cf. 7), les variations in-
finitésimales d’ordre r de o correspondent aux classes de représentations,
modulo les automorphismes intérieurs, du premier groupe d’homotopie = de
X dans le groupe @, se projetant sur la classe des représentations de z dans
@ associée & o (G étant le groupe des jets d’ordre 7, & 1’origine, des applications
de R? dans le groupe G).
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CHAPITRE V

Structures feuilletées transversalement analytiques de codimension un

La lecture de ce chapitre est indépendante de celle du chapitre précédent.

Dans tout ce chapitre, I, désigne le pseudogroupe des automorphismes
locaux analytiques de la droite numérique R, et I7, le groupoide formé des
jets locaux des éléments de I',. Une structure feuilletée transversalement
analytique de codimension 1 est une I',-structure feuilletée; il ne s’agira ici
que de celles qui sont sous-jacentes & une I, -structure.

La proposition 1 montre que toute I',-structure est I’image réciproque d’une
I, -structure réguliére (cf. III, 12); elle permettra dans plusieurs cas d’étendre
aux I, -structures générales plusieurs propriétés des I, -structures réguliéres.
Toutes les propriétés des I, -structures découlent d’un lemme fondamental qui
affirme que toute transversale fermée & une I’ -structure feuilletée sur un
espace X, sous-jacente & une I, -structure, représente un élément d’ordre in-
fini du premier groupe d’homotopie de X. Les principales conséquences du
lemme fondamental sont réunies dans le théoréme 1 (cf. 4) et dans le para-
graphe 5, ol ’'on montre I’existence, dans certains cas, d’une intégrale pre-
miére différentiable globale d’une forme de Pfaff complétement intégrable.
Dans le paragraphe 6, on montre I’existence d’au moins une feuille compacte,
moyennant une hypothése sur le premier groupe d’homotopie. Enfin le para-
graphe 7 donne des renseignements sur le nombre des feuilles compactes.

Comme le montrent des contre-exemples simples, aucune des propriétés
démontrées dans ce chapitre ne serait vraie, en général, si I', était remplacé
par le pseudogroupe des automorphismes locaux différentiables de R. Tous
les procédés utilisés sont particuliers & I’analyticité et & la codimension 1.

1. T',-structure et I, -structure feuilletée réguliére

Proposition 1: Soit 8 une I',-struciure sur un espace X. Il existe un espace
E, muni d’une structure de produit local s, localement isomorphe au produit
RxX munt du pseudogroupe produit I',xJ (ow J est le pseudogroupe des
applications identiques des ouverts de X), et une application continue ¢ de X
dans E, telle que s soit la I',-structure image réciproque par ¢ de la I, -structure
sous-jacente & 3.

Démonstration: Remarquons tout d’abord que toute projection qui étale,
dans R, un espace séparé connexe est un homéomorphisme sur un intervalle
ouvert de R. Comme les éléments de I', sont des automorphismes locaux
analytiques de R, alors I, est un espace séparé, étalé par ses projections
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source et but dans R. Donc les points de la composante connexe de IT,, qui
contient un germe u sont les jets locaux d’un élément maximal y, de T,,.

Soit P* un faisceau principal sur X associé & s (cf. III, 4), et soient a et §
ses projections canoniques sur X et R respectivement. Dans le produit R x P,
soit ¢ la relation d’équivalence qui identifie les couples (¢, y) et (', %), si et
seulement §’il existe un élément u e I, tel que ¥’ = uy (on se souvient que
II,, est un groupoide d’opérateurs sur (P, f)), et si ' = y,(t). Cette relation
o est une relation d’équivalence: elle est réflexive et symétrique, car
Yur =7, ; elle est aussi transitive: si y’ =u'y’ et ¢" =y, (t'), on a
y' =upuly) et t"=y,,(t), car la source de y,,y, est connexe (comme
intersection de deux intervalles), et elle est donc contenue dans la source de
Ywp- Soit donc E Pespace quotient de R x P* par la relation d’équivalence
o, et p la projection canonique de R x P* sur E.

Soit g un relévement d’un ouvert U de X dans B°. L’application g de
RxU dans E, obtenue en composant I'application (¢, z) — (¢, g(x)) de
RxU dans RxP* avec p, est ouverte et biunivoque. En effet, si
g’ (z) = pg(x), alors x = a' et u est le jet de I’application identique de R,
car IT, est simplement transitif dans les fibres du faisceau principal .

Les cartes g, associées & tous les relévements g des ouverts de X dans P,
forment un atlas de R x X sur E compatible avec I',xJ: si'g et g’ sont
les cartes associées aux relévements g et g’ de U et U’ dans P¢, alors
g(t, x)="g'(t',a') sietseulementsi x=2a' et t' =y,(t), ol u est déter-
miné par g¢'(z) = ug(x).

De plus les applications z — g(Bg(x), ) admettent une réunion ¢, qui
est une application continue et biunivoque de X dans E. La projection de
R x P* sur X définit une projection q de E sur X; ¢ est un relévement rela-
tivement & q.

La I,-structure sur E, sous-jacente & sa (R xX, I, X J)-structure peut
étre donnée par le cocycle (h), relatif au recouvrement formé des buts 0, des
cartes g, la section locale %, , appliquant le point y €0, 0, sur I’élément
u de IT,, déterminé par ¢'(x) = pg(x), ou x = ¢(y). L’image réciproque de
ce cocycle par ¢ est un cocycle (maximal) qui détermine s (cf. II, 6).

Remarque: St X est paracompact, alors ¢(X) posséde un voisinage séparé
E, dans E.

Considérons, en effet, un recouvrement W = {U,};; localement fini de X,
par des ouverts U, qui admettent un relévement g, dans P*; soit U'= {U}}; ;
un recouvrement de X tel que I’adhérence U/ de U! soit contenue dans U,.
Pour tout zeX, on peut trouver un voisinage ouvert W, ne rencontrant

qu’un nombre fini de U,, assez petit pour que 1)si z ¢ 5{ , alors W~ U] =g,
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2)si zeU,, alors W,c U,, 3)si zeUln ﬁ;, alors le changement de

cartes g;'g; est défini dans un ouvert contenant (Bg,(W,), W,). Les buts

des restrictions des cartes g, & U[Bg,(W,), W,~ U{], ou ze U}, forment
x

un recouvrement d’un voisinage séparé E, de ¢(X).

2. Un lemme d’approximation

Un point singulier d’une fonction 2-différentiable f sur B™ est un point x
de R” ou1 toutes les dérivées partielles premiéres de f s’annulent ; on dit que le
point singulier x est un point singulier quadratique non dégénéré si de plus la
forme quadratique, dont les coefficients sont les dérivées partielles secondes
de f en z, est non dégénérée. Si f ne présente comme points singuliers, dans
une partie U de R", que des points quadratiques non dégénérés, f sera dite
non dégénérée sur U.

Lemme: Soit V une variété 2-différentiable munie d’une structure feuilletée
2-différentiable réguliére o de codimension 1 (cf.III, 12). Toute application
2-différentiable f de R™ dans V (et ses dérivées partielles premiéres et secondes)
peut étre approchée d’aussi prés qu’'on veut par une application 2-différentiable
g (et ses dérivées partielles premiéres et secondes) telle que, pour toute application
distinguée p,; de o, la fonction p,g soit non dégénérée.

Démonstration: D’aprés M. Morse (cf. [13], p. 178), toute fonction 2-diffé-
rentiable f sur R" (et ses dérivées partielles premiéres et secondes) peut &tre
approchée arbitrairement prés par une fonction 2-différentiable g non dégénérée
sur un compact donné K. De plus, si U est un voisinage de K, on peut méme
supposer que f et g coincident sur le complémentaire de U'.

La structure feuilletée réguliére ¢ peut étre définie & partir d’'un atlas U
de Rx R™ sur V, compatible avec le pseudogroupe engendré par les auto-
morphismes locaux 2-différentiables de la forme (z,y) — (p(z), v(x,y)), ou
xzeR et yeR™. Soient p et ¢ les projections canoniques de R xXR™ sur R
et R™ respectivement.

Soit & un recouvrement de R" par une suite de voisinages compacts
K,,Kg,...,K,, ... tels que: a) tout compact de R™ ne rencontre qu'un
nombre fini de compacts K;, b) pour chaque entier positif ¢, f(K,) soit con-
tenu dans le but U, d’une carte b, de A de source A4;Xx B;, A, et B, étant
des ouverts de R et R™ respectivement. Posons p; = ph;* et q, = qh;*.
Soit encore &' = {K;} un recouvrement de R* par des voisinages compacts
K! des K, vérifiant aussi les conditions a) et b).

Soit £ un voisinage ouvert de f dans 1’espace fonctionnel des applications
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2-différentiables de E" dans V (muni de la topologie définie par I’écart sur les
dérivées d’ordre < 2). Supposons que nous ayons déja construit une appli-
cation f, , de R™ dans V vérifiant les conditions du lemme sur un voisinage
du compact K*'= U K, et telle que f, ,(K]) c U, pour tout entier j.

1<ji<i—1
D’aprés le résultat d:a MogrsE rappelé ci-dessus, on peut construire une fonc-
tion 2-différentiable f: définie sur f; %, (U,), non dégénérée sur un voisinage
de Ki~ K;, identique & p,f, , en dehors de K., et suffisamment proche
de p;f;_, pour que Papplication

fi-i(x) pour zeCK]

hi[@:fea (), fo(x)] pour x e K|

appartienne & Q et que f,(Kj) c U, pour tout j. Alors, pour tout j <4,
les applications p,f, sont non dégénérées.

La fonction g sera alors définie comme limite des f;(x) pour ¢ tendant vers
Vinfini, ce qui a un sens, puisque, pour chaque z e R*, il existe un entier n,
tel que f, = f, au voisinage de x dés que 7 et i’ sont plus grands que 7,.

Remarque: Ce lemme est un cas trés particulier d’'un lemme général de
R. THOM (cf. [16]).

filz) =

3. Le lemme fondamental des I, -structures

Soit X un espace topologique muni d’une I',-structure feuilletée o. Appelons
transversale & o une application 7 de la droite numérique R dans X, telle que
les applications locales de R dans R, obtenues en composant z avec les appli-
cations distinguées de o, soient localement des homéomorphismes. Une trans-
versale fermée sera une application d’un cercle C dans X jouissant de la méme
propriété.

Lemme fondamental: Soit X un espace muni d’une I',-structure fewilletée o
sous-jacente ¢ une I, -structure s. Toute transversale fermée t & o représente un
élément d’ordre infini du premier groupe d’homotopie de X .

Démonstration: Le cercle C peut étre considéré comme le cercle unité » = 1
dans le plan R2, rapporté aux coordonnées polaires (r, 6). Supposons que I’ap-
plication 7 de C dans X soit homotope & une application constante, c’est-a-
dire que 7 puisse se prolonger en une application continue y, dans X, du
disque r <1 limité par C; nous voulons montrer que nous sommes alors
conduits & une contradiction.

On peut supposer d’abord que I’application y a été construite sur un disque
D:r<1+¢ (0<e< 1), de sorte que
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x(r,0) =17(1,0) powr 14+e>r>1—¢. (a)

Soit s, la I',-structure sur D, image réciproque de s par y, et o, sa structure
feuilletée sous-jacente ; elle est réguliére dans la couronne 1 +e¢>r>1 —¢,
et le cercle 7 = 1 est une transversale fermée & o,. En vertu de la proposi-
tion 1 et de la remarque de 1, la structure s, est 'image réciproque, par une
application continue ¢, de la I' -structure sz sous-jacente & une structure de
produit local, définie sur un espace E séparé, par un atlas de R x R2, com-
patible avec le pseudogroupe I', xJ. Ainsi E est une variété analytique
réelle de dimension 3, munie d’une structure feuilletée analytique réguliére
oz de codimension un. On peut tout d’abord remplacer 'application ¢ par
une application 2-différentiable ¢,, de telle sorte que la restriction de ¢, au
cercle C': r = 1, soit une transversale différentiable & oy (c’est-a-dire que le
vecteur tangent en un point de la courbe ¢,(C) soit transversal au plan tan-
gent & la feuille de £ passant par ce point), la condition (a) étant aussi satis-
faite par g,.

En appliquant le lemme d’approximation (cf. 2), on peut approcher ¢, par
une application 2-différentiable y telle que la I',-structure feuilletée o, sur
D, image réciproque de oz par y, soit partout réguliére, sauf en un nombre

fini de points w,, ..., x, situés dans le disque r <1 — £ , et que C soit

encore une transversale différentiable & ¢,,: en dehors des points z,, les appli-
cations distinguées de o, sont différentiables de rang 1; en un point z;, elles
présentent un point singulier quadratique non dégénéré, qui est donc un
maximum, un minimum ou un point selle. La structure feuilletée o,, est donc
non dégénérée (cf. III, 9). On peut s’arranger de plus pour que deux points
singuliers distincts z; et z; ne soient pas sur la méme feuille de o,,; en effet £
peut étre supposé & base dénombrable ; les feuilles de E sont alors elles-mémes
& base dénombrable (cf. [8], a)). Soit f une application distinguée de o, dé-
finie au voisinage de y(z,); I'image par f des feuilles de £ contenant les points
v(,), j #1, est donc formée d’un ensemble dénombrable L de points de R;
on pourra modifier légérement ¢ dans un ouvert U contenant le seul point
singulier z,, sans la changer sur le complémentaire de U, de telle sorte que
Papplication modifiée y’, restreinte & U, et composée avec f, ne présente
encore qu’'un seul point singulier x} et que fy'(z{)¢ L. Pour simplifier les
notations, la I',-structure sur D, image réciproque de la I, -structure de E
par l'application y convenablement modifiée, sera désignée par s, et sa I',-
structure feuilletée sous-jacente par o.

Comme D est simplement connexe, s est orientable (cf. ITI, 5). Les feuilles
de la structure induite par ¢ sur le complémentaire D, des points singuliers z,,
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sont des courbes différentiables qu’on peut orienter ; plus précisément, on peut
construire un champ de vecteurs V sur D, différentiable, chaque vecteur
veV étant tangent & la courbe passant par son origine, et ne s’annulant
qu’aux points singuliers x; de ¢. Chaque feuille de ¢ est un sous-espace con-
nexe de D, formé de trajectoires du champ ¥, et éventuellement de points
singuliers. Nous pouvons donc utiliser les résultats de la théorie classique des
courbes définies par des équations différentielles (cf. [14], [1], [11]). Dans la
terminologie de POINCARE, les points singuliers z; que présente le champ V
sont des centres (si une application distinguée présente en z, un maximum
ou un minimum) ou des cols (si z; est un point selle) d’une espéce particuliére,
puisqu’au voisinage d’un tel point, les trajectoires sont les lignes de niveau
d’une fonction numérique; il y aura au plus 4 trajectoires aboutissant en un
tel point; on n’a pas de foyers ou de nceuds. Le cercle C' est un cycle sans
contact, c’est-a-dire une courbe fermée transverse aux trajectoires.

Supposons, pour fixer les idées, que les vecteurs du champ V soient dirigés
vers l’intérieur de C'. Les trajectoires qui coupent C, et qui aboutissent & un
col, sont en nombre fini; soit donc 7' une trajectoire issue d'un point de C
et n’aboutissant pas & un col. D’aprés la théorie classique (cf. par exemple [2]),
T va s’enrouler asymptotiquement autour d’un cycle limite C,, qui est soit
une trajectoire fermée simple, soit un polycycle formé de deux courbes et un
col.

Supposons que nous soyons dans le premier cas. Soit é un petit arc trans-
verse aux trajectoires et passant par zeC,. Si y est un point de é suffisam-
ment proche de z, la trajectoire 7', issue du point y va recouper 0 suivant
un point y’ (le conséquent de y, cf.[14]); dans un voisinage suffisamment
petit de z dans 8, Papplication u:y —y' ainsi définie est un homéomorphisme
local de 6, laissant fixe z, qui réalise 1’élément du groupe d’holonomie de la
feuille C,, au point z, déterminé en parcourant une fois C, (cf. ITI, 14). Soit
f une application distinguée de I, définie au voisinage de 2z, qui applique 2z
sur D'origine 0 de R, et dont la restriction f, & é est un homéomorphisme sur
un ouvert de R. L’application fouf;' =y est un automorphisme local ana-
lytique de R (laissant fixe 0), car la structure s a été supposée transversale-
ment analytique: soient @, le groupe d’isotropie de I',, & I'origine et =,(C,, 2)
le premier groupe d’homotopie de C,; alors dans l’antireprésentation de
7,(C,, 2) dans @, associée & I’holonomie de C, et déterminée par le jet dis-
tingué 52 f (cf. III, 11, rem.), le jet local de y & l'origine est 'image de I'élément
représenté par le chemin C,. La trajectoire 7' va recouper une infinité de
fois 8, au voisinage de z, suivant des points distincts dont les images par f
auront tous des abscisses négatives, pour fixer les idées. Il en résulte que y
ne se réduit pas & lidentité, et qu'au voisinage de 0, les points d’abscisses
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positives ne sont pas laissés fixes par y (c’est ici que I’hypothése d’analyticité
intervient d’une maniére essentielle; ceci ne serait plus vrai, en général, pour
une structure différentiable): pour tout point ¢ assez proche de 0, les points
t, = y"(t) ou y™(t) (n entier positif) forment une suite de points distincts
qui s’accumulent vers 0; les points f;(¢,) appartiennent & une méme feuille
de o. Il y a donc des trajectoires non fermées & I'intérieur du domaine limité
par C,.

Dans le cas o C, est un polycycle contenant un col z, formé de deux cour-
bes C} et Cj limitant deux régions D’ et D", nous voulons montrer, par un
raisonnement semblable, que 1'une au moins des régions D’ et D" contient
une trajectoire non fermée. Dans un voisinage U de 2z, on peut introduire des
coordonnées (z,y) telles qu’une application distinguée f s’exprime sous la
forme f= 2?2 — y? (cf.[13]). Les axes x = 0 et y = O sont les intersections
de C, avec U; supposons, pour fixer les idées, que la trajectoire C parte du
point z(0, 0) dans la direction positive de ’axe des z, et aboutisse en z sur le
demi-axe positif des y, parcouru dans le sens négatif (elle ne peut évidemment
aboutir sur I’axe des z, en vertu du théoréme de JORDAN); alors O part dans
la direction négative de ’axe des z, et aboutit sur le demi-axe négatif des y.
Le groupe =, (C,, 2) a deux générateurs o’ et x” représentés par les trajectoires
O} et ClJ. Soient &, &,, 85, 8, les transversales 2 =1, z = —1, y=1,
y = — 1, qui coupent les axes aux points 4,, 4,, A5, A,. Comme précédem-
ment, on a des homéomorphismes locaux u’ de §, dans d,, et u” de 8, dans &,
définis au voisinage de 4, et 4,, en faisant correspondre, par exemple, & un
point a, proche de A, sur §,, le point de d; ol la trajectoire issue de a, va
recouper J;. Les isomorphismes locaux u’ et u” réalisent les éléments du grou-
poide d’holonomie déterminés par les chemins A4, 4; et 4,4,. En désignant
par f' et f" les restrictions de f & 8, et 4,, les applications y' = fu'f'~1 et
9" = fu"f"-1* sont des automorphismes locaux analytiques de R, dont les
jets locaux & I’origine sont les images de &' et «” dans P’antireprésentation de
7,(Cy, 2) dans G, associée 3 I’holonomie de la feuille C, et déterminée par
j>f. L’automorphisme local "y’ est certainement différent de 1'identité, car
la trajectoire 7' s’enroule asymptotiquement autour de Cy; donc I’'un au moins
des automorphismes y' ou 9", par exemple ', est différent de I’identité. Il
en résulte, comme précédemment, que la région D’ contient des trajectoires
non fermées.

On pourra donc poursuivre indéfiniment le méme raisonnement en rem-
plagant I'intérieur du cercle C' par une région limitée par un cycle limite, et
Pon aboutira & une contradiction lorsqu’on aura démontré qu’il n’y a qu’un
nombre fini de cycles limites. Supposons qu’il y en ait un nombre infini. Soit
T, une trajectoire vers laquelle vont s’accumuler une suite de cycles limites
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C,,C,, ..., etsoit Cyla feuille de ¢ contenant 7'y. Trois cas pourraient éven-
tuellement se présenter:

1) Cy = T,; alors T, est une trajectoire fermée, sinon toutes les trajec-
toires voisines de 7', seraient non fermées,

2) C, est un polycycle fermé, composé de deux trajectoires T, et 7', issues
d’un col z et y aboutissant,

3) C, est un polycycle contenant 7', et deux trajectoires non fermées, dont
I’une est issue du col z, et ’autre y aboutit.

Par une analyse tout & fait analogue & celle qui précéde, on verrait que,
dans une antireprésentation associée & I’holonomie de C,, I'image de I’élément
de =,(C,, 2) représenté par T, dans les cas 1) et 3), et par T, ou T, suivi de
T, dans le cas 2), serait un élément de G, représenté par un automorphisme
local analytique y d’un voisinage de 0 dans R; y laisserait fixe une suite infinie
de points ¢,, ¢,, ..., s’accumulant vers l’origine 0, et correspondant aux
cycles limites C,, C,, ...; les jets locaux de y aux points c, seraient diffé-
rents de l’identité. Ceci est impossible, car y est analytique.

Ainsi, ’application 7 de C dans X n’est pas homotope & une application
constante ; il en est de méme de lapplication v = 7(1,70) de C dans X,
car c’est évidemment aussi une transversale fermée.

Remarques: 1. Ce lemme ne serait plus vrai en général, si la I',-structure
feuilletée o n’était pas sous-jacente & une I',-structure (cf. III, 13, contre-
exemple). — 2. Des exemples simples montrent qu’une transversale fermée

peut &tre homologue & zéro.

4. Conséquences du lemme fondamental

Désignons par I', le pseudogroupe des automorphismes locaux r-différen-
tiables (r = 1,2, ..., oo) de R et par I, le pseudogroupe des automorphis-
mes locaux topologiques de R. Comme I, est une sous-pseudogroupe de I',,
toute I',-structure (feuilletée) admet une I',-structure (feunilletée) sous-jacente
(cf. III, 5).

Théordme 1: Soit X un espace topologique connexe et localement connexe par
arc, et dont le premier groupe d’homotopie ne contient que des éléments d’ordre
fini. Soit s une I -structure sur X, et o sa I',-structure feuilletée sous-jacente.
Alors

a) toute feuille de o est fermée,

b) st o est une I',-structure fewilletée réguliére, X n’est pas compact,

c) si 8 est orientable et X & base dénombrable, la I'y-structure feuslletée sous-
jacente & o est déterminée par une application de X dans R (cf. 111, 8),
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d) st X est de plus localement compact, la I -structure fewilletée sous-jacente
& o et induite sur un ouvert 2 relativement compact de X, est déterminée par
une application de 2 dans R.

*

Démonstration: Reprenons la démonstration et les notations de la proposi-
tion 1 du paragraphe 1: nous avions construit un espace £, muni d’une struc-
ture de produit local, définie par un atlas de B X X sur E compatible avec
le pseudogroupe I',xJ; E admet une I, -structure feuilletée sous-jacente
g, réguliére, et une J-structure feuilletée sous-jacente réguliére o, déterminée
par la projection ¢ de E sur X. Comme X est localement connexe, les feuilles
de o, sont localement isomorphes & X, et sont étalées dans X par ¢. Les
feuilles de ¢, sont localement isomorphes & R, mais en général non séparées;
un ouvert, homéomorphe & R, d’une feuille de o, sera appelé une courbe de
d,; d’aprés la construction de Z, I'intersection de deux courbes de o, est tou-
jours connexe.

Soit xeX et y = ¢(x) e E. La projection ¢ de £ sur X induit un homo-
morphisme ¢* de =,(E,y) dans m,(X, ). Cest en fait un isomorphisme:
g* est injectif, car g induit I'application identique de =,(X, z); g¢* est sur-
jectif, car étant donnée une application continue 4 du segment I: 0 <<¢ <1
dans E, telle que %(0) = h(1) =y, on voit qu’elle est homotope & I’appli-
cation ¢gh de I dans ¢(X) en la déformant localement le long des courbes
de o, passant par k(f). Donc =, (E,y) n’a que des éléments d’ordre fini.

Nous pouvons supposer ¢, orientable (cf. ILI, 5); si ce n’était pas le cas,
on passerait & un revétement & deux feuillets convenable de K. Une courbe
C de o, ne peut alors rencontrer une feuille F de o, en deux points distincis x,
et z;. Si c¢’était le cas, on pourrait construire une transversale fermée & o,
de la maniére suivante: soit A, une application du segment I: 0 <<t <1
dans F telle que h,(0) = x, et hy(1l) = x, (F est connexe par arc); on peut
prolonger h, suivant une application h(¢,7) de I xI dans E telle que, pour
chaque valeur fixe de 7 (0 < v < 1), h(f,7) soit un chemin contenu dans
une feuille F, de o,, h(t, 0) = h,, et que pour chaque ¢ fixé, h(f,7) soit un
homéomorphisme de I sur une partie C; d’une courbe de o,, C, et C, étant
situés sur C et sans points communs. Comme ¢, est orientable, lorsque le
paramétre v croit de 0 & 1, les points A(0,7) et A(1,7) décrivent les deux
segments C, et C, sur C dans le méme sens, par exemple dans celui du seg-
ment (x,,z,) de C. L’application 7' du segment [0, 2] dans E qui, pour
0<t<<1, est égale & A(t,1 —¢), et qui applique homéomorphiquement
le segment [1, 2] sur I’arc de C d’origine A(1,0) et d’extrémité A (0, 1),
détermine une transversale fermée & ¢,. D’aprés le lemme fondamental, elle
représenterait un élément d’ordre infini du groupe =, (&, ,).
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Il en résulte que chaque feuille de o, est fermée. Les feuilles de ¢ le sont
aussi, car ce sont les composantes connexes des images réciproques par ¢ des
feuilles de o, ; a) est donc démontré.

Supposons & nouveau s (ou ce qui revient au méme o,) orientable. Soit E
Pespace des feuilles de o, (cf. III, 14), et soit g la projection canonique de

A
E sur E. En vertu de ce qui précéde, la restriction de g & toute courbe de o,
A
est un homéomorphisme sur un ouvert de E; la structure feuilletée o, est

done simple (cf. III, 14), et Pespace E est muni d’une (R, I,)-structure cano-
nique qui en fait une variété a4 une dimension analytique réelle, mais non
séparée. La I, -superstructure de o, (et par suite la I, -structure s sur X)
o’ ’est autre que I'image réciproque par g (resp. e9) de cette I',-structure sur

. Il en résulte en particulier que I’holonomie de chaque feuille de o est triviale.
Enﬁn E est simplement connexe: I’homomorphisme, induit par ¢, du premier

groupe d’homotopie de E dans le premier groupe d’homotopie de E est sur-

jectif, car chaque chemin fermé de E peut se relever, relativement & g, suivant
un chemin fermé de E, et le premier groupe d’homotopie d’une variété & une
dimension (séparée ou non) n’a pas d’éléments d’ordre fini.
A
Supposons que la I',-structure s soit réguliére et orientable ; soit X 1’espace
des feuilles de o. L’apphcatlon @ deﬁmt par passage aux quotients une appli-

cation @ qui étale X dans B. Ainsi X est aussi une variété & une dimension.
Si X était compact, elle serait aussi séparée, donc compacte; on pourrait le
vérifier directement, ou appliquer le théoréme de stabilité (bis) (cf. ITI, 13)
pour montrer que deux feuilles de o possédent des voisinages saturés sans
points communs. La variété X serait ainsi compacte et simplement connexe
(pour la méme raison que précédemment), ce qui est naturellement impos-
sible. Donc X ne peut étre compact, ce qui démontre b).

Si X est 4 base dénombrable, il en est de méme pour E et E. Or une variété
simplement connexe de dimension un et & base dénombrable peut étre étalée
dans R par une application f (cf. [8], b)); cela signifie que la I'y-structure

sous-jacente & la I',-structure de E'\ est déterminée par I'application f. Comme
Pal

s est 'image réciproque par g de la I',-structure de E, sa I';-structure sous-
jacente est déterminée par I’application fop de X dans R; les feuilles de o
sont les composantes connexes des images réciproques des points de R par
cette application.

Si de plus X est localement compact, alors ¢(X) posséde un voisinage -
séparé E, dans E (cf. 1, remarque). Soit 2 un ouvert relativement compact
de X ; alors ¢(£) est I'intersection de ¢(X) avec un voisinage £, localement
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compact dans E,. L’espace des feuilles !/2\0 de la I',-structure feuilletée induite
par g, sur £, est muni d’une I'_-structure sous-jacente réguliére au sens de
[8], b), p. 116. D’aprés la proposition 1, p. 117, de [8], b), il existe une appli-

cation indéfiniment différentiable f qui étale Q/:, dans R. La I'_-structure
feuilletée de 2 est donc déterminée par I’application composée de la restric-

tion de @ & 2, de la projection canonique de 2, sur .é\o et de f.

Remarque: Comme le montrent des exemples, la I',-structure feuilletée o
n’est pas en général déterminée par une application de X dans R (méme si
X est une variété compacte).

Corollaire: Une variété compacte V analytique réelle, dont le premier groupe
d’homotopie est fini, n’admet pas de structure de variété feuilletée réguliére ana-
lytique de codimension un.

C’est un cas particulier du théoréme 1, b); on peut le déduire aussi directe-
ment du lemme fondamental. Supposons qu’il existe sur ¥V une structure
feuilletée analytique réguliére de codimension un; en passant & un revétement
4 deux feuillets de V, si c’est nécessaire, on peut se ramener au cas ol cette
structure est orientable. Construisons un champ différentiable de vecteurs
transverses aux feuilles; si 7' est une trajectoire de ce champ, comme V est
compact, il existe une suite de points de 7', correspondant & des valeurs du
parameétre qui tendent vers l'infini, qui s’accumulent vers un point x de V.
En déformant légérement T au voisinage de x, on obtient une transversale
fermée, ce qui est contraire, en vertu du lemme fondamental, & I’hypothése
que le premier groupe d’homotopie de V est fini.

Il en résulte, en particulier, que les sphéres 8” (n > 1) n’admettent pas de
feuilletage analytique régulier de codimension 1. On sait cependant qu’il
existe sur S® une structure de variété feuilletée réguliére indéfiniment diffé-
rentiable de codimension 1 (cf. I’exemple classique de REEB ([15], a), p. 112),
qu’on peut modifier légérement pour obtenir un feuilletage indéfiniment dif-
férentiable). Nous ne connaissons pas d’exemple de structure de variété feuil-
letée réguliére de codimension 1 sur des sphéres de dimension plus grande
que 3.

Voici encore une autre application du lemme fondamental:

Proposition 2: Soit 8 une I',-structure sur un espace X et soit F une feuille
de sa I',-structure feuilletée sous-jacente & s. Soit y une des représentations de
m(F,z), zeF, dans le groupe G, d’isotropie de I',, & Vorigine associée &
Uholonomie de F, (cf. III, 11). Le noyau de yp contient le noyau de la représen-
tation de n,(F, z) dans =, (X, z) induite par Vinjection de F dans X .
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Démonstration: Soit « un élément de =, (F, x) représenté par une applica-
tivn continue C du segment 7: 0 <<¢ < 1 dans F, telle que C(0) = C(1) = z.
Deux cas peuvent se présenter: ou y(x) est le jet d’'un automorphisme local
de R qui change l'orientation de R; alors s est non orientable, et C se reléve
suivant un chemin non fermé dans un revétement déduit par s du revétement
de R formé des germes d’orientation locale de R (cf. III, 5); ainsi C n’est pas
homotope & une application constante dans X. Ou bien p(x) appartient au
sous-groupe G de @, formé des jets d’automorphismes conservant I’orienta-
tion de R.

Reprenons alors les notations de la démonstration du théoréme 1: I’appli-
cation %k, = ¢C peut se prolonger en une application A(t,7) de I xI dans
E telle que, pour chaque 7 fixé, h(t,7) soit un chemin contenu dans une
feuille de o,, A(t, 0) = hy(t), et que pour chaque ¢ fixé, A(t,r) soit un ho-
méomorphisme du segment 0 < v <1 sur une partie C; d’une courbe de
o,. L’application %(0,7) —h(1,7) est une application de C, sur C, qui est
différente de I'identité si w(x) est différent de l'identité. Il existe dans ce
cas des valeurs positives v, et 7,, 7, % 7,, telles que &(0,7y) = h(1l,7,);
alors h(t,7o+ (v, — 7p)), 0 <¢ < 1, est une transversale fermée, homotope
au chemin 4y; d’aprés le lemme fondamental, elle ne peut étre homotope &
une application constante dans E. Comme ’homomorphisme induit par ¢ sur
les premiers groupes d’homotopie est un isomorphisme, C ne peut étre homo-
tope & une application constante dans X .

Remarques: 1. Si s est orientable, le noyau de i contient tous les éléments
d’ordre fini de =, (F, z).

2. La proposition 2 pourrait aussi se formuler de la maniére suivante: le
noyau de l’antireprésentation de =,(¥,x) dans le groupe d’holonomie de F'
au point z (cf. II, 8 et III, 11) contient le noyau de la représentation de
7, (F, x) dans =,(X, z) induite par l'injection de ¥ dans X.

b. Existence d’une intégrale premiére d’une forme de Pfaff
analytique complétement intégrable

Sur une variété analytique réelle V, soit & une forme de Pfaff analytique
et complétement intégrable, c’est-a-dire telle que dx ~x = 0. Dans un ouvert
U de V, une intégrale premiére r-différentiable ou analytique de « est une
fonction f r-différentiable ou analytique dans U telle que df = ga, ol g est
une fonction r-différentiable ou analytique différente de zéro dans U. Au
voisinage d’un point régulier x de « (c’est-d-dire d’un point ol tous les coeffi-
cients de « ne sont pas nuls), il existe toujours une intégrale premiére ana-

22 Commentarii Mathematici Helvetici
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Iytique; si f et f' sont deux telles intégrales premiéres locales, elles sont liées
au voisinage de x par une relation analytique: ' = F(f), telle que dF/df + 0.

Nous dirons qu’une famille d’intégrales premiéres locales analytiques f, de «
forment un systéme cohérent, si les U, forment un recouvrement de V et si,
au voisinage de tout x e U;~ U;, les fonctions f; et f; sont liées par une
relation analytique. Dans ce cas, les f, sont des applications distinguées d’une
I’ -structure feuilletée non dégénérée sur V, si de plus « n’est pas identique-
ment nulle dans une composante connexe de V. Le théoréme 1, d) donne
done le

Théoréme 2: Soit V une variété analytique réelle connexe, dont le premier
groupe d’homotopie n’a que des éléments d’ordre fini. Une forme de Prarr sur V,
qui admet un systéme cohérent d’intégrales premiéres locales analytiques, admet
une intégrale premiére indéfiniment différentiable sur touwt ouvert relativement
compact de V.

Une forme de PFAFF &« complétement intégrable et qui ne s’annule en aucun
point de ¥V admet un systéme cohérent d’intégrales premiéres analytiques
locales. Il en est de méme, en vertu d’un théoréme de G. REEB (cf. [15], a),
p. 1563), lorsque dim. ¥V > 2, si la forme « complétement intégrable ne pré-
sente que des points singuliers isolés, ou1 le déterminant des dérivées partielles
premiéres des coefficients de « est différent de zéro.

6. Sur Pexistence d’une feuille compacte

Théordme 3: Soit X un espace connexe et localement simplement connexe par
arc, et dont le premier groupe d’homotopie posséde un sous-groupe cyclique libre
d’indice fini. Soit o une I',-structure feuilletée sur X, sous-jacente & une I, -
structure 8. Alors

1) toute transversale fermée & o coupe une feuille de ¢ en un mombre fini de
points ay plus,

2) toute feuille de o est propre; en particulier, il n’y a pas de feuille partout
dense,

3) il existe au moins une feuille fermée; en particulier, si X est compact, il
existe au moins une feuille compacte.

Démonstration: D’aprés la proposition 1, nous sommes ramenés & démon-
trer 1) et 2) pour I’espace E, qui est muni d’une I',-structure feuilletée régu-
liére o,, et qui vérifie les mémes conditions que X. Soit 7' une transversale
fermée & o, qui coupe une feuille F de ¢, en un point z. Elle représente un
élément « d’ordre infini de =,(E, z). Soit E' le revétement universel de E,
et soit o’ la I',-structure feuilletée sur £’, image réciproque de o, par la pro-
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jection canonique p’ de E’' sur E. Comme le sous-groupe de =,(E, ) en-
gendré par « est d’indice fini m, alors p’~*(7') se compose d’un certain nombre
r <m de transversales & o': T, T,, ..., T,. Une feuille F’ de ¢’ qui se
projette sur F rencontre chaque 7'; en un point au plus, car dans E’ une trans-
versale ne peut couper une feuille en plus d’un point (cf. Th. 1). Donc F ne
peut rencontrer 7’ en plus de m points, et 1) est ainsi démontré.

Soit T' une transversale coupant une feuille ¥ en un point «. Si 7' recoupe
F en un autre point, on en déduit comme dans la démonstration du théoréme 1
(en supposant au besoin o orientable) l’existence d’une transversale fermée
coupant F en z et, d’aprés 1), suivant un nombre fini d’autres points. Il en
résulte que F est propre.

Pour démontrer 3), reprenons le raisonnement de REEB (cf. [15], a) th. p.109):
P’ensemble des fermés de E saturés par des feuilles de E, ordonné par inclu-
sion, est inductif. D’aprés le théoréme de Zorn, il existe au moins un élément
minimal dans cet ensemble. Or, comme toutes les feuilles sont propres, un
élément minimal ne peut étre qu’une feuille fermée ; en effet, une feuille propre
est un ouvert dans son adhérence, et comme X est localement connexe, 1’ad-
hérence d’une feuille de ¢, est un fermé saturé par des feuilles (cf. III, 14,
propos. 5). Il existe donc au moins une feuille fermée F dans £. Une com-
posante connexe de I'image réciproque de E par I’application canonique ¢
de X dans E, est une feuille fermée de X .

7. Sur le nombre des feuilles compactes

Rappelons quelques définitions.

Une structure s de variété fewilletée (réguliére) de codimension q sur une
variété V est définie par un atlas complet U« de R?X RP sur V compatible
avec le pseudogroupe des automorphismes locaux de R?x RP engendré par
les transformations de la forme

(,y) > (p(2), (2, 9)) .

Si @ est localement un homéomorphisme de degré topologique --1, la
structure s sera dite transversalement orientable.

Si @ est analytique réelle, la structure s sera dite transversalement analytique.

Un ouvert simple de s est le but d’une carte f de U dont la source est de la
forme U x P, ou U et P sont des ouverts connexes de R? et RP.

La démonstration du théoréme suivant ne fait pas usage du lemme fonda-
mental.

Théoréme 4: Soit V une variété compacte connexe munie d’une structure de
variété feuilletée réguliére de codimension 1 et transversalement analytique. Alors,
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ou toutes les feuilles sont compactes, ou il existe au plus un nombre fini de feuilles
compactes.

Ce théoréme est une conséquence facile des lemmes 1 et 2 ci-dessous.

Lemme 1: Soit V une variété paracompacte dont le premier nombre de Betti
modulo 2 est fini, et qui est munie d’une structure de variéié fewilletée réguliére
8 de codimension 1. L’ensemble des feuilles fermées est alors un fermé dans V.

11 suffit de le montrer dans le cas ol s est transversalement orientable. Par
une construction analogue & celle qui est utilisée dans [8], a), II, th. 1, on
montre qu’on peut trouver un recouvrement de ¥V par des ouverts simples
U, tels que l'intersection de chaque U, avec toute feuille fermée soit connexe
(ou vide). Soit alors F,, F,,... une suite de feuilles fermées, et soit F une
feuille adhérente & la réunion des F;. Pour montrer que F est aussi fermée,
il suffit de vérifier que son intersection avec chaque U, est connexe ou vide.
Supposons que F ~ U, ait deux composantes connexes au moins; alors,
pour n assez grand, F,~ U; aurait deux composantes connexes au moins,
ce qui est impossible.

Lemme 2: Avec les hypothéses du théoréme, il n’y a qu'un nombre fini de
feuilles compactes dont le groupe d’holonomie est différent de Uidentité.

Raisonnons par ’absurde: supposons qu’il existe une infinité de feuilles
distinctes F,, F,,... compactes et & groupe d’holonomie différent de 1'iden-
tité. Une feuille ¥ adhérente & la réunion des F, est compacte (lemme 1). Son
groupe d’holonomie G doit &tre fini ; en effet, G est isomorphe & un sous-groupe
du groupe des jets d’automorphismes locaux analytiques de R & l’origine 0;
s8i y est un tel automorphisme local dont le jet en 0 n’est pas équivalent &
celui de I’application identique ou de la symétrie par rapport & l’origine, alors
pour tout x suffisamment proche de 0, les points 9"(z) ou yp~"(x) s’accu-
mulent vers 0; ceci est impossible, car les feuilles F,, arbitrairement proche
de F, sont compactes (cf. III, 14, propos. 5). Donc @ est réduit soit & I'iden-
tité soit & un groupe cyclique d’ordre 2. Il en résulte que toute feuille assez
voisine de F' est compacte (th. de stabilité) et a un groupe d’holonomie réduit
& I'identité, d’ol1 la contradiction.

Démonstration du théoréme: L’ensemble des feuilles compactes dont le
groupe d’holonomie est I'identité ou un groupe cyclique d’ordre 2, est un
ouvert W dans V, en vertu du théoréme de stabilité. C’est aussi un fermé, en
vertu des lemmes 1 et 2. Comme V est connexe W=V ou W =g.
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