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110 V3. G. H Bryan. Allgemeine Grundlegung der Thermodynamik.

Wird die linke Seite im besonderen Null, so befindet sich der Zu-
stand an der Grenze zwischen Stabilitdt und Labilitit.

Die Bedingungen (62) und (63) sind ferner iquivalent mit den
folgenden Bedingungen:

G (@,<0 @)<0 @),<0 (@<

Die ersten beiden driicken die Thatsache aus, dass die Elastizitits-
moduln bei konstanter Temperatur und Entropie positiv sind (vgl
Bezeichnungen p. 75); die letzten beiden fordern, dass die spezifischen
Wirmen fiir konstanten Druck und konstantes Volumen positiv seien.
Die letztere Forderung bildet eine Spezialisierung des sogenannten
Helmholtz'schen Postulates®®), welches fiir ein System von allgemeinem
Charakter wie folgt ausgesprochen werden kann:

Wenn ein System awf Normalkoordinaten bezogen ist, werden seine
spezifischen Wirmen positiv.

Eingehender behandelt .Duhem“) die thermodynamische Stabilitiit
eines allgemeinen Systems, indem er sich auf das Dirichlet’sche *°)
Stabilitétskriterium der Dynamik stiitzt. Ebenso wie in dem zuletzt
betrachteten Falle hiingt die Stabilitit von den unendlich kleinen Ande-
rungen zweiter Ordnung der thermodynamischen Potentiale ab, falls die
Variabeln, die den Zustand des Systems definieren, sich um unendlich
kleine Grossen erster Ordnung #ndern. Die analytische Formulierung
der Stabilititsbedingungen betrifft daher die zweiten partiellen Diffe-
rentialquotienten der Potentiale. Steht das System unter dem Ein-
fluss dusserer Kriifte, die ein Potential £ haben, so findet Duhem, dass
das System stabil ist gegeniiber allen adiabatischen Anderungen, wenn
U+ & ein Minimum ist, und dass es stabil ist gegeniiber allen iso-
thermischen Anderungen, wenn U— 7'S + & ein Minimum ist. Dabei
wird ein System, welches bei isothermischen Anderungen stabil ist,
auch stabil bei adiabatischen Anderungen, falls es dem Helmholtz'schen
Postulate geniigt.

18. Wechsel der unabhiingigen Variabeln. Da von den drei
Variabeln p, » und 7 irgend zwei gentigen, um den Zustand einer
homogenen (tropfbaren oder gasformigen) Fliissigkeit festzulegen, so
muss es fiir jede solche Substanz eine Gleichung von der Form

(65) f® o I)=0

53) H. von Helmholtz, Zur Thermodynamik chemischer Vorginge, Berl.
Ber. 1882, p. 30; Wiss. Abhandlgn. 2, p. 958.

54) P. Duhem, J. de Math. (4) 2 (1894), p. 262—285,

55) Lejewne Dirichlet, J. f. Math, 32 (1846), p. 85.



18. Wechsel der unabhiingigen Variabeln. 111

geben, welche jene drei Variabeln mit einander verkniipft und die
aus Versuchen zu bestimmen ist. Es gilt daher

d + a4 M ar o,
hieraus folgt z. B. be1 festgehaltenem 7'
dp\ __ _ of jof
(475)1'_ - 55/513

und zwei entsprechende Gleichungen. Man schliesst aus ihnen, dass

() @2): (3, =1
und dass®) ip o T
1) @) @7), (@) =1

Die der Masseneinheit zugefiilhrte Wérme dg kann in einer der
folgenden Formen geschrieben werden:

(69) dqg=y,aT + 1,dp,
(70) dq = Mdv + Ndp,

wo y, und p, die Wirmekapazititen der Masseneinheit (spezifische
Wirmen) bei konstantem Volumen oder konstantem Druck, I, und [,
die latenten Wirmen der Masseneinheit bei konstanter Temperatur
fir eine Anderung des Volumens oder des Druckes bedeuten (vgl.
hierzu den vorausgeschickten Abschnitt ,Bezeichnungen?) und die
Zeichen M und N gewisse Funktionen der in Gleichung (70) zu un-
abhéingigen Variabeln gewihlten Grdssen v und p bedeuten. Wenn
man die unabhiéingigen Veréinderlichen in einer dieser Formeln #ndert,
muss sich eine der anderen Formeln ergeben. So erhilt man

74T + Lo = 2,d7 +1,{(77) a7 + (32), dv};

vergleicht man dieses mit (69), so ergiebt sich

dv dv
W =), i),
Ahnlich erh#lt man:

ap ap
(72) lv = lp(d—/l;)l.) Yo = 7p + lp(a_j’_)v'
Durch Elimination von d7 aus (68) und (69) folgt ferner

ldv—yl d
(13) dg =" TP
'yp_’yv

56) Clausius, Abhandl. 2, p. 15, Gleichung (27).
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und durch Vergleichung mit (70)

(74) M=l oy Vb
Yp — %o Yo Vp
Fir eine adiabatische Zustandsinderung (dgq = 0) konnen die
Quotienten der Differentiale von p, » und 7 hiernach bestimmt werden.
Fiihrt man die Elastizititsmoduln ¢, und e, bei konstanter Entropie

und konstanter Temperatur ein, ndmlich (vgl. den Abschnitt ,,Bezeichn.“)

— dp — dp
e (), e (),
so ergiebt sich aus (70), (74) und (72)
—o ¥ _ Tl _ Yp (dp\ _ "
es—”’ﬁ—””“zp - Ty, (d_v-)T-— Yo er
oder
€, Y,

In Worten heisst dieses: Die Elastizitdtsmoduln fir adiabatische und
isotherme Zustandsinderungen verhalten sich ebenso wie die spezifischen
Wiirmen ber konstantem Druck und konstanter Temperatur.
Fiir adiabatische Anderungen erhilt man ferner aus ((68), (71))
bez. ((69), (12)) die folgenden Formeln: )
dv Vs Yy dv
(1) @), = — 7 =— 5= @),

v

) (i), = =7 == .2 (.

Wenn neben Temperatur, Volumen und Druck auch Entropie
und Energie s und % der Masseneinheit in Betracht gezogen werden,
hat man im ganzen fiinf Variable. Irgend zwei von ihnen kdnnen
als unabhingige Variable oder als ,Koordinaten des Zustandes“ be-
trachtet werden; die tibrigen sind dann fiir die gleiche Substanz ab-
hingige Variable und Funktionen jener Koordinaten. Ferner wird
der partielle Differentialquotient einer Variabeln nach einer anderen
verschieden ausfallen, je nachdem man von den iibrigen Variabeln die
eine oder die andere oder die dritte beim Differenzieren festgehalten
hat. Bei 5 Variabeln ergeben sich auf solche Weise 5.4 .3 = 60
verschiedene partielle Differentialquotienten; jeder derselben ist, je

nach der Wahl der unabhingigen Koordinaten, in 52 10 ver-

-4
1.2
schiedenen Formen auszudriicken; im Ganzen sind 60 .10 = 600
Formeln erforderlich, um alle diese partiellen Differentialquotienten

durch jedes Koordinatenpaar auszudriicken.
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In manchen Lehrbiichern werden solche Formeln in tabellarischer
Anordnung gegeben. Um Weitldufigkeiten zu vermeiden, kann man
die Resultate unter die folgenden fiinf Rubriken bringen:

Es seien z, y die unabhingigen, o, f, y die abhiingigen Variabeln.
Dann hat man®")

®  (@),= s e

o, p) dwdf 0adp

(79) (fi%)ﬂr‘ (Cllﬁ) — a(gvﬂ?l) __ oz ﬁg;a_y%,
delp 0y 0y
9o
(80) (@)= (_115 -5
dx)a ox
O

G (@=am =

apg B o’
(). o
oy  xdy Ddady
dey 1 oz, v) — 0w 0y 0y o,
(82) (78), = @) s " owor _orn
de/y o(z, v) ox dy 0Oy ox

Indem man fiir 2, y, «, B, y die Werte v, p, T, s, u in irgend
einer passenden Reihenfolge einsetzt, kann jeder partielle Differential-
quotient durch jedes Paar von Zustandskoordinaten ausgedriickt und
kann jede thermodynamische Formel, welche die in Rede stehenden
Differentialquotienten enthilt, gewonnen werden.

Ahnlich liegen die Dinge bei einem System von beliebig vielen
Freiheitsgraden; die partiellen Differentialquotienten lassen sich dann
in der Form von Funktionaldeterminanten darstellen%®).

19. Folgerungen aus den Integrabilititsbedingungen. Die
Bedingung dafiir, dass Xdz + Ydy ein vollstindiges Differential ist,

57) Die Gleichungen (78) bis (82) kénnen leicht nach bekannten analytischen
Methoden gefunden werden; ausserdem ergeben sich die ersten vier Gleichungen
auch, wenn man in der (z, y)-Ebene ein krummliniges Viereck konstruiert, das
von den Kurven « = const., « 4 de = const., § = const., § 4 d§ = const. begrenzt
wird, und die verschiedenen Ausdriicke fiir dessen Inhalt nach Forthebung des
gemeinsamen Faktors do dp einander gleichsetzt. Die fiinfte Gleichung folgt
dann durch Division zweier vorhergehender durch einander. Dies geometrische
Verfahren wurde durch die Arbeiten von Rankine ausgebildet.

58) Vgl. z. B. B. Weinstein, Thermodynamik, p. 107,
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