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Gtases bei konstantem Druck um einen Skalenteil jenes Thermometers
erh6ht. Man findet so

(129) L= —v— G52

Bei einem vollkommenen Gase ist nach Gl (107") I, gleich — v;
mithin wird bei einem wirklichen Gase, dessen Verhalten von dem
der vollkommenen Gase nicht zu sehr abweicht, das Zusatzglied

¢,0t/0p in Gl (129) klein sein. Man kann also, dhnlich wie oben,
setzen:

(130) — =1t

a“] -

Gl (125) giebt daraufhin:
log —;—: = log %:— + Jedv
oder auch &

(131) T = Avel*®,

wo A abermals eine Konstante.

Wie der Vergleich von (130) und (129) zeigt, ist die Bedeutung

von & diese:

Die Versuche von Joule und Thomson und anderen Beobachtern
zeigten, dass 0f ungeféhr proportional war mit dp, selbst dann, wenn
betrichtliche Druckdifferenzen dp bei der Beobachtung vorkamen.
Man kann daher das Verhiltnis 0¢/0p (den sogenannten ,Abkiihlungs-
effekt”) leicht und genau bestimmen, indem man die Anordnung so
wihlt, dass 0¢ und dp nicht zu klein werden. Somit ist auch die in
(131) vorkommende Grosse & einer genauen Messung zugiinglich und
kann als eine bekannte Funktion von v gelten. Die Exponential-
grosse in (131) kann daraufhin ausgewertet werden. Sie liefert die-
jenige Korrektion, welche an den Ablesungen eines Luftthermometers von
konstantem Druck anzubringen ist, um dieselben auf absolute Temperatur
2w redugieren.

Eine erschopfende Behandlung des Problems unter Beriicksichtigung
der experimentellen Verhiltnisse giebt H. L. Callendar ™).

24. Phaseniéinderungen, insbesondere Knderungen des Aggregat-
zustandes. Der feste, fliissige und gasformige Aggregatzustand liefert
ein Beispiel dafiir, dass ein und derselbe Stoff in verschiedenen Kr-
scheinungsformen oder Phasen vorkommen kann. Die allgemeinen

Glesetze, welche den Ubergang einer Phase in eine andere beherrschen,
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 9
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sollen hier an dem Beispiel der Aggregatzustéinde entwickelt werden;
sie gelten aber allgemeiner fiir beliebige Phasenéinderungen. Im folgen-
den Artikel werden Beispiele von Phaseninderungen allgemeinerer
Art behandelt werden.

Ist die Temperatur gegeben und so beschaffen, dass bei dieser Tem-
peratur zwei verschiedene Phasen des Stoffes im Gleichgewicht neben
einander bestehen konnen, so muss gleichzeitig der Druck einen be-
stimmten Wert haben (,,Gleichgewichtsdruck®); entsprechend muss, wenn
der Druck gegeben ist, beim Gleichgewicht beider Phasen die Temperatur
eine geeignete sein (,,Gleichgewichtstemperatur®). Z. B. ist der Siede-
punkt des Wassers diejenige Temperatur, bei der Wasser in dem
fliissigen und gasformigen Zustande zusammen bestehen kann, wenn
der Druck der normale Atmosphérendruck ist. Druck und Temperatur,
bei denen Gleichgewicht zwischen beiden Phasen herrscht, sind also
durch eine Gleichung von der Form ¢(p, T) =0 verbunden. Ein
System, in dem beide Phasen vertreten und im Gleichgewicht mit ein-
ander sind, heisst ein gesdttigter Komplex beider Phasen ™), die Kurve,
welche die Gleichung ¢(p, T') = O graphisch veranschaulicht, heisst
die Sdttigungskurve.

Ist ein gesittigter Komplex z. B. in einem Cylinder mit beweg-
lichem Kolben enthalten, so kann man sein Volumen vergrdssern und
zugleich die Temperatur konstant halten; dann wird ein Teil des
Stoffes von der Phase grisserer zu der geringerer Dichte iibergehen,
bis der Druck der urspriingliche geworden ist; das Umgekehrte wird
eintreten, wenn man das Volumen verkleinert. Bei diesem Ubergange
wird eine gewisse Wirmemenge verbraucht oder abgegeben. Die
Wirmemenge 1, die erforderlich ist, um die Masseneinheit von der
einen in die andere Phase tiberzufithren, heisst die latente Wirme der
Uberfiihrung oder die spezifische Reaktionswiirme (von Zeuner der Weirme-
inhalt des Prozesses genannt). Man sagt, dass der Stoff von der niederen
zu der hoheren Phase oder von der hoheren zu der niederen iibergeht, jo
nachdem latente Wirme aufgenommen oder abgegeben wird. Wenn
einem gesittigten Komplex bei konstantem Druck Warme zugefiihrt
wird und gleichzeitig die Temperatur den durch Gleichung ¢ (p, 7') = 0
bestimmten Wert beibehilt, wird alle Wiérme dazu verbraucht, um
eine gewisse Menge des Stoffes von der niederen in die hohere Phase

75) Das Wort Mischung (Gemisch), welches ebenfalls vielfach zur Bezeich-
nung eines aus mehreren Phasen bestehenden, heterogenen Systems benutzt wird,
soll hier fiir die homogenen wirklichen Mischungen verschiedener Stoffe oder ver-
schiedener Phasen desselben Stoffes reserviert werden, in welchem Sinne es be-
reits in der Nr. 22 benutzt wurde.
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tiberzufithren; dies dauert so lange, bis der ganze Stoff in die hdhere
Phase iibergegangen ist. Entsprechend geht, wenn einem gesittigten
‘Komplex in derselben Weise Wirme entzogen wird, ein Teil des Stoffes
von der hoheren in die niedere Phase iiber. Andern sich Druck und
Temperatur in Ubereinstimmung mit der Gleichung ¢(p, T) = 0, so
werden die Werte von dg/dT, fir die Masseneinheit der beiden
Phasen berechnet, die spezifischen Wirmen der Phasen im Sittigungs-
zustande genannt und mit p" und »” bezeichnet.

Man betrachte die Masseneinheit des gesittigten Komplexes und
bezeichne die darin enthaltenen Massen der beiden Phasen bez. mit x
und 1 — 2. Volumen, Energie und Entropie v, u, s der Masseneinheit
des Komplexes sind dann mit den entsprechenden, fiir die Massen-
einheit der beiden Phasen berechneten Grossen o', o, s'; v, w”, s”
durch die Gleichungen verbunden:

(132) v=2av + (1 — )",
(133) u=zu + (1 —z)u",
(134) s=uzs 4+ (1 —ux)s"

Die Zufiihrung einer Wirmemenge dg wird im allgemeinen einen
Temperaturzuwachs d7T' bewirken und ausserdem eine gewisse Menge
dx von der niederen in die héhere Phase iiberfithren. Dabei hingen
dq, dT und dx durch die Gleichung zusammen:

(135) dg ={zy + (1 —2)y"}dT + Adux.

Andererseits wird eine Temperaturinderung d7 im allgemeinen
mit einer Volumiénderung dv verbunden sein; gleichzeitig wird eine
gewisse Menge dz aus der einen in die andere Phase iibergehen.
Nach (132) hiéngen dv, dT und dx folgendermassen zusammen:

a ] a ' 4 rr
(136) dv={x531,—+(1——w)%}dT+(v —v")dz.
Bei festgehaltener Temperatur ergiebt sich hieraus:
(dv)p = (v — v")dx;
Gleichung (135) besagt in diesem Falle
Durch Division folgt also

(137) (G, =t =72

r T v —o
Die latente Wirme der Voluménderung ist sonach mit der latenten

Wiirme der Phaseninderung in Zusammenhang gebracht.
9*
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Ziehen wir noch die Clapeyrow'sche Gleichung heran, so kénnen wir
weiter schliessen

d 1, i

(138) R R
hier wurde in der Schreibweise von dp/dT der Hinweis auf das fest-
zuhaltende Volumen als iiberfliissig fortgelassen; da némlich, solange
der Komplex gesittigt ist, p eine Funktion von 7' allein ist, ent-
sprechend der Gleichung ¢(p, T') = 0, hiingt der Wert des Differential-
quotienten nicht von der Annahme v = const. abh.

Es handle sich ferner um einen adiabatischen, durch plétzliche
Druckénderung hervorgerufenen Prozess. Setzt man in (135) dg =0,
so ergiebt sich:

dz\ __ zy+(1—a2)y"
), = ;

und nach (138)

ii.f) — (iﬁ) /dp _ A=y =",
(d , \aT/,/ aT — 1 T2 :

Somit bestimmt das Vorzeichen der rechten Seite, ob bei einem adia-
batischen Prozess Substanz in die hohere oder niedere Phase iiber-
gefiihrt wird.

Sind »" und »” beide positiv, so ist (dz/dp), positiv, wenn v' <v”,
negativ, wenn v >v”. Mithin bewirkt eine plétzliche Kompression,
dass Substanz aus derjenigen Phase, in der sie das grossere Volumen,
zu derjenigen Phase, in der sie das kleinere Volumen hat, transformiert
wird. Z. B. bewirkt Kompression beim Gleichgewicht zwischen Eis
und Wasser (v" <v”) Verfliissigung, bei dem zwischen festem und
fliissigem Schwefel (v" > v”) Verfestigung.

Ist 3" negativ, so bleibt die Unterscheidung dieselbe, falls nur
y'x 4+ 9" (1 — z) positiv ist, d. h. falls

x> ?1;7/' .
In dem Grenzfalle

5=t
Y —v
bewirkt eine hinreichend geringe Kompression dp keine Phasenéinderung
oder nur eine solche, welche mit dp verglichen von der zweiten Ord-
nung ist.
Ist dagegen

7"
< =7
so kehrt sich die Erscheinung um; eine Kompression bewirkt jetzt,
dass Substanz von der Phase kleineren zu der grdsseren Volumens
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iibergeht.  Allgemein gesprochen, hingt im Falle " <O die Wirkung
emer plotslichen Kompression von den Mengen z, 1 — x der beiden
Komponenten des Komplexes ab.

Nach dem ersten Hauptsatz gilt mit Riicksicht auf Gl. (135)

du=dq — pdv
= {2y + (1 —a)y"} aT 4 Adz—p L dz—p 22.aT.

Da du ein vollstindiges Differential und p im Zustande der Sattigung
eine Funktion von T allein ist, schreiben wir die Integrabilitits-
bedingung fiir die rechte Seite folgendermassen™):

0*v ok dp ov 0%v

V=V T Pu7 = 9T  dTox  Pozor

oder
al 7 n d a d 4 I’
=) == — )
Nach Gl (138) wird hieraus
0k A , r
(139) s — T =7 7"

Diese Formel ist von Clausius™) gegeben worden; noch einfacher wie
auf dem angegebenen Wege folgt sie daraus, dass

dg oy + (1 —a)y" ]

ein vollstindiges Differential ist. Im folgenden Artikel werden von
dieser Clausius’schen Formel eine Reihe wichtiger Anweundungen ge-
geben werden.

Ersetzen wir in der obigen Uberlegung, welche zu Gl (137)
fiilhrte, v durch s, so erhalten wir fiir eine isothermische Zustands-

inderung:
dq i
(%)1'—— §—s"

Es ist aber nach der Definition der Entropie dg/ds = T, so dass sich
das einfache Resultat ergiebt:
i

(140) §—8 =

Wir wollen nunmehr die Bedingung fiir das Gleichgewicht zweier
Phasen oder, was auf dasselbe herauskommen wird, die Gleichung der
Sittigungskurve @ (p, T) = 0 in einer iibersichtlichen Form aufstellen.
Wenn die Masseneinheit des Stoffes von der niederen in die hdhere
Phase bei konstantem Druck und konstanter Temperatur tibergefiihrt

76) Lord Kelvin, Edinb. Trans 20 (1851), p. 389; Phil. Mag. (4) 4 (1852),
p. 174; sowie Clausius (s. folg. Anm.).
77) R. Clausius, Ann, Phys. Chem. 79 (1850), p. 368, 500.
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wird, betrigt die dabei aufgenommene Wirmemenge 7'(s' — s”); die
geleistete Arbeit ist p(v" — ¢”). Nach dem ersten Hauptsatz wird
daher die Anderung der inneren Energie der Masseneinheit:

wW—u =TE —s)—ph —1),
woraus

w—Ts 4+ pv' =u" — Ts" 4 pv”.
Mit Riicksicht auf die Definition der thermodynamischen Potentiale
konnen wir hierfiir einfach schreiben:

(141) Fo = Tp-

Soll also Gleichgewicht zwischen beiden Phasen bestehen, so miissen die
thermodynamischen Potentiale bei gegebenem Druck fiir beide Phasen
esnander gleich sein. Da diese Potentiale als Funktionen von p und T
zu denken sind, so liefert (141) zugleich die gesuchte Darstellung der
Sdttigungskurve in den Koordinaten p und 7.

Es ist indessen zu der hier abgeleiteten Gleichheit noch folgendes
zu bemerken. Die Definitionen der Energie und der Entropie enthalten
je eine willkiirliche Integrationskonstante (s. Nr.4 und Nr. 11); infolge
dessen wire unsere obige Gleichung nur bis auf ein unbestimmtes
Zusatzglied von der Form A -4 BT richtig, wenn es lediglich mdglich
wire, Phasenéinderungen auf diskontinuierlichem Wege vorzunehmen.
Dem gegeniiber zeigt die Theorie des kritischen Punktes (s. den folgen-
den Art.), dass man bei vielen, wenn nicht bei allen Stoffen von der
einen zu der anderen Phase durch eine kontinuierliche Folge von Zu-
standsinderungen iibergehen kann (ndmlich auf einem Wege, welcher
in der p,v-Ebene den kritischen Punkt umfasst). Es ist klar, dass
auf diese Weise die Unbestimmtheit des Zusatzgliedes gehoben und
unsere Gleichung als genau giltig erwiesen werden kann. '

Die Sittigungskurve trennt solche Gebiete der (p, T')-Ebene, wo
¥ > &» von solchen Gebieten, wo F, < F, ist. Handelt es sich um
ein System, in dem beide Phasen vorhanden sind, ohne dass die
Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist, so findet bei festgehaltenen Werten
von p und T eine Umsetzung in dem Sinne statt, dass der Stoff der-
jenigen Phase zustrebt, in der der Wert von § der kleinere ist (vgl.
Nr. 14¢). Man kann hiernach im Sinne von Nr. 17c auch sagen: der
Stoff ist in demjenigen Gebiet der (p, T')-Ebene, wo §, > &y ist, in
der niederen Phase stabil, dagegen in demjenigen Gebiet, wo ), < &,
in der hiheren Phase.

25. Der Tripelpunkt. Es sind viele Stoffe bekannt, welche in
allen drei Aggregatzustinden, in der gasformigen, fliissigen und festen
Phase bestehen konnen. Man denke z. B. an Wasser. Fille von



