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bei welcher eine nicht umkehrbare Anderung in der Verteilung einer
gewissen Art molekularer kinetischer Energie unter dem Bild einer
Wirmestromung aufgefasst wird. Die Erzeugung der Wirme durch
Reibung und die Absorption von Wirme- oder Lichtstrahlen sind
ebenfalls dissipative Vorginge; die Dissipation tritt auch hei der
Diffusion der Gase auf, einer Erscheinung, die sich nach den Prin-
zipien der kinetischen Gastheorie erkliren lasst. Der Hauptgegen-
stand, der in diesem Artikel behandelt wird, ist die Wirmeleitung;
die Verfolgung der anderen zahlreichen dissipativen Prozesse gehort
in die verschiedenen Einzelgebiete der Physik und Chemie, welche
sich mit diesen Prozessen befassen.

Ihrer mathematischen Behandlung nach weisen die verschiedenen
dissipativen Vorginge eine gewisse ,Familiendhnlichkeit” auf, so dass
ihre Theorie mehr oder minder enge an die Theorie der Wirme-
leitung als den am lédngsten und besten bekannten Typus der dissi-
pativen Prozesse angeschlossen werden kann. Dies gilt namentlich
von der Elektrizititsleitung und der Diffusion, welche letztere hier
anhangweise zur Sprache kommen wird.

2. Die Grundlagen der Theorie der Wirmebewegung. Die der
Hauptsache nach von Fourier begriindete®) Theorie der Wérme-
bewegung befasst sich mit der aus der Erfahrung bekannten That-
sache, dass zwei Teile desselben Korpers, oder zwei mit einander in
Berithrung stehende Korper von verschiedener Temperatur, den be-
stehenden Temperaturunterschied allméhlich ausgleichen, indem der
wirmere Korper oder Korperteil kiihler und der kiihlere wiirmer
wird. Diese Erscheinung stellt man sich als eine Bewegung der
Wirme vom wirmeren zum kiihleren Korper vor. Man unterscheidet
drei wesentlich verschiedene Vorginge, durch welche der Ubergang
der Wirme von einer wirmeren an eine kiihlere Stelle geschehen
kann: 1) Strahlung, wenn die Korper von einander getrennt sind und
das dazwischen liegende Medium von der Art ist, die man diatherman
nennt; 2) Leitung, wenn die Korper sich beriihren oder wenn die Wirme-
bewegung in einem athermanen Korper stattfindet; 3) Konvektion, wo
in einem fliissigen Korper Strémungen der Materie durch die Tem-
peraturunterschiede verursacht werden.

3) Als Vorginger Fourier's ist namentlich J. B. Biot zu nennen, der fiir
den Fall des stationiiven Wirmeflusses den heutzutage meist nach Fourier be-
nannten Ansatz bereits vollstindig entwickelt hatte. Vgl. Mémoire sur la pro-
pagation de la chaleur, lu & la classe des sciences math. et phys. de 1'Institut
national (Bibl. britann. Sept. 1804, 27, p. 810), sowie Traité de phys. 4, p. 669,
Paris 1816.
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Der mechanischen Wirmelehre gemiss werden die Wirmeerschei-
nungen in einem athermanen Koérper auf Bewegungen der Molekiile
oder der Atome zuriickgefiihrt; die Wirmeleitungstheoric wire also
innerhalb der mechanischen Naturauffassung als Theorie der Fort-
planzung der betreffenden molekularen Bewegungen zu klassifizieren;
mit etwaiger Ausnahme der gasférmigen Korper reichen aber unsere
gegenwirtigen Kenntnisse iiber die molekulare Beschaffenheit der
Korper nicht aus, um einen solchen Weg gangbar erscheinen zu
lassen. Als Fourier*), Poisson®) und andere die Wirmeleitungstheorie
begriindeten, existierte die mechanische Wirmetheorie im modernen
Sinn noch nicht, und trotzdem diese seither eine in vielen Hinsichten
recht erfolgreiche Entwickelung durchgemacht hat, sind wir doch
nicht im Stande, eine rein mechanische Theorie der Wirmeleitung
in festen oder in flilssigen Korpern aufzustellen. (Hochstens konnte
man in diesem Zusammenhange darauf hinweisen, dass die ,Haupt-
16sung® der Wiarmleitungsgleichung (s. Nr. 6 und 7 dieses Art.) aufs
Lebhafteste an die Verteilungsgesetze der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung erinnert, auf welche ja fraglos die Fortpflanzung der Molekular-
bewegungen zu basieren sein wiirde.) Dementsprechend hat man
in dieser Theorie verschiedene Hilfsbegriffe nétig, wenn man die
betreffenden Erscheinungen {iberhaupt einer mathematischen Be-
handlung zuginglich machen will, d. h. wenn man viele Fille ein-
heitlich zusammenfassen und allgemeine Sitze aufstellen will. Ausser-
dem werden in der mathematischen Behandlung der Krscheinungen
verschiedene Voraussetzungen gemacht®), welche sogar bei missigen

4) Fourier’s Schriften tiber die Wirmetheorie nebhmen ihren Anfang in
einem im Jahre 1808 im Bull. des Sci. verdffentlichten Auszug aus einer im voran-
gehenden Jahre eingereichten Denkschrift (vgl. Oeuvres 2, p. VII). Im Jahre 1811
fasste Fourier eine Abhandlung mit dem Titel ,,Théorie du mouvement de la chaleur
dans les corps solides* ab; dieselbe wurde aber erst in den Jahren 1824, 1826 in
Par. Mém. 4, 5 verdffentlicht; weitere Schriften erschienen in Par. Mém. 7 (1827);
8 (1829); 12 (1833). Eine Reihe Schriften iiber die Wirmetheorie befinden sich
auch in Ann. Chim. Phys. 3 (1816); 4 (1817); 6 (1817); 13 (1820); 27 (1824);
28 (1825); 37 (1828). In seinem im Jahre 1822 erschienenen Werke ,,Théorie
analytique de la chaleur* hat Fourier den mathematischen Teil seiner Unter-
suchungen iiber Wirmeleitung zusammengefasst; seinen Plan, eine ergiinzende
,théorie physique® zu schreiben, hat er nicht ausgefiihrt.

5) Poisson’s Untersuchungen sind in seinem Werke ,,Théorie mathématique
de 1a chaleur®, Paris 1835, enthalten. Siehe auch J. éc. polyt. 12, cah. 19 (1828).

6) Eine Kritik der der Fourier- Poisson’schen Wirmeleitungstheorie zu
Grunde liegenden Voraussetzungen giebt W. Hergesell, Ann. Phys. Chem. 15
(1882), p. 19; daselbst wird die Dehnung eines leitenden Korpers unter gewissen
Voraussetzungen in Betracht gezogen. Ansitze zu einer solchen Kritik schon
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Temperaturiinderungen nur anndhernd der wirklichen Erfahrung
entsprechen; der Grad, in welchem die theoretischen Resultate
den wirklichen Vorgingen entsprechen, kann nur durch Beobach-
tungen bestimmt werden; dass wir thatséchlich in vielen Fillen die
erforderlichen Mittel besitzen, solche Vergleiche auszufiihren, und
den physikalischen Wert der hochstens nur annéhernd richtigen
mathematischen Theorie zu schitzen, wird im zweiten Teile dieses
Artikels dargethan werden.

Der erste Begriff mit dem wir es zu thun haben, ist der der
Temperatur, als Grosse betrachtet. Begrifflich wird die Temperatur
in einem jeden Punkt eines Korpers durch ein unendlich kleines
Thermometer ohne Wirmekapazitit gemessen, welches an den be-
treffenden Punkt gebracht wird; die Temperatur in einem Punkt
wird als Funktion sowohl der Lage des Punktes als auch der Zeit
betrachtet.

Andere Begriffe, welche eine Hauptrolle in der Theorie spielen,
sind die der Warmemenge und die der spezifischen Wiirme.

In der mechanischen Wirmelehre wird eine Wirmemenge durch
eine Energiegrosse gemessen; wenn sie einem Korper oder Korperteilchen
zugefiihrt wird, so wird ein Teil davon auf TemperaturerhGhung ver-
wandt, der andere Teil wird aber in irgend eine andere Energieform
verwandelt, oder auf Arbeitsleistung verbraucht, indem das Volumen
des Korpers geindert wird. In der Wirmeleitungslehre hingegen
wird vorldufig angenommen, dass, wenn eine Wirmemenge einem
Kérperteilchen zugefiihrt wird, ihre einzige Wirkung in einer Tempe-
raturerhGhung des betreffenden Korperteilchens besteht, dass also keine
Anderung des Volumens stattfindet und kein Umsatz in andere Energie-
formen Platz greift. Das Mass fiir die Warmemenge ist in der
Theorie der Wirmeleitung das kalorimetrische.

Wenn ein Korperteilchen von der Masse m eine unendlich kleine
Wirmemenge 0 ¢) gewinnt, so bezeichnen wir die dadurch verursachte
Temperaturerhhung durch du, wo u die urspriingliche Temperatur
des Teilchens darstellt; dann besteht die Gleichung 0 ¢ = mydu, wo

bei Duhamel, J. éc. polyt. cah. 25 (1837), p. 1; J. Liouville, J. de math. 2 (1837),
p. 439; Duhamel, Par. sav. [étr.] 5 (1838), p. 440; J. éc. polyt. cah. 36 (1856),
p. 1; J. Amsler, Schweiz. N. Denkschr. 12 (1852) (abgedr. J. f. Math. 42 (1851),
p. 327).

Wirmeleitung unter Zugrundelegung des Dulong- Petit’schen (vgl. Anm. 12)
statt des Newton’schen Erkaltungsgesetzes (s. Gl. (4)) fiir den Wiirmeaustausch
zwischen benachbarten Molekeln bei G. Libre, J. f. Math. 7 (1831), p. 116; J. Liou-
ville, J. de math. 3 (1838), p. 350.
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der Wert von p im allgemeinen von # und von der Beschaffenheit des
Stoffs abhiingt. Die Grosse p heisst die spezifische Warme des Kérper-
teilchens; es wurde von I'ourier und seinen Nachfolgern angenommen,
dass sie unabhiingig von der Temperatur u sei; obgleich wir nun
wissen, dass dies in Wirklichkeit nicht der Fall ist, nicht einmal unter
der obigen Voraussetzung, dass das Volumen des Teilchens keine Ande-
rung erleidet, wird Fourier's Annahme doch meistens in der mathe-
matischen Theorie beibehalten?).

Wenn eine Platte®) von isofropem homogenen Stoff durch zwei
Ebenen von grosser Ausdehnung begrenzt ist, und die Temperaturen
4y, #; in diesen Ebenen konstant erhalten werden, so fliesst Warme
von der wirmeren (u,) nach der kilteren Seite (u,) durch die Platte;
die Wirmemenge ¢), die in der Zeit ¢ durch die Platte hindurchgeht,
ist proportional mit der Oberfliche I der Platte, proportional mit der
Zeit t, und umgekehrt proportional mit der Dicke der Platte; da sie
iiberdies verschwindet, wenn wu, = u,, so setzt man
M Q=n"gl By,
worin % ein Faktor ist, der im allgemeinen eine Funktion der beiden
Grenztemperaturen u,, u, ist. Es wird nun als annéhernd richtig an-
genommen, dass % unabhiéngig ist von den Grenztemperaturen, und
nur vom Material der Platte abhingt; » heisst die (innere) Leitungs-
fihigkeit der Substanz der Platte.

Im Falle eines athermanen Stoffes macht man weiter die Annahme,
dass ein Wérmeaustausch nur zwischen unmittelbar an einander grenzen-
den Teilen des Korpers stattfindet, man schliesst also die Wirme-
strahlung auf endliche Entfernungen ginzlich aus. Wenn 0 F eine
kleine ebene Fliche ist, welche einen Punkt P eines solchen Kérpers
enthilt, und 0 @ die Warmemenge bezeichnet, welche in der Zeit d¢
durch 0 F hindurchfliesst, so heisst der Grenzwert von

30

oF ot’
wenn 0 @, 0¢, 0 F unendlichklein werden, der Wiéirmestrom im Punkt P
senkrecht zur Oberfliche 0 F. Durch Betrachtung der Wirmemengen,
welche durch die Oberflichen eines unendlich kleinen Tetraeders
fliessen, in Verbindung mit der Annahme, dass Wirme weder zerstort
noch in andere Energieformen umgewandelt wird, kann man sodann
zeigen, dass der Wirmestrom ein Vektor ist, dass also der Wirme-

7) Ein Ansatz zur Behandlung des allgemeinen Falles bei Fourier, Par.
mém. 8 (1829), Oeuvres 2, p. 180.
8) Vgl. Fourier, ,,Théorie", chap. I, sect. IV, sowie Biot (1. c. Anm. 3).
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strom in der Richtung (I, m, n) gleich 1D, 4 m¥ 4 »n8, ist, worin
,, 8, 0, die Wirmestréme in den Richtungen der Koordinaten und
l, m, 1 die Richtungskoeffizienten bezeichnen. Man nennt die Resul-
tante von £, 0, 0, den Wirmestrom 2. im Punkte (z, y, z); die
absolute Grosse dieses Vektors misst die Intensitit des Wirme-
stromes; 0, 0, £ heissen die Komponenten des Wiirmestroms.

Es wird vorausgesetzt, dass die Temperatur » im Punkte (z, y, 2)
zur Zeit ¢ im allgemeinen eine stetige Funktion der Koordinaten z,
¥y, z, t ist, welche stetige differentiierbare Derivierte nach diesen Ko-
ordinaten besitzt?); daraus folgt, dass zu einer jeden bestimmten Zeit ¢
stetige Fliachen existieren, auf welchen die Temperatur konstante
Werte hat; diese Flichen heissen isotherme Flichen. Weiter folgt
aus der Annahme, dass der Wirmestrom in einem Punkte nur von
der Verteilung der Temperatur in der Umgebung des Punktes ab-
hingt, dass in einem isotropen Korper der Wirmestrom immer senk-
recht zu derjenigen isothermen Fliche gerichtet ist, auf welcher der
betreffende Punkt liegt, und ferner, dass die Grosse des Wirmestroms
durch — %9u/én ausgedriickt wird, wo dn ein Element der Normalen
zur isothermen Fliche hezeichnet. Der Ausdruck — ou/on misst das
Temperaturgefille; der Wirmestrom kommt also dem Produkt aus Tempe-
raturgefille und Leitungsfahigkeit gleich. Da auch das Temperaturgefille
ein Vektor ist, so sind die Komponenten des Wirmestroms £:

w w (12
(2) (gm gy? D‘:) = (-—%g:'z,’ - x%) '_”g;)

Wenn zwei verschiedene Korper sich an einer Grenzfliche he-
rithren, erleiden im allgemeinen die Komponenten des Warmestromes
einen Sprung an der Grenzfliche, aber die Komponenten in der Rich-
tung der Normale haben in beiden Koérpern denselben Wert. Von
Fourier wird ausserdem angenommen, dass die Temperatur an der
Grenzfliche keinen Sprung macht; die beiden Grenzbedingungen sind
unter dieser Voraussetzung
3) u=u lx%—}—mxgz + nu-g-gi = lx'aa?;— + mx 21;/ + nx’%%,
worin %, x” die Leitungsfihigkeit der beiden Korper, u, w" ihre Tempe-

9) Selbstverstindlich ist diese Voraussetzung mit der Vorstellung vom
molekularen Aufbau der Materie strenge genommen unvereinbar, wie {iberhaupt
die Behandlung der physikalischen Erscheinungen in ponderabeln Kérpern
mittels partieller Differentialgleichungen gewisse prinzipielle Schwierigkeiten
aufweist. Vgl. hierzu G. Prasad, Constitution of Matter and Analytical Theories
of Heat. Gottinger Abhdlgen. (Neue Folge) 2 (1903) Nr. 4; insbesondere
Part. II und III.
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raturen, I, m, n die Richtungskoeffizienten der Normale im Punkte
(%, 9, 2) der Grenzfliiche bedeuten. Von Poisson ) wird die erste der
obigen Bedingungen allgemeiner gefasst; er nimmt an, dass an der
Grenzfliche zweier fester Korper, dhnlich wie man fiir die Grenzfliche
eines festen Korpers und einer Fliissigkeit (vgl. Gl. (4)) anzusetzen
pﬂegt'

+ mu —}—mc =5 -+ mx’da“ +nx = = q(u —u),

Wo ¢ eine von der Beschaffenheit der beiden Korper in der Nihe der
Grenzfliche abhiingige Grosse ist. Mit ¢ = oo folgen hieraus im be-
sonderen die GL (3).

Wenn ein fester Kérper von Luft oder von einer anderen Fliissig-
keit umgeben ist, so wird die Wirmemenge, welche vom Korper an
die Fliissigkeit oder umgekehrt abgegeben wird, zum Teil durch
Leitung, zum Teil durch Strahlung an der Grenzfliche bedingt; es
werden aber auch Bewegungen in der Fliissigkeit entstehen, und
daher die Temperaturdnderungen in der Nihe der Fliche zum Teil
durch Konvektion hervorgerufen werden. Diese komplizierten Vorginge
der Berechnung zu unterwerfen wire unmoglich ohne eine Hypothese,
die die Wirkung aller drei Prozesse einigermassen richtig zusammen-
fasst. Man macht die Hypothese, dass die Warmemenge, welche durch
ein Flichenelement 0F in der Zeit 0¢ stromt, proportional mit
(u — 1) 0 Fd¢t ist, wo u die Temperatur des festen Korpers, u, die-
jenige der Fliissigkeit in der Nahe des Elements d F bedeutet; dieser
Hypothese gemiss lautet die Bedingung an der Grenzfliche'')

,9u

) — x5 = H(u — up),

worin dn ein Element der nach der Fliissigkeit gerichteten Normale
bedeutet, und H eine von der Beschaffenheit der beiden Substanzen
abhiingige Grosse ist, welche die dussere Leitungsfihigkeit des Korpers
genannt wird. Diese Gleichung soll die Gesamtwirkung von Leitung,
Strahlung und Konvektion darstellen, und driickt das sogenannte
Newton'sche Gesetz der Abkiihlung aus; dasselbe kann jedoch nur als
eine erste Niherung bei hinreichend kleinem Temperaturunterschiede
# — uy gelten. Dulong und Pefit haben zuerst versucht, dasselbe
unter Ausschluss von Wirmestrahlung durch eine auf Beobachtung
basierte Formel zu ersetzen!?). Die Wiarmeabgabe durch Strahlung

10) Poisson, ,,Théorie*, p. 127; J. ée. polyt. cah. 19, p. 107.
11) Fourier, ,Théorie*, chap. II, sect. VIL
12) Dulong und Petit, Annal. chim. phys. 7 (1817), p. 225, 337; Hinfiihrung
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andrerseits wird nach dem heutigen Stande der Wissenschaft durch
das Stefan’sche Gesetz'®) gegeben, wobei man der Wirmeabgabe nach
Dulong und Petit diejenige nach Stefan zu iiberlagern hat. (Vgl
hierzu Nr. 21 dieses Art.)

3. Die partielle Differentialgleichung der Wirmebewegung in
einem isotropen festen Korper. Allgemeine Sitze. Bel Beriicksich-
tigung der in Nr. 2 angegebenen Voraussetzungen und Definitionen
ist es nun moglich, die partielle Differentialgleichung aufzustellen,
welcher die Temperatur u(z, ¥, 2, {) im Inneren eines isotropen festen
Korpers Geniige leistet. Es sei 6 eine innerhalb des leitenden Korpers
liegende geschlossene Fliche, p die spezifische Warme, ¢ die Dichtigkeit
der Materie in einem Punkt auf oder innerhalb der Fliche ¢. Da
keine Wirme innerhalb ¢ erzeugt wird, so besteht die Gleichung

e

worin I, m, n die Richtungskoeffizienten der auf de nach innen ge-
richteten Normale bedeuten, das dreifache Integral sich auf den Raum
innerhalb ¢ bezieht, und das doppelte Integral auf die Oberfliche
von ¢. Indem man das Flichenintegral durch ein Volumenintegral
ersetzt, erhidlt man

ff.f Qat a gZ) a%("gg)—aa;(”gg)}dxdydz=

Da die Fliche ¢ eine willkiirliche ist, so muss in jedem Punkt inner-
halb des leitenden Korpers die Gleichung

ou- 0 ow 0 ( 0u 0 ( Ou
®) 70 5~z (*0) ~ g (May) 7z (#32) = O
erfiillt werden. Falls der Korper homogen ist, nimmt (5) die Form an
au
6) S+ Tt )
Die Konstante
®

bezeichnet man als Temperaturleitvermégen, weil bei gegebenen Ober-
flichentemperaturen die réumliche und zeitliche Temperaturverteilung
im Innern nur von ihr abhingt.

dieses Gesetzes in die Theorie der Wirmeleitung schon bei Kelland, Theory of
heat, Nr. 73, p. 69.
18) J. Stefan, Wien. Ber., Math. phys. K1 79 (1879), p. 391.



