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178 V 4. E.W. Hobson u. H. Diesselhorst. Wirmeleitung.

diese Temperaturverteilung aus einer fricheren Verteidlung durch Wirme-
leitung entstanden sein kann. Die Antwort auf diese Frage ist, dass
eine solche friihere Wirmeverteilung nicht immer existiert, aber dass
sie sich in sehr allgemeinen Fillen eindeutig bestimmen ldsst. Im
Fall der linearen Leitung hat P. Appell **) eine hinreichende aber nicht
notwendige Bedingung fiir die Existenz einer solchen vorhergehenden
Wirmeverteilung aufgestellt. Jedenfalls lisst sich die Temperatur-
funktion, wenn sie nicht konstant ist, niemals unendlich weit in die
Vergangenheit zuriickfiihren, ohne dass sie aufhdrt zu existieren oder
endlich zu sein.

4. Die Wirmeleitung in krystallinischen Kérpern. Wenn die
Wiirmeleitung in einem Krystall ) stattfindet, ‘darf man im allgemeinen
nicht annehmen, dass die Richtung des Wirmestromes senkrecht zu
der isothermen Fliche liegt. Mit Riicksicht auf die Erfahrungsthat-
sache, dass der Wirmestrom durch jedes Flichenelement nur von der
Temperaturverteilung in der nichsten Umgebung desselben abhiingt,
ist die einfachste Annahme die, dass die Komponenten des Wirme-
stroms sich als lineare Funktionen der Komponenten des Temperatur-
gefilles ausdriicken lassen, dass also
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Hierin bedeuten (2, £, £,) die Komponenten des Wiirmestromes,
und die x» Konstanten, welche von der Beschaffenheit des Mediums
abhingen; es wird gewdhnlich angenommen, dass diese Konstanten
unabhiingig sind von der Temperatur u; diese neun Konstanten heissen
Konstanten der Wirmeleitungsfihigkeit. Die obigen Gleichungen haben -

28) J. de math. (4) 8 (1892), p. 187. Siehe auch Kelvin, Cambr. Math.
J. 4 (1848), p. 617, oder ,Mathematical and physical Papers® 1, p. 39.

24) Die Wirmeleitung in Krystallen hat Duhamel zuerst behandelt, J. éc.
polyt. 18, cah. 21 (1832), p. 356; 19 (1848), p. 155; Par. C. R. 25 (1842), p. 842;
ebenda 27 (1848), p. 27. Siehe auch P. O. Bonnet, Par. C. R. 27 (1848), p. 49;
B. Minnigerode, N. Jahrb. f. Mineralogie 1 (1886), p. 1; P. Morin, Par. C. R.
66 (1868), p. 1332; M. J. Moutier, Bull. soc. phil. (7) 8 (1884), p. 134; Kelvin,
Math. and phys. Papers 1, p. 282. Eine gute Darstellung des Gegenstandes ist
im Lehrbuch von Liebisch, ,Physikalische Krystallographie®, Leipzig 1891, zu
finden.
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Duhamel und Lamé*) durch Betrachtung des Austausches der Wirme
unter benachbarten Molekiilen begriindet. Schreiben wir

=1 (“23 T+ #g), =1 (g1 + %15), A =1% (19 + %3y),
Wy =% (Rog — %yp), Wy = 3 (ogy — ni3)y Mo =% (g — %y),
__ 0u ; ou ou
X=—ba Y=70p 2=

so erhalten ) wir

(Da:) D’y’ D’z) = (S’Bxa %y? S’Ez) + (?er my? ER:)?

Pp=uy X+ 4,Y + 4,7, R, =us Y —p, 7,
s'By="13X + Y + 4,7, my——ﬂhZ—MsX,
P.=24X + 4V + 37, R=uX—pnl
Der Vektor 5 hat die Richtung der Normale im Punkt (X, ¥, Z) an
das Ellipsoid

%, X - wgey? + w32 + 24,y2 + 24,22 + 22,0y = const.;
die Grosse des Vektors ist gleich dem reziproken Werte des Abstands
der Tangentialebene im Punkte X, Y, Z vom Mittelpunkte des Ellip-
soids. Dieses Ellipsoid heisst das Ellipsoid der linearen Leitungsfihig-
keit®"); seine Hauptaxen liefern ein System ausgezeichneter Koordi-
natenaxen, welche als Hauptaxen der Leitungsfihigkeit bezeichnet
werden konnen®). Der ,rotatorische Vektor“ % ist gleich dem
vektoriellen Produkt aus dem Radiusvektor (X, Y, Z) und dem durch

worin

25) ,Legons sur la théorie anal. de la chal.* In seiner Behandlung meint
Lamé nicht angenommen zu haben, dass das Medium nach zwei entgegen-
gesetzten Richtungen gleiche Witrmeleitungsfithigkeit besitzt; dass die Meinung
irrig sei, hat Minnigerode in seiner Dissertation ,Uber Wiirmeleitung in Kry-
stallen®, Gottingen 1862, bewiesen. Die Theorien von Duwhamel und Lamé
basieren auf einer Betrachtung des Wiirmeaustausches unter benachbarten Mole-
kiilen. Dieselben Gleichungen kommen in den Theorien der Elektrizitits-
strémungen, der dielektrischen und magnetischen Polarisation vor. Vgl. Mazx-
well's ,,Theory of electricity* 1, p. 418; 2, p. 63, 3. Aufl.

26) G. G. Stokes, Cambr. and Dubl. Math. J. (2) 6 (1851), p. 215, oder ,,Math.
and phys. Papers® 3, p. 208, hat die Wirkung der Koeffizienten u,, u,, u, bez.
®,, @y, o, (s. folgende 8.) auf die Form der Stromungskurven in einem Korper
untersucht, welcher einen Quellenpunkt enthiilt; er zeigt, dass eine gewisse spiral-
formige Bewegung bei Krystallen auftritt, welche keine oder nur eine einzige
Symmetrieaxe besitzen. Uber die spiralfsrmige Bewegung siehe auch Boussinesq,
Par. C. R. 66 (1868), p. 1194.

27) Siehe Boussinesq, Par. C. R. 65 (1867), p. 104; 66 (1868), p. 1194; J. de
math. (2) 14 (1869), p. 265. Auch Lamé, ,Legons sur la théorie de la chal.,
p. 85 u. ff.

28) Duhamel, J. éc. polyt. 13, cah. 21 (1832), p. 377,

12*
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die Werte der u gegebenen Vektor (u,, gy, ;). Er hat demmach die
Richtung senkrecht zur Ebene durch den Radiusvektor (X, ¥, Z) und
die Gerade, deren Richtungskoeffizienten mit (u,, w,, u,) proportional
sind; die absolute Grosse dieses Vektors ist

(X2 4 Y2 20 (2 4 gt 4 ) sing,
worin ¢ den zwischen (X, Y, Z) und (u,, us, us) enthaltenen Winkel
bedeutet. Wihlt man die Hauptaxen der Leitungsfihigkeit als Ko-
ordinatenaxen, so verschwinden die 4; fiir »,,, %y, %, schreiben wir
kiivzer »x,, %,, #,. Bezeichnen wir noch die Komponenten des Vektors
(u,, uy, @3) im neuen Koordinatensystem mit o,, @,, @z, so haben
wir den Vektor { nunmehr durch die folgenden Formeln zu bestimmen:

Q. =u,X+ 0,V — 0,7,
y=%6%Y+ 0,7 —a X,
R, =2+ 0, X — 0, Y;
es hat sich also herausgestellt, dass nur sechs unabhéngige Konstanten
der Leitungsfihigkeit existieren, zu denen die drei Richtungsgrossen
hinzukommen, welche die Lage der Hauptaxen definieren. Die Kon-
stanten x,, x%,, », heissen die Hauptlestungsfihigkeiten des Krystalls;
mit Riicksicht auf die Symmetrie der einzelnen Krystallgruppen ldsst
sich zeigen, dass in gewissen Fillen die Konstanten o, oy, wg Null
sein miissen.
Geradeso wie bei einem isotropen Korper ergiebt sich jetzt, dass
die Temperaturfunktion in einem leitenden Krystall der Gleichung
du 0D, 09, 0D, -
79§+W+*3@'+‘37=”
Geniige leistet; nimmt man die Hauptaxen der Leitungsfihigkeit als
Koordinatenaxen, so lisst sich die partielle Differentialgleichung der
Wirmebewegung in der einfachen Form schreiben

ou . 0%u . 0%u . 0%u
ot = Migge Tl e+ ks 5,
worin
=M =" =1
T2 2T ye? B e

als Haupttemperaturleitfihigkeiten bezeichnet werden konnen. Diese
Form gilt, gleichviel ob die Konstanten @ verschwinden oder nicht,
indem sich die mit diesen Konstanten behafteten Glieder in der Diffe-
rentialgleichung der Wiarmebewegung gegenseitig zerstéren. Schreibt
man schliesslich noch, indem man unter % eine ganz beliebige Grosse
von der Dimension der Temperaturleitfihigkeit versteht:
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—V—Ix 1'—]/E1 z'—VEz
- k1 ’ Yy = k,‘/’ - ks ’

so reduziert sich die Gleichung auf dieselbe Form wie bei einem iso-
tropen Korper, ndmlich

die in Nr. 3 enthaltenen Sitze iiber Losungen dieser Gleichung lassen
sich daher unmittelbar auf den vorliegenden Fall iibertragen.

5. Die lineare Wirmeleitung. Wenn die Wirmebewegung solcher
Art ist, dass die isothermischen Flichen parallele Ebenen sind, so
hingt die Temperatur ausser von der Zeit nur von einer Raumkoordi-
nate ab. In diesem Fall, wo die Bewegung linear genannt wird, redu-
ziert sich die Gleichung der Wiarmeleitung auf die Form

ow 0 ou
(13) 70 55 = 5z (* 35)5

wenn x als konstant angemommen und wieder k — —— gesetzt wird,
hat die Gleichung die Form?®) re

ou
(14) I k ozt xz :
Diese Annahme einer konstanten Leitungsfihigkeit wird den Unter-
suchungen von Fourier, Poisson und anderen zu Grunde gelegt. Um
die Differentialgleichungen (13) oder (14) anwenden zu konnen, wird
vorausgesetzt, entweder dass der Leiter in der Richtung der yz-Ebene
unendlich ausgedehnt ist, oder dass der leitende K6rper aus einem
Stab besteht, der vor seitlicher Ausstrahlung geschiitzt ist.

Hat man es andrerseits mit einem Stabe zu thun, der in ein Medium
von konstanter Temperatur (die wir gleich Null annehmen konnen)
seitlich ausstrahlt, so ldsst sich, unter den Voraussetzungen, dass der
Querschnitt und die dussere Leitungsfihigkeit konstant sind, die Diffe-
rentialgleichung fiir die Wirmebewegung auf die Form (2) redu-
zieren. Die Gleichung lautet ndmlich in diesem Fall zundchst:

(15) kW,

29) Mit der Integration dieser Gleichung haben sich viele Mathematiker
beschiftigt; u. a. Laplace, J. éc. polyt. cah. 15 (1809), p. 2556; Iourier, ,,Théorie*;
Poisson, ,Théorie*; Ampere, J. éc. polyt. 10, p. 587; L. Schlaﬂz, J. f. Math. 72
(1870), p. 263; A. Harnack, Zeitschr. Math. Phys. 32 (1887), p. 91; S. v. Kowalewsks,
J. f. Math. $0 (1875), p. 22; G- Darbouz, Par. C. R. 106, p. 661 P. Appell, J. de
math. (4) 8 (1892), p. 187. Siehe auch Jordan, ,,Cours d’Analyse“3; Boussinesq,
,,Cours d’Analyse infinitésimale*; Riemann-Hattendorff und Riemann - Weber, ,Part.
Differentialgl.*



