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6. Methode der Quellpunkte. 187
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dargestellt ist. Dieses Resultat ldsst sich auf die folgenden beiden
Formen bringen, von denen die zweite schon vor Fourier von Laplace *)
behandelt worden ist:
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Im besonderen sei f(x) = u, fiir £ >0, f(x) = u, fiir x <O0; dann
erhdlt man aus der zweiten Form fiir die Temperatur zur Zeit ¢
an der Stelle z:
z
2Vkt
% -|2- Yy “11;;?“, fe-qz dg 15)49)
0
Nimmt man z. B. u, =0, u, =2, so wird an der Stelle x =0 dauernd
die Temperatur u==(u, + u,)/2 = 1 herrschen. Die vorige Formel
geht in diesem Falle iiber in
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6. Die Boehandlung der linearen Wirmebewegung nach der
Methode der Quellpunkte. Wenn in einem unendlich ausgedehnten
leitenden Kérper die Anfangstemperatur ¢(z) iiberall verschwindet,
mit Ausnahme der Umgebung einer einzelneu Ebene z’, so ist die
Temperatur zur Zeit ¢ im Punkte x

(z—2)

mQ: e 4kt
2V nkt ’

44) Laplace, J. éc. polyt. cah. 15 (1809), p. 265 (Oeuvres 13).

45) Kelvin hat diese Formel benutzt, um die Zeit abzuschitzen, die ver-
strichen ist, seit die Erdoberfliche fest wurde, siehe Edinb. Trans. 23 (1862)
oder ,,Math. and phys. Papers* 8, p. 295; ,,On the secular cooling of the earth*;
auch Thomson und Tait, Natural philosophy, appendix D.

46) Tafeln zur Berechnung dieses in der Wirmeleitung ebenso wie in der
Gastheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung wichtigen Integrales finden sich
in jedem grosseren Handbuch tiber Wahrscheinlichkeitsrechnung. Niitheres hier-
tiber in Encykl. ID 1, Art. Czuber, Anm, 123, und 1D 2, Art. Bauschinger, Nr.4,
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vorausgesetzt, dass f @(2")dz’ eine endliche Grenze @ besitzt. Indem

wir die Aufmerksamkeit auf eine der z-Achse parallele Gerade be-
schrinken, nennen wir den Punkt 2’ einen momentanen Quellpunkt ")
von der Stirke @. Mit @ = 1 ergiebt sich die sogenannte Haupt-
l6sung

(z—2')*

1 —————
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der Differentialgleichung der linearen Wirmebewegung; dieselbe spielt
hier eine #hnliche Rolle, wie die Losung 1/r in der gewohnlichen
Potentialtheorie.

Wenn Wirme im Punkt 2 kontinuierlich erzeugt wird und die
in der Zeit dt’ erzeugte Warmemenge ¢(t')dt’ betrigt, so ist die
Temperatur zur Zeit ¢

(z-—z)‘
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in diesem Fall heisst der Punkt 2" ein kontinuierlicher Quellpunkt.

Wenn zwei momentane Quellpunkte von der Stirke @ resp. — @
in den Punkten z'+ dz’, 2’ existieren, so zwar, dass ,ihr Moment“
Q- dxz’ = P einen endlichen Wert hat, so entsteht im Punkt z’ ein
Doppelquellpunkt, welcher die Temperatur

(z—z)p
P — (x—a)e
LY (kt)
im Punkte z verursacht; die Grosse P heisst die Stirke des Doppel-

quellpunktes.
Die von einem kontinuierlichen Doppelquellpunkt verursachte

Temperatur ist
4
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47) Der Gebrauch von Quellpunkten in dieser Theorie riihrt in der Haupt-
sache von Kelvin her; siehe ,Encycl. Britann., 9. Aufl.,, 11, p. 587, oder ,Math.
and phys. Papers* 2, p. 41, wo viele Anwendungen gemacht werden. Die so-
gleich zu nennende ,,Hauptlosung* war indessen schon Poisson bekannt; Par.
mém. 2 (1818), p. 161; Bull. soc. philom. 1822, p. 83. Ihre Deutung als Wirkung
eines Quellpunktes findet sich gelegentlich bei Fourier, , Théorie*, Nr. 374
und 378,
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wo ¢(t") die Stirke zur Zeit ¢ bezeichnet; wenn z sich dem Wert
x’ nihert, so hat dieser Ausdruck den Grenzwert 5176 @ (t), falls

x> z’, oder — 5170 (), falls z <=z’

Besonders fruchtbar erweist sich die Methode der Quellpunkte
im Zusammenhang mit dem Symmetrieprinzip (Spiegelungsprinzip).
Nach diesem Prinzip verfihrt man, um die Temperaturfunktion in
einem begrenzten Raum zu bestimmen, allgemein gesprochen so, dass
man den betr. Raum und zugleich die Temperaturfunktion ins Un-
endliche fortsetzt. Der Gesamtverlauf der Temperaturfunktion wird
durch ihre singuliren Punkte bestimmt, welche, wenn in dem ur-
spriinglich gegebenen Raum Quellpunkte vorgeschrieben waren, teil-
weise aus diesen, teilweise aus Quellpunkten in der Fortsetzung des
Raumes bestehen. Die letzteren sucht man in solcher Weise zu be-
stimmen, dass den Grenzbedingungen an der Oberfliche des Raumes
Geniige geleistet wird. In einfachen Fillen, z. B. wenn der Leiter
durch eine oder mehrere Xbenen begrenzt wird, lassen sich die er-
forderlichen neuen Quellpunkte als Spiegelbilder der urspriinglich ge-
gebenen, ohne Anwendung von Rechenoperationen, unmittelbar kon-
struieren. Insbesondere kann man in solchen Fillen, indem man in
dem urspriinglichen Gebiet einen Quellpunkt von beliebiger Lage an-
nimmt, die ,Green’sche Funktion® v (vgl. Nr. 3) fiir das betr. Gebiet
herstellen. Awuch Doppelquellpunkte konnen an den Grenzebenen auf
dhnliche Weise gespiegelt werden wie einfache Quellpunkte.

Ubrigens ist das Symmetrieprinzip nicht notwendig an die Vor-
stellung der Quellpunkte gebunden, in welchem Falle seine Verwen-
dung nur besonders anschaulich wird. Ks ergiebt sich dieses schon
daraus, dass man jede beliebige Temperaturverteilung als Verteilung
von Quellpunkten ansehen kann. In der That handelt Lamé, der als
Erster das Spiegelungsverfahren in der Warmeleitungstheorie syste-
matisch anwendete (vgl. Nr. 7g) stets von kontinuierlichen Tempe-
raturverteilungen, die er in den Aussenraum des fraglichen Gebietes
symmetrisch fortsetzt.

a) Der nach der positiven Richtung unendlich ausgedehnte Korper
sei durch die Ebene « = 0 begrenzt, und diese Grenzebene habe die
Nulltemperatur; die anféngliche Temperaturverteilung betrachte man
als eine Verteilung von Quellpunkten von der Stirke f(z")dz’ an
der Stelle . Ihr Spiegelbild besteht aus einer Verteilung von Quell-
punkten in der Fortsetzung des Ko6rpers nach der negativen Richtung
der z-Achse, so dass im Punkte — ' die Stirke — f(z')da’ be-
trigt. Die Temperaturverteilung zur Zeit ¢ ist durch
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oder die dquivalente Formel

= J @BV +2)edp — S f /(26Vit —a)erdp
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ausgedriickt.

Wenn die Temperatur an der Grenzebene gleich ¢(f) vor-
geschrieben ist, so denken wir uns einen kontinuierlichen Doppel-
quellpunkt von der Stirke 2kg(t)dt’ an der Grenzebene; die durch
denselben verursachte Temperaturverteilung®®) wird durch

¢
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oder den #quivalenten Ausdruck

2 m_ . x?
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dargestellt.
b) Der Ausdruck

n= +oo _(@—2'—3%nap? _(ﬁﬂ—-?na)*l
4kt — e 4kt dx’
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stellt die Temperaturverteilung in einem durch =0, z=a be-
grenzten Korper dar, wenn die Grenzebenen die Temperatur Null
haben und f(2) die Anfangstemperatur ist. Hier werden Quellpunkte
von der Stirke f(z")dz’ an den Stellen 2’4 2na, und von der
Stirke — f(z")dz” an den Stellen — 2"+ 2na in Betracht gezogen.

Wenn die Grenzebene # = 0 die Temperatur ¢(f) hat, und die
andere Grenzebene die Temperatur Null, so erhalten wir den hinzu-
kommenden Ausdruck durch eine Verteilung von Doppelquellpunkten
von abwechselnden Zeichen in den Punkten 2na, wo % alle positiven
und negativen ganzen Zahlwerte hat. Der hinzuzufiigende Ausdruck
lautet:

48) Siehe Kelvin, Lond. Proc. R. S. 7 (1855), p. 382, oder ,Math. and phys.
Papers® 2, p. 61: ,,On the theory of the electric telegraph“.



6. Methode der Quellpunkte. 191

t
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Ein entsprechender Ausdruck ist hinzuzufiigen, wenn die Grenzebene
x = a nicht die Temperatur O, sondern eine beliebig wechselnde
Temperatur hat. Durch Addition der drei vorangehenden Ausdriicke
erhalten wir eine andere Form der in Nr. 5 e) angegebenen Losung.

¢) Wenn einem Ringe von der Liinge ¢ und der gleichmissigen
Anfangstemperatur Null eine Wirmemenge @ zur Zeit =0 im
Punkte z = 0 zugefiithrt wird und sich im Ringe ausbreitet, so ist

die Temperaturverteilung durch

®  (z+map
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ausgedriickt. Diese Formel erhilt man, wenn man sich den Ring in
fortgesetzter Wiederholung auf eine unendliche Gerade abgebildet
denkt und auf dieser eine Verteilung von momentanen Quellpunkten
in den Punkten x = na, alle von der gleichen Stirke ¢, anbringt. Der
vorstehende Ausdruck ist, bis auf einen konstanten Faktor, identisch
mit einer der in der Theorie der elliptischen Funktionen vorkommen-
den 6-Funktionen. Lost man dieselbe Aufgabe nach der Fourier’schen
Methode der Reihenentwickelung und vergleicht die entstehenden Resul-
tate, so erhiilt man eine wichtige IFormel aus der Transformationstheorie
der 6-Funktionen?).

d) Wenn der von der Ebene z = 0 begrenzte Korper von einem
Medium umgeben ist, dessen Temperatur durch ¢ (f) ausgedriickt wird,
so ist der von der Anfangstemperatur unabhiingige Teil der Temperatur-
verteilung im Korper®?)

~—~Jcizje kg —(%}q—?—z dq;

vzt

2Vkt
hier sind Doppelquellpunkte von der Stirke he=**dz- @(f) in jedem
Punkt — 2 auf der negativen Seite der z-Axe verteilt. Der vom

Anfangszustand abhiingige Teil der Temperaturverteilung®!) ist

49) Vgl. z. B. H. Poincaré, ,,Th. de la propagation de la chalem*, p. 91
ihnlich schon bei Poisson, ,,Théorie*, suppl. p. 51.

50) E. W. Hobson, Cambr. Proc. 6 (1888), p. 184; eine andere iiquivalente
Formel hat Boussinesq durch eine allgemeine Methode der Integration erhalten;
siehe das Buch , Applications des potentiels®, Paris 1885, p. 404.

51) G. H. Bryan, Cambr. Phil. Soc. Proc. 7 (1889), p. 246.
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Dabei wird der Quellpunkt f(2")dz’ dmch eine gleich starke Quelle
im Punkte — 2" und eine Verteilung von Quellpunkten von der Stirke
— 2he~**dsf(2")da’ in den Punkten — (2’ + 2) abgebildet.

Im Fall ¢(f)=0, f(z)=C ist die Temperatur in einem
Punkte des sich abkiihlenden Korpers

o V@ ke Gty
— {e IS AT dx —2h fdz [ et e AR datl
2VYnkt
0

Die semikonvergente Reihe 5%)

1.3 1-3.
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welche aus der obigen Formel fiir 2 = O hervorgeht, eignet sich zur
Berechnung der Temperatur an der Grenzfliche, wenn ¢ einen nicht

zu kleinen Wert hat; fiir grosse Werte von ¢ ist € er approxi-
mative Ausdruck flir die Oberﬂachentemperatur hy=ki

e) Es sei der unendliche Raum von zwei Substanzen erfiillt, die
an der Ebene z — 0 zusammenstossen; bei einem gegebenen An-
fangszustand lésst sich die Temperaturverteilung zur Zeit ¢ in den
beiden Korpern durch die Methode der Spiegelbilder ermitteln. Es
geniigt als Anfangszustand im besonderen zu Grunde zu legen: eine
Quelle im Punkte = 2" (z. B. 2" > 0), sonst iiberall die Anfangs-
temperatur Null.

Wenn k,, &, die Werte der Temperaturleitfihigkeit k¥ und «,, %,
diejenigen der Wirmeleitfihigkeit » in den beiden Substanzen sind,
s0 kann man leicht verifizieren, dass die Losung??)

— = (x4
.l_{e (zu: t’) + "1V’—‘7;""1V"_1 e w“lxt } >0
V_{ ”1]/7?2 + %y ka ’ ’
(-=Vis)
” 1 2“1Vk e Akt , <0
2T V? ”1Vk + % Vi

62) Vgl. wegen ahnlicher asymptotischer Formeln: Fourier, ,Théorie*,
Nr. 380; Poisson, ,suppl., Note B.
63) A.Sommerfeld, Math. Ann, 45 (1894), p. 266; ohne Beniitzung von Quell-

u1=
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den beiden Bedingungen

an der Girenzebene geniigt; die Stérke der erforderlichen Spiegelbilder
ist also hier nach Massgabe des Verhiltnisses der Temperaturleitfihig-
keiten %, k, und der Wirmeleitfihigkeiten x,, %, zu wihlen. Die
Aufgabe lisst sich auch 16sen, wenn die allgemeineren Bedingungen
"1%%0l + H,(u; —u;) =0, "s%%: + Hy(uy — uy) =0
an der Grenzebene angenommen werden, oder wenn der Leiter nicht
aus zwei, sondern aus drei oder mehr thermisch heterogenen Teilen
besteht.

Die Untersuchung der Wirmeleitung in einem Medium von kon-
tinuierlich variabler Leitfihigkeit haben Sturm und Liouville zu ihren
allgemeinen, mathematisch wertvollen Untersuchungen angeregt®™).
Die Differentialgleichung (14) ist dabei durch die allgemeinere (13)
zu ersetzen. Der Methode nach schliessen sich diese Untersuchungen
an die der vorigen Nummer an, wobei an die Stelle der Fourier'schen
Entwickelungen nach trigonometrischen Funktionen solche nach Sturm-
Liowville’schen Funktionen treten.

Y. Die Wirmeleitung in zwei oder drei Dimensionen. Elemen-
tare Losungen der Gleichungen der Wirmebewegung filr drei oder
zwei Dimensionen sind

sin sin sin

e kB P
cos P% cos 1Y cos 7 ¢
sin sin

X e~ k()i
resp. cos PT cos 1Y€ .

Solche Losungen lassen sich unmittelbar in denjenigen Fillen ver-
wenden, wo der Korper durch Ebenen begrenzt ist, die den Koordi-
natenebenen parallel laufen.

a) Der Korper sei durch die drei Ebenen 2z =0, y =1, y=—1
begrenzt, und es sei ¥ = O an den Grenzen y = -1, w = U an der
Grenze = 0. Der stationire Wirmezustand lésst sich in diesem
Fall durch den Ausdruck®) darstellen

punkten behandelt von H. Weber, Gott. Nachr. 1893, p. 722, und Vierteljahrschr.
der naturf, Ges. in Ziirich, Mai 1871.

54) J. Liouville, Gergonne ann. 21 (1830/31), p. 133; Sturm und Liouville,
J. de math. 1, 2, 3 (1836—38). Vgl. auch M. W. Stekloff, Ann. de Toulouse (2) 2
(1901), p. 281. Nitheres hieriiber s. Encykl. II, Art. Bocher, II A 7a und Art. Burk-
hardt, II A 11.

65) Fourier, ,,Théorie, chap. III, sect. 4, 5.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1, 13



