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8, Wirmeleitung in einer Kugel. 197

durch die Ebene 2= 0 begrenzt ist und von einem Punkte dieser Ebene
aus erwarmt wird, so betrachte man einen in der Begrenzungsebene
gelegenen und senkrecht gegen diese gerichteten kontinuierlichen
Doppelquellpunkt; die von ihm herrithrende Temperatur betrigt
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wo r*= (z— ') + (y—y')?+ 2*. Dieser Ausdruck wird fiir x = &/,
y =y im Limes 2 = 0 unendlich gross und verschwindet sonst iiberall
in der Grenzebene z = 0.

g) Durch die Methode der Spiegelbilder in ihrer Anwendung auf
Quellpunkte oder kontinuierliche Temperaturverteilungen lassen sich
Aufgaben auch fiir solche Gebiete 15sen, die durch wiederholte Ab-
spiegelung den ganzen Raum einfach und liickenlos erfiillen ). G. Lameé %)
bat auf diese Weise Wirmeleitungsaufgaben ausser fiir das rechteckige
Parallelepipedon, das Prisma mit regulir dreieckiger Basis etc., welche
ersichtlich bei symmetrischer Wiederholung zu einer reguléiren Raum-
einteilung Anlass geben, aqch fiir einige Tetraeder behandelt (,,Te-
traeder 1/6“ und ,Tetraeder 1/24%), welche den 6. oder den 24. Teil
des Wiirfels bilden. Diesen Tetraedern ist von .A. Schinflies®) ein
weiteres hinzugefiigt, welches ebenfalls den Fundamentalbereich einer
regulidr-symmetrischen Raumeinteilung bildet und fiir welches daher
Wirmeleitungsaufgaben ebenfalls nach dem Spiegelungsverfahren un-
mittelbar gelost werden kénnen. Auch wenn Strahlung an den Grenz-
ebenen stattfindet, ldsst sich das Spiegelungsverfahren bei solchen
Gebieten anwenden ®%).

8. Wirmeleitung in einer Kugel. Wenn die Differentialgleichung
der Wirmebewegung auf Polarkoordinaten r8¢ transformiert wird, so
nimmt sie die Form an

59) Solche Gebiete kénnte man mit Benutzung eines funktionentheoretischen
Terminus als ebenflichig begrenzte symmetrische ,,automorphe Fundamental-
bereiche* bezeichnen.

60) Siehe seine beiden Biicher ,Lec¢ons sur les fonctions inverses des trans-
cendentes et les surfaces isothermes*, Paris 1857, ,,Lecons sur la théorie analy-
tique de la chaleur, Paris 1861, Uber die Wirmebewegung in einem Tetraeder
siehe Cotton, Ann. de Toul. (2) 2 (1900). Eine Arbeit, die noch nicht erwihnt
wurde, ist die von Betti, ,,Sopra la determinazione delle temperatura variabili
di una lastra terminata‘, Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 371

61) A. Schonflies, Math. Ann. 34 (1889), p. 172.

62) G. H. Bryan, Lond. Math. Soc. Proc. 22 (1891), p. 424.
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ot (r“) =k [2—37; (ru) + r¥sin 6 00 (sm 0 20 ru) + risin® 6 dop? ru]
Betrachten wir zunichst den Fall®), dass « unabhingig von 6 und ®
ist, dann wird unsere Glelchung

ﬂ (ru)=1F% g; (ru),

hat also dieselbe Form, wie im Fall der linearen Bewegung, nur dass
ru anstatt « die abhiéngige Variable ist.

Wenn eine Kugel vom Radius ¢, deren Anfangstemperatur glelch
F(r) ist, von einem Medium umgeben ist, dessen Temperatur Null
ist, und sich durch Strahlung abkiihlt, so muss » die Nebenbedingungen
erfiillen:

w=F() fir t=0, 2% 4 hu=0 fiir r=c.

Insbesondere geniigt der zweiten dieser Nebenbedingungen der Ausdruck
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w=ce
falls 4 eine Wurzel der Gleichung
Accos Ac = (1 — hc) sin dc.

ist. Setzen wir Ac = ¢, hc¢ — 1 = p, so wird 4 durch die Gleichung
pecosyp + psin g = 0 bestimmt; diese Gleichung hat keine kom-
plexen Wurzeln, und wenn p > — 1 ist, auch keine rein imaginiren.
Ist —1<p<O0, so liegt eine Wurzel in jedem der Intervalle

©3) @) = 3)

ist p > 0, so liegt eine Wurzel in jedem der Intervalle

(), (5 20, (5, 30)

Die Wurzeln 4,, 45, ..., 4, ... lassen sich bequem mit Hiilfe der
trigonometrischen Tafeln berechnen.
Entwickelt man nun die Funktion F(r) in der Form

63) Den symmetrischen Fall hat Fourier behandelt, siehe ,,Théorie*, chap. V
sowie Poisson, J. éc. polyt. cah. 19, p. 112. Die Konvergenz der Reihen ist
von Cauchy u. A. sowie neuerdings von Fugisawa untersucht, Diss. Strass-
burg 1886 ,Uber eine in der Wirmeleitungstheorie auftretende, nach den
Wurzeln einer transcendenten Funktion fortschreitende wunendliche Reihe*;
auch J. of College of Scienc. of Japan 2 (1889). Im iibrigen verweisen wir wegen
der Konvergenzfragen auf Encykl. II A 9, Art. Burkhardt iiber Reihenentwicke-
lungen.
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e )
e 24 (h—21) ,
F(r) =2 Sm:'”". _f_ . ( ;) /rF(r) sin 4,7 dr,

=t Bw—

so ergiebt sich fiir die Temperatur selbst die Formel

_— NI
) =2 L A TR ifl /rF(r) sin A, 7 dr.
am1 " A2h— 2
v
Nach lingerer Zeit wird die Temperatur durch das erste Glied dieser
Reihe mit geniigender Annéherung dargestellt.
Eine allgemeinere Losung der Differentialgleichung ist®)

Iy @r) i
__k;.uV (0 ) +7 oder e"“"r"V(O CP) smﬂ-’

dary T

worin V, (0, @) eine Kugelfunktion vom Grade % bedeutet, und
g 1}(M) die Bessel'sche Funktion mit der Ordnungszahl n - 1 ist.
Diese Losung findet Anwendung, wenn die Temperatur an der Ober-
fliche vorgeschrieben ist, oder wenn der Korper sich durch Ausstrah-
lung abkiihlt. Die gegebene Oberflichen- oder Aussentemperatur ist
dabei in eine Reihe nach Kugelfunktionen in der Form 'V, (6, ¢)
zu entwickeln.

9. Wirmeleitung in einem Xreiscylinder. Hat der leitende
Korper die Form eines Kreiscylinders, so verwendet man die partielle
Differentialgleichung der Wirmebewegung in der Form

ou 0%u 1 0u 1 0*u 0%
5=k (G T o 55+ ov o5 T 50)
hierin bedeutet ¢ die Entfernung von der Axe des Cylinders, ¢ das
Azimuth und 2z die der Axe parallele Koordinate. Dieser Gleichung

geniigt die Losung

w=ett S mp - etre - J, (o V' + A,

wo oJ, (x) die Bessel'sche Funktion m*" Ordnung bezeichnet, welche
der gewthnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt:

s nt (=)o

64) Poisson, ,,Théorie*, p. 863; Laplace, Connaissance des temps 1823,
p. 245; Mécanique céleste, livre 11, chap. 4, 1828; Duhamel, J. éc. polyt. 14,
chap. 22, p. 36. Siehe auch Langer, Habilit.-Schr. Jena (1875) ,,Uber die Wirme-
leitung in einer homogenen Kugel“; K. Baer, Diss. Halle 1878 ,,Uber die Be-
wegung der Wirme in einer homogenen Kugel*.



