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9. Wirmeleitung in einem Kreiscylinder. 199
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so ergiebt sich fiir die Temperatur selbst die Formel
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Nach lingerer Zeit wird die Temperatur durch das erste Glied dieser
Reihe mit geniigender Annéherung dargestellt.
Eine allgemeinere Losung der Differentialgleichung ist®)
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worin V, (0, @) eine Kugelfunktion vom Grade % bedeutet, und
g 1}(M) die Bessel'sche Funktion mit der Ordnungszahl n - 1 ist.
Diese Losung findet Anwendung, wenn die Temperatur an der Ober-
fliche vorgeschrieben ist, oder wenn der Korper sich durch Ausstrah-
lung abkiihlt. Die gegebene Oberflichen- oder Aussentemperatur ist
dabei in eine Reihe nach Kugelfunktionen in der Form 'V, (6, ¢)
zu entwickeln.

9. Wirmeleitung in einem Xreiscylinder. Hat der leitende
Korper die Form eines Kreiscylinders, so verwendet man die partielle
Differentialgleichung der Wirmebewegung in der Form
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hierin bedeutet ¢ die Entfernung von der Axe des Cylinders, ¢ das
Azimuth und 2z die der Axe parallele Koordinate. Dieser Gleichung

geniigt die Losung

w=ett S mp - etre - J, (o V' + A,

wo oJ, (x) die Bessel'sche Funktion m*" Ordnung bezeichnet, welche
der gewthnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt:
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64) Poisson, ,,Théorie*, p. 863; Laplace, Connaissance des temps 1823,
p. 245; Mécanique céleste, livre 11, chap. 4, 1828; Duhamel, J. éc. polyt. 14,
chap. 22, p. 36. Siehe auch Langer, Habilit.-Schr. Jena (1875) ,,Uber die Wirme-
leitung in einer homogenen Kugel“; K. Baer, Diss. Halle 1878 ,,Uber die Be-
wegung der Wirme in einer homogenen Kugel*.
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Zunichst werde ein Cylinder von unendlicher Liénge und vom
Radius @ betrachtet; die Anfangstemperatur sei unabhiéngig von 2
und ¢ und der Cylinder von einem Medium umgeben, welches die
Temperatur Null hat®); in diesem Fall gebrauchen wir die Losung

u == e~ "t J (19).
Die Grenzbedingung laute hw - g—“ = 0; die Konstante A lasst sich
. . e
durch die Gleichung
hdy(Aa) + Ay (Aa) =0

bestimmen. Fourier hat nun gezeigt, dass diese Gleichung unendlich
viele reelle positive Wurzeln A, 4,,... besitzt, und dass eine will-
kiirlich gegebene Funktion F (g) sich in eine Reihe
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entwickeln lidsst; man findet
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Identifiziert man die hier vorkommende willkiirliche Funktion F(o)
mit der Anfangstemperatur des Cylinders, so ist die Temperatur zur
Zeit t

r=uw

U= 2 A e+ J (2 0).
r==1
Im Falle die Anfangstemperatur sowohl von ¢ als von ¢ abhingt,
sowie im Falle eines Cylinders von endlicher Linge, kann die Losung
aus den obigen allgemeineren Losungen zusammengesetzt werden.
Die Hauptlésung (vgl. Nr.6) im Fall von zwei Dimensionen
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ist mit dem Ausdruck
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dquivalent; hierin bedeutet R die Entfernung

65) Fourier, ,,Théorie, chap. VI, wo die Funktion J, auftritt. Die Funk-
tionen J,, zuerst bei Poisson, J. éc. polyt. cah. 19 (1823), p. 239, 335. Siehe
auch Melchior, Programm Realgymn. Fulda 1884—85. J
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(0 + 0" — 200 cos(p — 9}
der beiden Punkte (¢, 9), (o, ¢").
Fiir eine ebene (Riemanw'sche) Fliche mit einem r-fachen Win-
dungspunkt®) lautet die entsprechende Losung der partiellen Diffe-
rentialgleichung
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Im Falle » = 2 findet man hieraus durch Summation der Reihe
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Diese Losung lisst sich auf den Fall anwenden, dass die Ebene (z, y)
lings eines vom Nullpunkte auslaufenden Halbstrahles aufgeschnitten

ist und die Wirmebewegung in dieser aufgeschnittenen Ebene unter-
sucht werden soll.

10. Wirmeleitung in Korpern von versehiedenen speziellen
Formen. Die Aufgabe, den stationiren Wirmezustand eines Ellip-
soides zu ermitteln, dessen Oberfliche auf gegebener Temperatur er-
halten wird, hat . Lamé¢ ¢7) unter Zugrundelegung der elliptischen Koordi-
naten zuerst gelost. Wenn

2 2 z’

ot ta
die Oberfliche darstellt, sind diese Koordinaten im Punkte (z, ¥, 2)
die drei positiven Wurzeln der Gleichung
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worin
e =t — b, f2=a®— %

66) A. Sommerfeld, Math. Ann 45 (1894), p. 276.

87) G. Lamé, J. de math. 4 (1839), p. 126. Andere Arbeiten von Lamé, die
sich auf diesen Gegenstand beziehen, befinden sich in den sechs ersten Bénden
und im Band 8 desselben Journals. Eine Ubersicht iiber die ersten Resultate
Ann. Chim. Phys. 53 (18383), p. 190. Die erste Einfilhrung der isothermen Ko-
ordinaten geschah in einem Mémoire in den Savans étrangers 5, 1838, abgedruckt
J. de math. 2 (1837), p. 147; siehe auch J. éc. polyt. cah. 238 sowie die beiden
Werke ,Legons sur les fonctions inverses, Paris 1857, und ,Legons sur les
coordonnées curvilignes et leurs applications*, Paris 1859,



