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15. Abgrenzung des Sto'ﬁ'es. 16. Theorie der stationiiren Stromungen. 289

Die Helmholt?schen Wirbelgesetze3®), insbesondere der Satz, dass
eine anfiinglich ruhende Fliissigkeitsmasse sich dauernd wirbelfrei
bewegt, sind unter Annahme der Reibungslosigkeit auch auf Gase
anwendbar; ausgenommen sind allerdings diejenigen Bewegungsformen,
bei denen endliche Druckspriinge®®) auftreten. Diese Uberlegung ist
von Nutzen, wenn man sich Rechenschaft dariiber ablegen will, in
wie weit man berechtigt ist, die Aufgaben iiber Gasstromung — wie
das bisher durchaus iiblich war — als eindimensionale Probleme zu
behandeln®). Man kann die Sache so auffassen, dass man aus der
ganzen Stromung einen ,Stromfaden”, etwa den mittelsten, willkiirlich
zur Behandlung herausgreift, und hernach Druck und Geschwindigkeit
fiir die korrespondierenden (im selben ,Querschnitt“ gelegenen) Punkte
der iibrigen Stromfiden gleich den gefundenen Werten setzt. Fiir
ein Rohr von veréinderlichem Querschmnitt enthalten die hierdurch be-
gangenen Vernachlissigungen bei Wirbelfreiheit die Kriimmung der
Rohrwand in der Strémungsrichtung in der ersten Potenz, die Neigung
der Rohrwand gegen die Achse in der zweiten Potenz. Bei den
turbulenten Bewegungen®), die bei lingeren Rohren die Regel bilden,
ist man von vornherein zur Einfilhrung von Mittelwerten gezwungen,

so dass man hier von selbst auf das eindimensionale Problem ge-
fithrt wird.

16. Allgemeine Theorie der stationéren Stromungen. — Problem-
stellung. Eine zusammendriickbare (,elastische’) Fliissigkeit sei in statio-
nirer Bewegung begriffen. Untersucht wird der Bewegungszustand
eines mittleren Stromfadens, der als Reprisentant fiir alle iibrigen
Stromféden betrachtet wird. Es soll, unter Beriicksichtigung der
Wirkung von #usseren Kriften, von Strémungswiderstinden und
Wirmemitteilung durch die Wandungen, das Verhalten von Druck,
Volumen und Geschwindigkeit in der strémenden Fliissigkeit unter-
sucht werden, unter der Voraussetzung, dass fiir irgend einen Quer-
schnitt diese Grossen (p, v, w) gegeben sind. Die thermodynamischen
Eigenschaften der Fliissigkeit werden dabei als gegeben vorausgesetzt,
ebenso die — meist durch feste Winde gebildete — Begrenzung des
Flissigkeitsstromes.

gegen w%ﬁ u. 8. w. und gv@ u.8. w. (Euler’'sche Gleichungen IV 15, 8) nicht

ox
in Betracht kommt.
32) IV 16, 3, auch 2, (Love).
83) Vgl. Nr. 20 u. IV 19, 11 (Zemplén).
34) Diese Behandlungsart ist auch hier in Nr. 16—20 festgehalten.
85) IV 15, 17 (Love).
Encyklop. d. math, Wissensch. V 1. 19
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Zur Behandlung des vorstehenden Problems dienen die im Folgen-
den zu gewinnenden Gleichungen.

Im stationdren Stromungszustand muss durch jeden Querschnitt
des Stromes in der Zeiteinheit dasselbe Fliissigkeitsgewicht G hindurch-
treten; es muss also sein:

(a) F,vw = @ = const.
(ksnematische oder Kontinuitéits-Gleichung).

Die Aussage, dass jedes Massenelement in der Bewegungsrichtung
nach Massgabe der dort wirkenden #usseren Krifte beschleunigt wird,
fithrt zu der mechanischen Gleichung:

(b) 9—‘;’2+vdp+dh+dz=o.

Hierin bedeutet dh eine der Schwererichtung entgegengesetzte,
also nach oben positive Hohenverinderung, dz einen durch Reibung
u. dgl. verursachten Bewegungswiderstand, gemessen durch die sog.
Widerstandshohe. Die einzelnen Terme der Gl (b), wie auch der
folgenden Gleichungen stellen Energieinderungen (Arbeiten) pro
Gewichtseinheit des Gases vor.

Als dritte Gleichung hat man die Aussage, welche der erste
Hauptsatz der Thermodynamik (Gl 3, p. 243) fiir den Zustand im
Innern des Massenelements liefert. Zu beachten ist dabei, dass die
Widerstandsarbeit d2 in Gl. (b) hier als zugefiilhrte Wirme neben der
von aussen zugefiihrten Wérme dg wieder auftritt. Die Warme-
gleichung lautet also:

(e) 4 dq + dz = du + pdv.
Durch Verbindung von Gl (¢) mit (b) erhiélt man die Gleichung
wdw

du + d(pv) + —y T dh=dq,
die integrabel ist und in dieser Form:
w!
(d) u—|—pv-|—2—g-|—h=const.—|—q
als Gleichung der Gesamtenergie angesprochen werden darf. (Mit

G = F%’— multipliziert, giebt die linke Seite der Gl. den gesamten

sekundlichen Energietransport durch den Querschnitt F; Ggq ist dabei
die bis zum Querschnitt F' dem Gas zugefiihrte Wirme.) Die Wider-
standsarbeit # kommt in dieser Gleichung nicht vor, da die ver-
schwundene Arbeit als Wirme in der Gesamtenergie enthalten bleibt.

Durch Einfithrung der ,Erzeugungswirme® ¢ = u 4 pv (thermo-
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dynam. Potential §, in Art. V 3)%%) gewinnt Gl. (d) die im folgenden
gebrauchte, etwas einfachere Gestalt

i+%+h=conat.+q.

Ist von der stromenden Fliissigkeit das Gesetz der inneren Energie

u = f(p, v)
bekannt, ferner das Gesetz fiir den Bewegungswiderstand z und die
Wiérmemitteilung ¢, so reichen die Gleichungen (a) bis (d) aus, um
fiir vorgegebene geometrische Verhiltnisse der Stromung (Angabe iiber
F und h an jeder Stelle des Stromfadens) die Losung des Problems
vollig bestimmt zu machen, falls ein Anfangszustand (p,, v,, w,) oder
dquivalente Daten gegeben sind. Wird die Wirmemitteilung als von
Temperaturdifferenzen abhingig dargestellt, so muss zur Festlegung
der Temperatur in der stromenden Fliissigkeit noch die ,Zustands-

gleichung®
. F(p,v, T)=0
hinzugenommen werden.

Die vorstehende strenge Grundlegung des Problems findet sich
— allerdings nicht genau in obiger Fassung, und gleich fiir perma-
mente Gase spezialisiert — bei F. Grashof 1863%7). Ausfiihrliche
Darstellungen finden sich in Grashof, Masch.-L. § T5; Zeuner,
Therm. § 40. .

Wirklich durchgefiihrte Rechnungen mit diesen allgemeinen Voraus-
setzungen existieren nicht. Die Hohenunterschiede %, die praktisch
sehr wenig Bedeutung besitzen, sind durchweg vernachlissigt. Meist
bleibt auch die Wirmemitteilung unberiicksichtigt. (Eine Losung mit
Wiirmeleitung bei Rohrleitungen von konstantem Querschnitt giebt
Grashof %), eine Behandlung des Ausflussproblems Fliegner®?)).

Eine graphische Darstellung der in Gl (b) bis (d) enthaltenen
Beziehungen, die sich zuerst bei Zeuner®®) findet, moge in der etwas
verinderten Fassung, die ihr Stodola*') und Biichner*?) gegeben haben,
hier Erwiéihnung finden.

86) Vgl. p. 243, Ziff. 5, ferner p. 2564 und 260.

37) ,,Uber die Bewegung der Gase im Beharrungszustande in Rohrenleitungen
und Kaniilen“, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 7 (1863), p. 243, 273, 335.

88) Masch.-L. § 109 u. 115.

39) Civiling. 28 (1877), p. 433.

40) Civiling. 17 (1871), p. 71.

41) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 47 (1908), p. 1 u. f. = Dampfturb. § 21 u.
22 (§ 2 u. 8).

42) Zur Frage der Laval'schen Turbinendiisen. Diss. Dresden 1903 =

19*
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In Fig. 53 soll in einem p-v-Koordinatensystem die Geschwin-
digkeitserzeugung in einem Gase (oder Dampfe) verfolgt werden, das
von dem Zustand p,,v,, wo die Geschwindigkeit « == 0 ist, be-

ginnend, lings der Kurve 1-2
expandiert. Hohendifferenzen wund
7 Wiirmemitteilung sollen ausser Be-
tracht bleiben. Gleichung (b) und
(d) lauten somit in der Integralform

,,E‘m 0 g

L Y @) B

v Zieht man durch 1 eine Adiabate

Fig. 53. bis zum Druck p, herab (1-3), so
hat man, da diese das Zustands-

gesetz bei widerstandsloser Bewegung ist (vgl. den nichsten Abschnitt),
in der Fliche 0-1-3-4-0 ein Mass fiir die verfiighare kinetische Energie:

1

’2

29

(b")

= [ vdp.
8

Die wirklich erreichte kinetische Energie ergiebt sich, wenn man
durch 2 eine Kurve ¢ = const. bis zum Schnittpunkt 5 mit der Adia-
bate legt; mach (d) und (b”) wird sie durch die Fliche 0-1-5-6-0
dargestellt. Somit reprisentiert die Fliche 5-6-4-3-5 den durch die
Widerstiinde verursachten Energieverlust.

Durch Vergleich von (b") mit (b”) findet man, dass die Wider-
standsarbeit # durch die Fliche 1-2-4-6-5-1 dargestellt ist; dass diese
Fliche um den nicht schraffierten Teil 1-2-3-1 grosser ist als die
des Energieverlustes, ist damit zu erkliren, dass ein Teil der in
Wirme verwandelten Widerstandsarbeit zur weiteren Expansion nutz-
bringend Verwendung findet.

Eine #hnliche Darstellung ldsst sich in Temperatur-Entropie-
koordinaten (dem sog. Wirmediagramm) durchfiihren (Fig. 54). Die
Flichen oo-1-1-00 und oo—2-2'—oo/’ stellen 4, und 4, dar, 1-3 ist die
Adiabate, die verfiighare Energie 1;—9 =14, — 4y ist durch oo-1-3-00

dargestellt, der Energieverlust durch 1'-3-2-2-1', die Widerstands-
arbeit # durch 1’-1-2-2-1".

Forschungsarb. Heft 18, p. 47 u. f;; Auszug Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 48
(1904), p. 1029 u. 1097.
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Noch einfacher, aber weniger eindrucksvoll wird die Darstellung
im ¢-s-System (Fig. 55); die Strecke 1-3 stellt die verfiighare, 1-5 die
erreichte kinetische Energie, 5-3 den Verlust dar.

Fig. b54. Fig. 5.

Ist am Ende des Stromungsvorgangs die Geschwindigkeit wieder
=0, so ist nach (d') 4, =14,. Dies ist die Beziehung, welche beim
Uberstromen mit Vernichtung der Stromungsgeschwindigkeit eintritt
(vgl. Nr. 22).

17. Bewegung ohne Widerstinde und Wirmemitteilung.
Gleichung (c) lautet hier: du - pdv = 0; sie liefert mit u = f(p, v)
einfach das Gesetz einer adiabatischen Zustandsinderung:

v=o(p, p, »1),
hiermit wird Gl. (b) integrabel; es wird
P

[
() o — fodp;
p

Py, v, w, sind dabei die Werte von p, v und w in einem gegebenen
Anfangsquerschnitt. (leichung (a) ordnet jetzt mit Hilfe der vor-
stehenden Beziehungen jedem Querschnitt F' eine bestimmte Ge-
schwindigkeit und einen bestimmten Druck zu.
Ist p, der Druck in dem Raume, von dem die Fliissigkeits-
stromung ausgeht, und kann dort w,*> = 0 gesetzt werden, so wird
p

Betrachtet man fiir diesen Fall den Verlauf des Stromungsquerschnitts

F= %’—’, der zu einem bestimmten sekundlichen Gewicht G gehort, als



