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A. Das krystallographische Grundgesefz und seine Anwendung
auf die Berechnung und Zeichnung der Krystalle,
Von Th. Liebisch in Géttingen.

Einheitliche und schwebend gebildete Krystalle bieten poly-
edrische Formen dar, deren charakteristische geometrische Eigen-
schaft ausgesprochen wird in dem durch die Erfahrung gegebenen
krystallographischen Grundgesetz — Gesetz der Zonen, der rationalen

Indices oder der rationalen Doppelverhiltnisse. (Vgl hierzu Teil B,
Nr. 25.)

4) Die Arbeiten von Bravais erschienen 1866 in Paris als Etudes cristallo-
graphiques.
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1. Einfache konvexe Polyeder. Ist die Einwirkung #usserer
Agentien, die eine Storung der natiirlichen homogenen Beschaffenheit
der Krystalle erzeugen konnen, ausgeschlossen, und bleiben die Tempe-
ratur und der #dussere allseitig gleiche Druck konstant, so sind die
Richtungen der Begrenzungsebenen eines Krystallpolyeders wunver-
anderlich. Daher ist ein solches Polyeder durch seine Flichen-
winkel vollstindig bestimmt.

Erfahrungsgemiss bilden die Begrenzungsebenen (Krystallflichen)
ein einfaches, im gewd&hnlichen Sinne konvexes Polyeder. Jede Kry-
stallfliche besitzt also in Bezug auf das Polyeder, zu dem sie gehort,
eine dussere und eine innere Seite. Werden von einem Punkte im
Innern des Polyeders Normalen auf die Flichen gefillt, so sollen die
nach aussen zeigenden Richtungen als positiv angesehen werden.
Unter einem Flicheawinkel soll der am Reflexionsgoniometer mess-
bare Aussenwinkel verstanden werden. Er wird beschrieben, wenn
eine der beiden Flichen aus ihrer urspriinglichen Lage um die Schnitt-
gerade gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu
bestreichen, in die Verlingerung der anderen Fldche fillt. Einen
gleichen Winkel beschreibt die Normale der Fliche.

Als positive Richtung einer Kante in Beziehung auf eine Fliche,
in der sie nicht enthalten ist, soll die Richtung verstanden werden,
die mit der positiven Richtung der Flichennormale einen Winkel
" < m/2 einschliesst. Dieser Winkel soll der Kinfallswinkel der Kante
in Beziehung auf die Fliche genannt werden.

2. Gesetz der Zonen. Kine auffallende Kigenschaft der Kry-
stallpolyeder besteht darin, dass an ihnen Scharen von Kanten auf-
treten, die untereinander parallel laufen. Chr. S. Weiss, der zuerst
die Bedeutung dieser Thatsache fiir die geometrische Krystallographie
erkannt hat, nannte die Gesamtheit der Flichen, die sich in parallelen
Kanten schneiden, eine Zome von Flichen.

Hiufig werden Flichen beobachtet, die gleichzeitig in zwei oder
mehr Zonen liegen. Zur Bestimmung ihrer Lage gegen die iibrigen
Flichen sind Winkelmessungen nicht erforderlich. Denn eine Ebene
ist ihrer Richtung nach bestimmt, wenn sie gleichzeitig zwei Kanten
von verschiedenen Richtungen parallel laufen soll.

Gehen wir nun dazu iiber, aus je zwei Zopen schon vorhandener
Flichen eines Krystallpolyeders eine neue Flichenrichtung abzuleiten,
die beiden Zonen angehort, so erhebt sich die Frage, ob stets die auf
solche Weise mit beobachteten Fldchen in Beziehung stehenden Ebenen
mogliche Krystallfiichen sind. Die Erfahrung hat gelehrt, dass dieses
Ableitungsverfahren in der That berechtigt ist. Da zur geometrischen
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Ableitung einer unbegrenzten Zahl von Fldchen aus Zonen vier
Flichen, die ein im allgemeinen unregelmissiges Tetraeder bilden,
notwendig und ausreichend sind, so kdnnen wir die charakteristische
geometrische Eigenschaft der Gesamtheit von Flichen, die als Be-
grenzungsebenen der polyedrischen Formen eines krystallisierten
Korpers auftreten konnen, durch folgenden Satz aussprechen: Aus vier
Flichen eines Krystallflichenkomplexes, die ein Tetraeder bilden, lassen
sich alle dibrigen Flichen der Reihe nach dadurch ableiten, dass parallel
2u jedem Paare von Durchschwittslinien der bereits vorhandenen Flichen
eine neue Fliche gelegt wird®).

Da krystallographische Begrenzungselemente nur ihrer Richtung
nach véllig bestimmt sind, so konnen wir durch ein Zentrum C das
Biindel der Ebenen und Geraden gelegt denken, die den Flichen und
Kanten eines Krystallflichenkomplexes parallel gehen. Dann ist nach
dem Gesetz der Zonen jede Gerade der Triiger eines Biischels von méglichen
Flachen und jede Ebene der Triiger eines Biischels von méglichen Kanten.
Fléichen- und Kantenrichtungen stehen sich dualistisch gegeniiber?).

Vier der Ableitung zu Grunde
liegende Flichen ¢, ¢, ¢, ¢; bilden ein
vollstindiges Vierflach mit drei
Paaren von Gegenkanten (Fig. 1, 5):

Coby == &5 €36 == &) €16 = &
o€y == &5 €€ = &) €ofy = &
Je zwei einander gegeniiberliegende
Kanten werden durch eine Diago-

nalfliiche verbunden:
18y =by; &&= by; &3¢, = by
Diese drei Flichen schneiden sich

in den drei Diagonalkanten des
Vierflaches: 4

byby = By; byby = fy; byby = fs.
Durch jede Diagonalkante kann
ein Paar Gegenflichen nach den
beiden mit ihr noch nicht verbun-
denen Gegenkanten gelegt werden:

1) F. E. Neumann, Beitr. z. Krystallon. 1823.

Vier der Ableitung zu Grunde
liegende Kanten 0,0, d,d; bilden
ein vollstindiges Vierkant mit drei
Paaren von Gegenflichen (Fig. 1,5):
030y = dy; 030, = dy; 0,0, = d,
000, = dy; 0,05 = dy; 0,05 = d.
Diese sechs Flichen schneiden sich
ausser in den vier Kanten 0 noch
in den drei Diagonalkanten:

dydy = By; dydy = By; dyd; = By
Durch je zwei dieser Kanten geht

eine Diagonalfliche des Vier-
kants:

BsBs = by; BBy = be; By By = bs.

Auf jeder Diagonalfliche erzeugen
die drei Paare von Gegenflichen
ausser den Diagonalkanten noch
ein Paar Gtegenkanten:

De lege zonarum 1826;

A. F. Mobius, Der barycentrische Calciil 1827, p. 266; Ber. Verh. siichs. Ges. d.
Wiss. Math. phys. Cl. 1849, p. 45; F. Blasius, Ann. Phys. Chem. 41 (1890), p. 538.
2) H. Grassmann, Ausdehnungslehre von 1844, § 171; Lidebisch, Zeitschr. d.

geol, Ges. 1877, p. 516.
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Bi&y = di; Bogy = dy; Pyey = dy
Biey = dy; Pr&s = dy; Py&g = d,.
Diese sechs Flichen schneiden sich

zu je dreien in vier Kanten:

dydydy = 0,
dy dyds = 0,
dydgd, = 0,
dyd,dy = 0,

welche ein vollstindiges Vierkant
bilden.

In jeder Diagonalfliiche b bil-
den die auf ihr liegenden Gegen-
kanten ¢ und Diagonalkanten g
ein harmonisches Biischel:

(BaPBser &) = — 1
(BsBy&589) = — 1
(B Batses) = — 1.

V 7. Th. Léebisch, A. Schinflies u. O. Miigge.
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bydy = & bydy = 55 bydy = &

bid, = &5 bydy = &; bydy = &
Diese sechs Kanten liegen zu je
dreien auf vier Flichen:

€48586 == G
Eu8p 85 =€,
EpE38 = €

E5é1 89 = €3,
welche ein vollstindiges Vierflach
bilden.

Die in einer Diagonalkante j
sich schneidenden Gegenflichen d
und Diagonalflichen b bilden ein
harmonisches Biischel:

(bybydydy) = — 1
(bsb1d5 dz) =—1
(bybydyds) = — 1.

Die Fliche ¢, und die Kante 0, + =1, 2, 3, 4, werden an allen
Kanten des Dreikants f, 8,8, und auf allen Flichen des Dreiflachs
b, byb; voneinander harmonisch getrennt.

Auf diese Weise kann die geometrische Ableitung neuer Flichen
und Kanten unbegrenzt fortschreiten.

3. Raumgitter. Der Zonenzusammenhang der Flichen eines
krystallisierten Korpers wird veranschaulicht durch das geometrische
Bild der Struktur einheitlicher Krystalle, das durch die weitere Ent-
wicklung der Hauyschen Hypothese tiber die Krystallstruktur ent-
standen ist. (Naheres hieriiber in Teil B, Art. Schinflies.)

In einem unbegrenzt gedachten einheitlichen Krystall sind un-
zahlig viele Punkte vorhanden von der Beschaffenheit, dass um jeden
Punkt die Massenverteilung nach parallelen Richtungen dieselbe ist,
wie um jeden anderen Punkt. Diese Stellen miissen angeordnet sein
nach Raumgittern, d. h. nach den Schnittpunkten dreier Scharen von
parallelen dquidistanten Ebenen. Jede durch irgend zwei Punkte des
Gitters gelegte Gerade (Punktreihe) ist mit unendlich vielen Gitter-
punkten Hquidistant besetzt; der Abstand zweier benachbarter Punkte
wird der Parameter dieser Punktreihe und der zu ihr parallelen Punkt-
reihen genannt. Legt man durch irgend drei Punkte des Gitters, die
nicht einer Geraden angehdren, eine Ebene (Netzebene), so ist sie mit
unendlichen vielen Punkten parallelogrammatisch besetzt.
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Die Raumgitterstruktur veranschaulicht das Gesetz der Zonen,
wenn die Annahme hinzugefiigt wird, dass als Krystallflichen nur
Netzel enen des Gitters aufireten kinnen.

4. Polfiguren. Wir stellen uns vor, dass die Flichen eines
Krystallpolyeders um die Strecke r von einem Punkte C im Innern
entfernt seien. Dann kann dem Polyeder eine Kugel um C mit dem
Radius » eingeschrieben werden. Der Beriihrungspunkt einer Flache
mit der Kugel wird der Pol dieser Fliche, die Gesamtheit der Flichen-
pole die Polfigur des Polyeders genannt. Die Flichen einer Zone
liefern Pole, die in einem Hauptkreise (Zonenkreise) liegen; die durch
den Mittelpunkt gelegte Kantenrichtung der Zone schneidet die Kugel
in den Polen des Zonenkreises.

Da der sphirische Abstand zweier Flichenpole ein Mass ist fiir
deu Husseren Winkel der zugehdrigen Flichen, so gewihrt die Pol-
figur eine auf anderem Wege nicht erreichbare Ubersicht der Flichen-
winkel und damit die zweckmissigste Grundlage fiir die Ermittlung
der zur Beschreibung der Krystallpolyeder erforderlichen Grossen.

In der Polfigur sind einer Fliche und ihrer parallelen Gegen-
fliche verschiedene (diametral gegeniiberliegende) Punkte zugeordnet.
Soll die entsprechende Unterscheidung auch in dem Biindel der von
C ausgehenden Fldchennormalen, das die Kugel in den Polen der
Fliche schneidet, festgehalten werden, so miissen wir den Flichen-
normalen die auf S.396 eingefiihrten positiven Richtungssinne beilegen.
In der Untersuchung projektivischer Beziehungen zwischen einem
Krystallflichenkomplex und seiner Polfigur wird hierauf verzichtet;
dann entspricht einer Flichenrichtung ein Polpaar?).

5. Projektionen. Hiilfsmittel fiir die geometrische Untersuchung
der Krystallpolyeder bieten die von F. E. Neumann 1823 eingefiihrten
Verfahren zur iibersichtlichen Darstellung des Zonenverbandes in einer
Ebene dar*). Man gewinnt diese Darstellungen, indem man I das
durch ein Zentrum C gelegte Biindel von Ebenen eines Krystall-
flichenkomplexes mit einer nicht durch C gehenden Ebene € schneidet

3) Uber die Einfihrung der Normalen der Krystallflichen und der Pol-
figuren vgl. F. E. Neumann, Beitrige zur Krystallonomie 1 (1828), p. 5, 55;
Ann. Phys. Chem. 4 (1825), p. 63; J. G. Grassmann, Zur physischen Krystallo-
nomie 1 (1829), p. X, 5, 60; J. F. Chr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 223.

4) F. E. Newmann, Beitrige zur Krystallonomie 1 (1823). Wesentlich kom-
pliziertere graphische Methoden sind von L. Ditscheiner vorgeschlagen worden
Sitz.-Ber. Wien. Akad. Math. K. 26 (1857), p. 279. 28 (1858), p. 93, 134, 201. 32
(1858), p. 3.
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oder II. das Biindel der Flichennormalen a) mit einer nicht durch
C gehenden Ebene € oder b) mit einer konzentrischen Kugel schneidet.

L. Linienprojektion eines Flichenbiindels. Da in dem Biindel
jedem Paare einer Fliche und ihrer parallelen Gegenfliche eine ein-
zige Ebene entspricht, so ist deren Schnittgerade mit der Projektions-
ebene € einer Flichenrichtung zugeordnet. Die Spuren der Flichen-
richtungen einer Zone bilden ein Biischel von Geraden durch die Spur
der gemeinsamen Kante (Zonenpunkt). Jeder Kantenrichtung des
Krystalls ist also ein Punkt in € zugeordnet. Aus der perspekti-
vischen Lage des Biindels und seiner Projektion folgt die Gleichheit
der Doppelverhiltnisse von vier Elementen eines Biischels im Biindel
und der vier entsprechenden Elemente in der Projektion.

Die Linienprojektion (Fig. 1) veranschaulicht den Zonenverband
der auf S. 397—398 genannten Flichen ¢, ... d;.

Linienprojektionen wurden von Fr. A. Quenstedt, F. H. Schrider
und M. Websky in umfassender Weise fiir die Zwecke der geome-
metrischen Krystallographie verwertet?®).

Fig. 1. Linienprojektion.

Ia. Punktprojektion eines Biindels von Fldichennormalen; gromo-
nische Projektion einer Polfigur. In der Projektionsebene € erzeugen
die Flichennormalen ein System von Schnittpunkten. Hierdurch wird
jeder Flichenrichtung des Krystalls ein Punkt (Flichenort) in € zu-

5) F'r. A. Quenstedt, Ann. Phys. Chem. 34 (1835), p. 503, 561; 36 (1835),
p- 245, 379; Methode der Krystallographie 1840, Beitriige zur rechn. Krystullogr.
1848, Handbuch der Min. 1855, Grundriss d. bestimm. u. rechn. Krystallogr.
1873; F. H. Schrider, Elemente d. rechn. Krystallogr. 1852; M. Websky, Ann.
Phys. Chem. 118 (1863), p. 240; Anwendung d. Linearprojektion z. Berechn. d.
Krystalle 1887.
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geordnet. Den Flichenrichtungen einer Zone entsprechen Punkte einer
Geraden; jeder Kantenrichtung des Krystalls ist also eine Gerade
(Zonenlinie) in € zugeordnet.

Betrachtet man in Fig. 1 die Punkte d,, d,, d,, d; als Flichen-
orte eines vollstindigen Vierflachs, so wird der Zonenverband der ab-
geleiteten Flichen §, ... & veranschaulicht.

Die Projektion eines Biindels von Flichenormalen ist identisch
mit der gnomonischen Projektion der zu dem Biindel der Flichen ge-
horigen Polfigur auf die Ebene €', wenn man den Radius der Kugel
gleich dem Abstand des Zentrums C von € wihlt®).

Den Hauptkreis, in welchem die Kugel von der parallel € ge-
legten Diametralebene geschnitten wird, nennen wir Grundkreis. Den
Beriihrungspunkt 0’ von € mit der Kugel, der im allgemeinen nicht

X

Q

Y

Fig. 2. Polarkoordinaten ¢, 9 Fig. 3. Gnomonische Projektion H
des Poles h. des Poles h.

mit dem Pol einer Krystallfliche zusammenfillt, bezeichnen wir als
Projektionszentrum. Zu Polarkoordinaten eines Poles h seien gewihlt
der sphirische Abstand (Q%) = ¢ von dem im Grundkreise gelegenen
Pole Q und das Azimut o der Zone Q4 in Bezug auf diesen Kreis (Fig. 2).
Dann hat das Projektionszentrum O die Koordinaten ¢ = 9 = 90°.

Die Kugel sei mit einem Netz von Lingenkreisen und Breiten-

6) Nach dem Vorgange von F. E. Neumann wurde die gnomonische Pro-
jektion verwertet von: J. Fr. Chr. Hessel, Krystallometrie (1881), p. 225 f. (Lehre
von der Zeigerfliche); W. H Miller, Phil. Mag. (4) 18 (1859), p. 87; M. Websky,
Monatsber. Berlin. Akad. 1876, p. 3, 1879, p. 124; E. Mallard, Traité de crist. 1
(1879); H. A. Miers, Min. Mag. 7 (1887), p. 145; V. Goldschmidt, m den auf
P. 894 genannten Schriften und Zeitschr. f. Kryst. 17 (1890), p. 97,191; 19 (1891),
Pp. 35, 352; 20 (1892), p. 143; 21 (1893), p. 210; 22 (1894), p. 20; 25 (1896), p. 538;
30 (1899), p. 346; E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 21 (1893), p. 574; G. F. H.
Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 309; H. Hilton, Min. Mag. 14 (1904), p. 18.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 26
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kreisen in der Weise bedeckt, dass die Lingenkreise durch @ hin-
durchgehen und O der Nullpunkt der Linge 1 ist.

V 7. Th. Liebisch, A. Schinflies u. O. Miigge.

bezeichnet mit . Es ist 1 + ¢ = o + ¢ = 90"

Y, so gilt fiir die Projektion H des Poles h:

& =r-cotg v,
cotg ¢
y=r: sin v

Krystallographie.

Die Breite sei
Wihlt man jetat
in der Projektionsebene & (Fig.3) die Schnittgeraden mit der Aquator-
ebene und der Ebene des Lingenkreises QO' zu Koordinatenaxen X,

\

i
\

7
///

N
NI
N

/

N 7
N I —
I I —

I A TN
/Z/H\\\\\

NN

L\

Fig. 4. Gnomonisches Netz.

Um die Herstellung gnomonischer Projektionen mit Hiilfe dieser
Koordinaten zu erleichtern, hat G. T. H. Smith™) eine Tabelle der mit
10 multiplizierten Werte von cotg ¢/sin ¢ in dem Gebiete von 90° bis
25° angelegt. Umgekehrt findet man mit der Tabelle und einem
Transporteur aus der Projektion den Winkel zwischen zwei Flidchen-

polen oder zwei Zonenkreisen.

7) G. F. H. Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 309.
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Zu demselben Zweck kann das von H. Hilton®) entworfene gno-
monische Netz (Fig. 4) benutzt werden, worin die Lingenkreise abge-
bildet sind durch die Schar der zu Y parallelen Geraden:

r=r-tang 1
und die Breitenkreise durch die Hyperbeln:
— 2% + y? cotg? w = 2.

IIb. Stereographische Projektion einer Polfigur. Zur Abbildung
einer Polfigur auf eine Ebene ist besonders geeignet die stereogra-
phische Projektion der Kugelober-
fliche. Es ist zweckmissig die
Projektionsebene € durch den
Mittelpunkt C der Kugel und in
einen Zonenkreis (Grundkreis) zu
legen, wobei die Symmetrieeigen-
schaften der Krystalle zu beriick-
sichtigen sind (vgl. in Fig. 5 die
stereographische Projektion der Pol-
figur des Oktaeders, Hexaeders und
Dodekaeders mit den der Fig. 1
entsprechenden Bezeichnungen der
Flichen). Die Projektionsstrahlen

gehen dann von einem Endpunkte Fig. 5. Stereographische Projektion der

O des zu " senkrechten Durch- pgigour des Oktaeders, Hexaeders und
messers aus. Im allgemeinen ge- Dodekaeders.

niigt die Abbildung der dem

Punkte O gegeniiberliegenden Halbkugel, die das Innere des Grund-
kreiges erfiillt. Indessen ist es z. B. bei der Untersuchung von Sym-
metrieeigenschaften niitzlich, die Projektion auf das benachbarte Ge-
biet ausserhalb des Grundkreises zu erweitern?).

Die stereographische Projektion einer Polfigur kann mit Zirkel
und Lineal konstruiert werden, wenn der Zonenverband und die
Flichenwinkel des Polyeders gegeben sind. Dabei werden folgende
Eigenschaften der Projektion benutzt. Bezeichnet man mit ' den

8) H. Hilton, Min. Mag. 14 (1904), p. 18.

9) Uber die Verwertung der stereographischen Projektionen von Polfiguren
vgl. W. H. Miller, A Treatise on Cryst. 1839; Phil. Mag. (4) 19 (1860), p. 325;
V. v. Lang, Lehrb. d. Kryst. 1866, p. 299; E. Reusch, Ann. Phys. Chem. 142
(1871), p. 46; 147 (1872), p. 569; Die stereogr. Proj. 1881; Th. Liebisch, Geom.
Kryst. 1881; 4. Brezina, Methodik d. Krystallbestimmung 1884 St. Jolles, Zeitschr.
f. Kryst. 18 (1891), p. 24; G. Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 21 (1898), p. 249; 36 (1902),

26*
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Gegenpunkt von O, mit § die Projektion des Flichenpoles %, mit r
den Radius der Kugel und mit w den Winkel (O’'Ck), so ist (Fig. 6):

1) Ch = r - tang g

Die Projektionen aller Kugelkreise sind wieder Kreise. Die Projektion
eines grossten Kugelkreises schneidet den Grundkreis in zwei einander
diametral gegeniiberliegenden Punkten; geht der Kreis durch O, so wird
er abgebildet durch die Schnittlinie seiner Ebene mit der Projektions-
ebene. Der Mittelpunkt der Projektion eines Kugelkreises ist die Pro-
jektion der Spitze des Tangentenkegels, den man in diesem Kreise an die
Kugel legen kann. Fiir einen grossten Kugelkreis geht der Tangenten-
kegel in einen Zylinder iiber; daher liegt der Mittelpunkt m der Pro-
jektion eines Zonenkreises 3 im Schnittpunkt der von O auf die
Ebene 3 gefillten Normale Om mit der Projektionsebene €”. In

Fig. 6. Stereographische Projektionen §, ) Fig. 7. Konstruktion der sphii-
der Pole &, h, p. rischen Entfernung zweier
Punkte ht der Kugeloberfliche.

Fig. 6 bedeutet pp den auf 3 senkrechten Durchmesser; der durch

O’ und p gelegte Meridian schneidet 3 in % und %, deren Projektionen

b und § sind. Bezeichnet man den Radius der Projektion von 8 mit

r und den Winkel (O'Cp) mit v, so ist:

@ 1:=I)m=mf)=0m=6{s—-v
Cm = r - tang v.

Von den Endpunkten des Durchmessers pp wird der auf der Halb-

p. 14; E.v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 357; 21 (1893), p. 617; 29
(1898), p. 639; 33 (1900), p. 589; 37 (1903), p. 188; V. Goldschmidt, Zeitschr. f.
Kryst. 30 (1899), p. 260; 8. L. Penfield, Amer. J. of Sc. (4) 11 (1901), p. 2, 115;
14 (1902), p. 249; H. Hilton, Phil. Mag. (6) 6 (1903), p. 66; E. Sommerfeldt, Zeitschr.
f. Kryst. 41 (1905), p. 164.
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kugel um O gelegene Punkt p der Pol des Zonenkreises 8 genannt;
seine Projektion besitzt folgende Eigenschaft: Sind §, f die Projek-
tionen der Flichenpole &, k, so bestimmen die Verbindungslinien p
und pf auf dem Grundkreise einen Bogen 7k, der gleich dem Bogen
hk ist (Fig. 7).

Die Ausfiihrung einer Projektion wird wesentlich erleichtert durch
eine Hiilfsprojektion, die man gewinnt, indem man ein Netz von
Lingenkreisen und Breitenkreisen in der Weise stereographisch pro-
jiziert, dass ein Lingenkreis mit dem Grundkreise zusammenfillt
(stereographische Meridianprojektion Iig. 8). .B. Hecht'?) benutzt Netze
auf Pauspapier, die iiber der Zeichnung gedreht werden, in Verbin-
dung mit einer Tabelle, in der neben den Winkeln u die Strecken:

,
sin » ’

2 .
r.ta,ng?, r-simm %

angegeben sind.

o,

%,

Fig. 8. Stereographische Meridianprojektion.

Zwischen den drei Projektionen bestehen einfache Beziehungen,
wenn wir voraussetzen, dass die Projektionsebenen € der Linienpro-
jektion eines Flichenbiindels und € der Punktprojektion des Nor-
malenbiindels zusammenfallen und parallel zur Projektionsebene &”
der stereographischen Projektion der Polfigur liegen, derart dass sie

10) B. Hecht, Anleitung zur Krystallberechnung, 1898, p. 64.
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die Kugel im Gegenpunkte O’ von O beriihren (Fig. 9, 10). Es be-
deute B eine Flichenrichtung, g ihre Linienprojektion, b ihren Pol,
B die Punktprojektion der Flichennormale (oder die gnomonische Pro-
jektion des Poles b), b die stereographische Projektion dieses Poles,

L 0’ ] G, G B

QS

Fig. 9. Verbindungsebene der Projektionsstrahlen CB und Ob.

0B

Fig. 10. Projektionsebene der Linienprojektion und der
gnomonischen Projektion.

Fig. 9, 10. Zusammenhang zwischen der Linienprojektion f einer Flichen-
richtung B, der stereographischen Projektion b und der gnomonischen Pro-
jektion B ihres Poles b.

¥ die senkrechte Projektion von b auf € Dann steht die Gerade
BY O senkrecht auf g in L und es ist LC = Lb. Denken wir uns
nun €” nach € verschoben, und beschreiben wir um O’ den Distanz-



6. Ableitung des Gesetzes der rationalen Indices aus dem Gesetz der Zonen. 407

kreis mit dem Radius », so ist die Linienprojektion p der Flichen-
richtung B die Polare der gnomonischen Projektion B des Poles b in
Beeug auf den imaginiren Kreis mit dem BRadius — r und die stereo-
graphische Projektion O des Poles b liegt auf dem zu f senkrechten
Durchmesser des Distanzkreises im Abstande LC = L C* von f.

6. Ableitung des Gesetzes der rationalen Indices aus dem Ge-
setz der Zonen'!). . Von den Flichen p,, p,, ps, ¢ eines Tetraeders,
das zur Ableitung eines Krystallflichen-
komplexes nach dem Gesetz der Zonen
dient, sollen p,, p,, p; zu Axenebenen
gewihlt werden (Fig. 11). Ihre Schnitt-
geraden =,, m,, m; bilden ein im all-
gemeinen schiefwinkliges Axensystem. 2,
Die Fliche ¢ bestimme die Verhiltnisse
der Axeneinheiten OF, : OF, : OF,
= @1, : @y : a;. Man bezeichnet die Winkel .
zwischen den Axen und die Verhalt-
nisse der Einheiten als Awxenelemente.

In dem Komplex befinde sich die %

Fliche % mit den Axenabschnitten pig 11, Zur Definition der Indices

OH,, OH,, OH,, dann verhalten sich der Fliche H, H, H,.

die Quotienten aus den Axeneinheiten .

und den Azenabschnitien dieser Fliche wie ganze Zahlen hy, hy, hy:
OE, OE, OE

@ 0H11:OH::0H:=h1:h?:h3'

E,

Man nennt sie die Indices der Fliche h.

Der Beweis ergibt sich aus folgender Uberlegung. Da nur die
Richtung der Fliche - in Betracht kommt und die Verhiltnisse der
Richtungscosinus ihrer Normale u gegeben sind durch:

. . J— 1 . 1 . 1 .__h!'.hi .hs
COS (W, £ COS LTy 1 COS Ty = fp: Gpp OE —ara a

so ist die (tleichung der Fliche % in Punktkoordinaten:
h h, h,
(2) “1'&1‘+‘”9'a2+x3‘5§=0-

Die Koordinaten eines Punktes der Schnittgeraden 7 zweier
Flichen A" und % verhalten sich wie:

11) F. E. Neumann, De lege zonarum 1826; 4. F. Mobius, Der barycen-
trische Calcul, 1827, p. 266; Ber. Verh. sichs. Ges. d. Wiss. math.-phys. KI. 1849,
p- 45; W. v. Bezold, Sitz.-Ber. Akad. Miinchen, math.-phys. Kl. 1863, p. 350.
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3) Ty Wyt %y == Qg Nyt UgMy t ATy
— l hzl hs' — ryrr . hs' hl, . ryrr
N = \ h," hsu - (h k )1} Ny == h3" hl’l - (h h )2
— hl’ hi’ ’___ rqrr
Ny == i hl” hg” - (h k )3'

Man nennt die Zahlen #,, n,, u; die Indices der Kante 5. Die Be-
dingung dafiir, dass die Flichen %, ', 4" einer Zone angehiren:

hy hy hy
® hy kg hy
h1,, hz/l hsll

=0

enthilt nur die Indices der Flichen und ist unabhingig von den Axen-
elementen. Liegt eine Fliche A gleichzeitig in den Zonen der Flichen
K, k" und ¥, k", also parallel den Kanten 7 und %" mit den Indices
1y Mey Mg und 7y, g’
n = FE), m'=EE)y, us'=FK);,

so setzen sich ihre Indices in folgender Weise zusammen:
(5) hythy:hy = (n')y: (nn)e: (0 )s-
Mit Hilfe von (3) und (5) konnen die Indices aller Flichen & be-
rechnet werden, die sich nach dem Gesetz der Zonen aus den vier zu
Grunde liegenden-Fléichen ableiten lassen. Nun sind die Indices dieser
vier Flichen:

Py P2 D3 e

{100 010 001 111.

Hieraus sind die Indices aller iibrigen Flichen durch die Operationen
der Multiplikation und Subtraktion zu bilden. Auf solche Weise
konnen aber nur ganze Zahlen entstehen: Die Indices der in einem
Krystallflichenkomplez: mdglichen Flichen und Kanten verhalten sich
wie ganze Zahlen, wenn- die Richtungen der Koordinatenaxen und die
Verhilinisse der Axeneinheiten durch vier I'ldchen des Komplexes be-
stimmt werden.

Zur geometrischen ﬁgéchreibung eines Krystallpolyeders sind also
notwendig: 1. die Axenelemente, 2. die Indices der Flichen. Diese
Grossen miissen aus Messungen der Flichenwinkel berechnet werden.

Die Zusammenstellung der Indices Ay, hy, hy wird nach einem
Vorschlage von W. Whewell'®) (1825) zur Bezeichnung der Fliche &
benutzt und das Symbol von  genannt. Dieselbe Methode der Fliichen-

12) W. Whewell, London Phil. Trans. 1825, p. 87.
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bezeichnung haben J. G. Grassmann®®) und L. Frankenheim') im Jahre
1829 und bald darauf auch C. Fr. Gauss'™®) ersonnen und angewandt;
eine weitere Verbreitung erlangte sie erst durch die krystallogra-
phischen und mineralogischen Schriften von W. H. Miller').

Aus Fig. 11 ist ersichtlich, dass die Indices einer Fliche % auch
definiert werden konnen als Verhiltnisse der Dreiecke, die von der

Fliche » und der Einheitsfliche ¢ auf den Axenebenen bestimmt
werden'?):
Wi — OHH, OH,H, OHH,
OE E, ()E E, OE E

Aus den Gleichungen (2) und (3) ergiebt sich eine in dem Ge-
setz der rationalen Indices enthaltene Beziehung zwischen den Flicten
und den Kanten eines Krystalls. Betrachten wir das Ellipsoid, in
welchem x,, m,, n; nach Richtung und Linge konjugierte Durch-
messer sind. Zu der Diametralebene, die parallel der Krystallfliche
mit den Indices h,, hy, hy liegt, gehére der konjugierte Durchmesser

nach dem Punkte y,’, 5/, y5' des Ellipsoids; dann ist die Gleichung
dieser Ebene:

y1?/1 + yz?/s + '.'/sys —

Demnach verhalten sich nach (2) die Indlces der Krystallfliche wie:
hl:h2:h3=&,—:£’;:—y’;-

a  ay

13) J. G. Grassm.ann, Zur physischen Krystallonomie u. geometr. Kcmbina-
tionslebre 1 (1829). Vgl. Ann. Pbys. Chem. 30 (1833), p. 1.

14) M. L. Frankenheim, De crystallorum cohaesione, Vratisl. 1£29.

16) C. Fr. Gauss, Werke 2 (1863), p. 308.

16) W. H. Miller, Phil. Mag. (3) 6 (1835), p. 105; A treatise on crystallo-
grapby 18389; A tract on crystallography 1863; An elementary introduction to
mineralogy by W. Philipps; new edit. by H. J. Biocke and W. H. Miller 1852.

17) H. Grassmann, Ausdehnungslehre von 1844, § 171. [Vgl. G. Junghann,
N. Jahrb. f. Min, Beil.-Bd. 1 (1881), p. 834.] Die H. Grassmann’sche Fassung des
Gesetzes der rationalen Indices lautet: ,,Wenn man vier Flichen eines Krystalles
ohne Anderung ihrer Richtungen so legt, dass sie einen Raum einschliessen, und
die Stiicke, welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten werden, zu
Richtmassen macht, so lisst sich jede andere Fliche des Krystalles als Viel-
fachensumme dieser Richtmasse rational ausdriicken.* Oder: ,,Wenn man drei
Kanten eines Krystalles, welche nicht in derselben Ebene liegen, ohne Anderung
ihrer Richtung an einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt legt, und als ihre
Endpunkte ihre Durchschnitte mit irgend einer Krystallfliche setzt, so ldsst sich
jede andere Kante des Krystalles als Vielfachensumme dieser Strecken rational
ausdriicken.* Wie sich diese Fassung aus dem Gesetz der Zonen ergiebt mit
Hiilfe der Regeln tiber die Multiplikation von Strecken und Flichenrfiumen hat
Fy. Engel gezeigt in: H. Grassmann, Ges. math. u. pbys. Werke 1,1 (1894), p. 411.
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Andererseits verhalten sich nach (3) die Koordinaten des konjugierten
Durchmessers mit den Indices 7, 7,, 7, wie:
Y 8 Y = aymy c agmy t ayg.

Daraus folgt:

hythg:hy = :my: g,
d. h. in einem Ellipsoid, in welchem die Krystallaxen nach Richtung
und Liinge konjugierte Durchmesser sind, gehort zu jeder Diametral-
ebene, die einer Krystallfliiche parallel liegt, ein komjugierter Durch-
messer, dor diz Ricituny einor Krstallsvt: und dieselben Indices wie
jene Fliche besitat'®).

7. Topische Parameter. Setzt man das Volumen des Elementar-
parallelepipeds eines triklinen Raumgitters gleich dem Molekularvolumen
V des Stoffes, su werden die Kantenlingen y, ¢, o des Parallelepipeds
topische Parameter genannt. Sie dienen zur Vergleichung der Krystall-
formen verschiedener Stoffe’?). Bezeichnet man das Verhiltnis der
Axeneinheiten:

die Winkel w,n, = g, =, my =y und den inneren Winkel der Ebenen
Ty My, W My an w; mit A, so ist:
a:l:ic=y:9: o0,
V= yv¢osin fsin y sin 4,

Y
3__ 84,8 — _ Ll _
r=ay csinPsinysin 4’
P = 14 -
acsinfsinysin 4 7
08 = Ayt = G

asinfsinysin 4

8. Transformation der Indices. Kine Verinderung der Axen-
ebenen und der Einheitsfliche fiihrt wieder auf rationale Indices, wie
aus folgenden Relationen hervorgeht ).

Erteilt man den Flichen f! f% f3 k mit den urspriinglichen
Indices:

18) Qu. Sella, Nuovo Cimento 4 (1856), p. 93.

19) F. Becke, Anzeiger Wien. Akad. 30 (1893), p. 204; W. Muthmann, Zeitschr.
f. Kryst. 22 (1894), p. 497; A. E. Tutton, Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 1; 27
(1897), p. 113, 266; 29 (1898), p. 54.

20) A. T. Kupffer, Aon. Phys. Chem. 8 (1826), p. 61, 215; Handb. d. rechn.
Krystallon. 1831, p. 497; J. F. Chr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 214; H. Grass-
mann, Ausdehnungslehre von 1844, § 171; Th. Liebisch, Geom. Kryst. 1881, p. 48.
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AR, LR A6 Rikaks
die neuen Indices
100, 010, 001, 111

so erhilt eine beliebige Fliche % jetzt folgende Indices:

|hf"2f‘l 1R, [ F117R]
) frtyity = g =,
worin z. B. |hf?f3| gesetzt ist fur:

hy fi* f7

hy 1° 15

Lhy 7
und:

K, =k, K =|f'kf?], K= I[f'fk].

Eine Kante % ist nun zun bezelchnen durch:

t, = K K (fi'ny + fi'me + f5'ms)
) {tz = K, Ky (f:*n, + 1302 + £3*ns)
ty = Ky Ky (fi°ny + £°np + 1*ns)-
Die Relation (1) ist ein spezieller Fall von (3).
Sollen die Flichen f*, f2 f% k die Indices:

1,1, 1 2,2, 2 8,8, 38
9% 9%, %99 90979 17’
annehmen, so ergeben sich die neuen Indices m,, m,, m, der Fliche
h aus:

lra*q®|- [Rf2 12| 1_'_|q1‘“153} R 2+IQ‘Q’TI'|f‘f’hi

my = — ka fs |f1kf“| Ifllfzxkl a4
Ira*q®|-|hf2f? 1q'rg®|-|F*hfe lq'qr|-|f1f?h |

(3) My == Hfﬁf& “ + lflkfs 2'+' ifllfzkl 93
_lréd’l (hf’f’ \q'rg®|- R lg'q’r|-|f*fh]

m3— tkf + fll\fsl QB + |f1f2k! QS .

9. Koordinaten von Flichen und Kanten. In einem krystallo-
graphischen Ebenenbiindel mit dem Zentrum C seien =, =,, m, die
zu Koordinatenaxen gewihlten Kanten, v,, v,, v; die Normalen der
Axenebenen p,, p,, p;. Nach der Definition der Flichenwinkel (8. 396)
sind die Aussenwinkel (7)) der Ecke =, m,m, und (v,) der Ecke v, v,v,
gleich folgenden Winkeln?!) (Fig. 12):

(7)) = vy, (W) = wywy, (W) = v3%,
() = mymy, () = My, () = mym,,

21) H. Grassmann, Lehrbuch d. Trigonometrie 1865, p. 100,
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und es gilt:
T . 1 1
COS 7, v, ' COS 7, vy COS Ty,

= sin m,m, : 8in w7, ¢ SiN 7, Wy = SIN Yy vy :SIN Yy v, tsin v, v,

Bezeichnet man die Cosinus der Einfallswinkel der Koordinatenaxen
in Bezug auf die Fliche 2 oder die Richtungscosinus ihrer Normale

Fig. 12. Stereographische Projektion der Pole
der Axenebenen, der Einheitsfliche und einer
beliebigen Fliche.

p als Koordinaten u,, u,, uy dieser Fldche, so besteht die Beziehung
(S. 407):
hy by By

Uy T Uyt Uy == COS WIT, : COS Wy : COS Uy = > : 2 :
a a; O

Die durch einen Punkt P einer Kante 7 parallel zu den Axenebenen
gelegten Ebenen mogen die Koordinatenaxen schneiden in IT;, II;, I,
und die Normalen der Axenebenen in N,, N,, N;. Dann ist:
CN, = CII,;- cos wv; = CP - cos qv;-
Bezeichnet man jetzt die Koordinaten CI1,, CII,, CII; des Punktes
P mit &, &, &, so folgt mit Riicksicht auf (3) S. 408:
E : &1 E; = sin wym, - €08 N, 18I Wy, - COS RV, 1 SIN 7T, - COS NV
== Gy My S 0gMy: AgMs "

Die” Koordinaten einer Kante verhalten sich also wie die Cosinus der
Einfallswinkel der Kante in Bezug auf die Axenebenen, jeder Cosinus:

multipliziert mit dem Sinus des in der Axenebene gelegenen Axen-
winkels ).

929) Th. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 1 (1877), p. 138.
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Hiernach verhalten sich die Quotienten entsprechender Indices
zweier Flichen h, 7' wie die Quotienten aus den Cosinus der Einfalls-
winkel der Koordinatenaxen in Bezug auf diese Flichen:

hy  hy by €OS pm, | COS (T, = COS (T

Ry " hy Ry~ cosu'm " cos um, *cospm,

und die Quotienten entsprechender Indices zweier Kanten v, %' wie
die Quotienten aus den Cosinus der Einfallswinkel dieser Kanten in
Bezug auf die Axenebenen:

111 LMe .My COS vy  COS 7M¥, CO8 7|y,
n'Tme g’ cosqw T cos vy " cos vy

Wiéhlt man nach J. G. Grassmann?®) die Normalen v,, v,, v,
der urspriinglichen Axenebenen zu Koordinatenaxen, so verhalten sich
die Koordinaten m,, m,, m; der Normale u einer Fliche A wie:

My My My = SIN Vv, - COS W, @ SN vy, - COS WIT, : SIN V; v, - COS Uy

oder, wenn die Abschnitte von A auf den urspriinglichen Koordinaten-
axen nach S.407 eingefiihrt werden:

sin w9,  sin yyv,  siny v,

my iy img =~ "t G o
oder, wenn:
sin vy, sin vy v, sin v, 2,
T, % T, T % G T %

als Lingeneinheiten auf den Normalen v, v,, v, eingefithrt werden:
Myt Mgty == o by ool gy
Demnach erhilt in dem J. G. Grassmann’schen Koordinatensystem die

Normale w eimer Fliche h dieselben Indices hyy hy, hy, die in dem wr-
spréinglichen Koordinatensystem der Fldche gegeben werden.

10. Gesetz der rationalen Doppelverhiltnisse. Die Lage der
Einheitsfliche gegen die Axenebenen p,, p,, p; kann beschrieben
werden durch Angabe der Sinusverhdltnisse, nach denen die von e auf
den Axenebenen erzeugten Kanten ¢, &;, ¢ die Axenwinkel teilen.
Wird in analoger Weise die Lage einer beliebigen Fliche h bestimmt,
welche mit den Axenebenen die Kanten o,, w,, @, bildet (Fig. 11),
so ist das Doppelverhiltnis:

__sinme, sinwme,  OE, OH, , |
(5 75 8, ;) = sinm.z, s mao, — OF, OH, — M hs
(my 7q &5 ©0;) = hy 2 by
(mymy g 005) = hy t hy.
28) J. G. Grassmann, Zur physischen Krystallonomie 1 (1829), p. X, 5, 50;

J. Fr. Chr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 228; M. L. Frankenheim, J. f. Math.
8 (1832), p. 172; W. H. Miller, Proc. Cambridge Phil. Soc. 5 (1868), § 5.
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Die projektivischen Koordinaten®) einer Krystallfliche sind also iden-
tisch mit deren Indices*).

Setzt man an Stelle der Geraden, die in diesen Doppelverhilt-
nissen auftreten, die zu ihnen senkrechten Ebenen, so erhilt man das
Grundgesetz in der Form, in der es von C. Fr. Gauss 1831 ausge-
sprochen wurde®'). Zur direkten Ableitung dient die Polfigur (Fig. 12),
in der &¢ den Pol der Einheitsfliche ¢ und w den Pol der Fliche A
bedeutet. Die rechtseitigen Dreiecke u =, v,, wm, v5, u. s. w., die den
Eckpunkt p gemein haben, liefern:

COS Uy == Sin vyp Sin P, v, = Sin 54 Sin W, v,
1) COS wmy = sin vy sin wv,v, = sin v, u 8in pv, v,

COS Uy = 8in v, @ sin wv v, = Sin 1, u 8in wV,v, .
Hieraus folgt z. B.

(2) hy a,  cos pm,  sinpv, v
hy a,  cos pm,  sin pv, v,
Fiir die Einheitsfliiche gilt:
(3) a; _ cosem,  sinen v,
a,  cos gmg,  sin &v v,

Demnach ist:
(4) iﬁ_:sin gv; vy Sin pv, vy
hy sin e», v, * sin pv, v,

Der rechtsstehende Quotient ist das Doppelverhiltnis der vier Zonen-
kreise v v,, v,v;, vy¢, v,u, die durch den Pol v, der Axenebene p,
gehen?),

Den allgemeinen Ausdruck fiir das Doppelverhdltnis von vier
Flichen h, B, h”, K" einer Zone als Funktion ihrer Indices hat
W. H. Miller 1839 angegeben?®). Bedeuten 1, 2, 3, 4 vier Punkte
einer Kugeloberfliche, von denen 1, 2, 3 auf einem Hauptkreise liegen,
so besteht die Beziehung:

cos 41 -sin 23 - cos 42 - sin 31 -} cos 43 -sin 12 = 0.

Wendet man sie der Reihe nach an auf die Pole &, //, A” und den
Schnittpunkt der Kugel der Polfigur mit je einer der Axen =, my, m;,
so erhilt man fiir die Koordinaten u,, u,, w,” (A =1, 2, 3) die
Gleichungen:

24) W. Fiedler, Vierteljahrsschr. naturf. Ges. zu Ziirich 15 (1870), p. 152;
Darstellende Geometrie, 3. Aufl. 3 (1888), p. 69, 642.

25) Liebisch, Geom. Krystallogr. 1881, p. 16.

26) C. Fr. Gauss, Werke 2 (1863), p. 308; aus dem Nachlass d. J. 1831.
Vgl. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 3 (1878), p. 28.

27) W.H. Miller, Proc. Cambridge Phil. Soc. 1866—67, p. 75.

28) W. H. Miller, A treatise on crystallography, 1839, p. 14.
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w,-sin B'h” 4w, -sin K"k + w,” - sin k' =0,
aus denen sich ergiebt (« =1, 2, 3):
sin 'R : sin B”h : sin bW = (w'u”), : (u”w), : (uw),.
Analog gilt fiir die Flachen A, 4, k" (8 =1, 2, 3):
sin W s sin B bz sin hE = (w'e')q : (w""u)g 2 (wtd),.
Bezeichnen wir mit ¢, ¢, @”, ¢’ Proportionalititsfaktoren, so kdnnen

wir nun die Koordinaten ersetzen durch die entsprechenden Indices
und Axeneinheiten:

’ 7 (AN hl” , u)_”/ —_ g”l . h_l”_, .

a a a
Dann driickt sich das Doppelverhiltnis der vier Flichen in folgender
Weise durch deren Indices aus:

PRp— sin kB sin A" hh"), (K"
ER'R") = sin kR sm AR T Eh'h",;a : Eh'h"';{;.

Das Doppelverhilinis von vier Flichen einer Zone ist also eine ratio-
nale Zahl.

Hieraus ergiebt sich, dass eine Zone bekannt ist, wenn man in
ihr zwei aufeinanderfolgende Winkel kennt.

Das Gesetz der rationalen Doppelverhiltnisse enthilt die Losungen
der folgenden fundamentalen Aufgaben (W.H. Miller 1839).

I. Wenn die Winkel zwischen vier Flichen h, #’, h”, k"’ einer
Zone und die Indices von drei Flichen &, &/, h” gegeben sind, so be-
rechnet man die Indices der vierten Fliche aus:

hllr/ . h2n1 . hsur — @hl . h1/ . ®h2 —_— hz' : @5h3 _— h?),

' Nie X h,h" @
& = ' w”y - G

II. Wenn die Indices der vier Flichen und zwei ihrer Winkel,
z. B. h#’ und kA" gegeben sind, so findet man den Winkel 2A™ aus:

cotg Ak = (1 — ) cotg hh’ + U cotg hh”
A= RHKW").
Zur logarithmischen Berechnung bequemer ist:
tang (hh” — $hh") = tang LAk - tang (45° 4 @)

g sin(¥'h 4 RE)
tang U ?«[ . W .

Zwischen den Winkeln von vier harmonischen Flichen (Y = —1)
besteht die Relation:

2 cotg hh' — cotg hh” — cotg hh™” = 0.
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Ist hA” = 90° und A'A” bekannt, so ergiebt sich Ak aus:

sin QbW +KK) A1
sin B h” —a—1

Fig. 13. Stereographische Projektion.

/

i

/
5

OI
®
Fig. 14. Gnomonische Projektion.

Aus dem Gesetz der rationalen Doppelverhiltnisse folgt, dass
die gnomonische Projektion einer Polfigur auf unendlich viele Arten
in ein Netz von kongruenten Parallelogrammen geteilt werden
kann?®). Es seien £, q zwei Zonenkreise durch den Pol s (Fig. 13).

29) G. F. H. Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 314.
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In & seien p der Pol, der gleichzeitig dem Grundkreis angehdrt, und
8;, S, zwei beliebig gewihlte Pole. Die gnomonischen Projektionen
von s, S, S, seien bezeichnet mit S, S, S; (Fig. 14). Dann wird das
Doppelverhdltnis (s,8,sp) durch die Projektion auf das einfache Ver-
héltnis der Strecken S, S und S, S zuriickgefiihrt:

S, 8

(s2818p) = (8,8, 800) = ¢

1
Da sein Wert eine rationale Zahl sein muss, so konnen wir die Strecke
S, 8 zur Einheit wihlen und auf der Zonenlinie die Pole S, markieren,

fiir die das Verhaltnis S;S:S5,S eine ganze Zahl ist. In analoger
Weise verfahren wir in der Zone #:

(snsrsq> — (S//SISOO) J— %_:g .

Nun kann durch p und g je ein Biischel von Zonenkreisen gelegt
werden, deren Projektionen zwei zu den Kugeldurchmessern nach p
und ¢ parallele Biischel von Zonenlinien sind. Da die Zonenlinien
jedes Biischels dquidistant sind, so ergiebt sich der oben angefiihrte Satz.

11. Allgemeine Beziehungen zwischen Winkeln, Axeneinheiten
und Indices®). Sie ergeben sich aus der Relation zwischen den
Winkeln, die von fiinf Geraden oder Ebenen eingeschlossen werden:

cos 45 cos41 cos 42 cos 43 |
cos 15 1 cos 12 cos 13
cos 20 cos 21 1 cos 23
cos 30 cos 31 cos 32 1

1) =0,

oder wenn:
1 cos 12 cos 13
cos 21 1 cos 23 = A
cos 31 cos 32 1

gesetzt wird und die Unterdeterminanten von A mit A, bezeichnet
werden,

3
@) A cos 45 =2 A, cos 43 cos Bk .

ihk=1

Fillt 4 mit 5 zusammen, so erhilt man eine Beziehung zwischen den

30) H. de Semarmont in: Traité de cristallographie par W. H. Miller, 1842,
Note p. 198; Th. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 1 (1877), p. 182; 4 (1880), p. 263;
Geometr. Krystallogr. 1881, p. 63—98.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 27
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sechs Flichenwinkeln eines vollstindigen Vierflachs oder den sechs
Kantenwinkeln eines vollstindigen Vierkants:

3
(3) A =2 A, cos 44 cos 4.
ik=1
Es seien 1,2, 3 die Axen =, m,, m; und 4, 5 die Normalen
p, w der Flichen %, 2’. Dann sind die Koordinaten dieser Flichen
nach (8. 412):

o R 1

cos =@ 1, cos piw =" f,

worin ¢ und ¢ Proportionalititsfaktoren bedeuten. Fiihren wir noch
die Bezeichnungen:

3 3

ﬁ' Ai [+ Ai ’ ’
2 a,a];hiklc = o(h), 2;@’; hiby = @ (h, ')
ik=1 """ LR

k=1

ein, so ergiebt sich aus (2) und (3):
@ Acos hl' = g0 -@(h, I)
A=go-9(h)=0¢ o).
Demnach erhalten wir folgenden Wert fiir den Cosinus eines Flichen-
winkels hh ausgedriickt durch die Axenelemente und die Indices der
Flichen h und A': )
— oWk
® M e e
Es seien 1, 2, 3 die Normalen p,, p,, p; der Axenebenen und
4,5 die Kanten %, o". Multipliziert man in (1) die zweite, dritte,
vierte Zeile und die zweite, dritte, vierte Reihe mit
sin myw,, sin wyw,, sin w 7w,
so ergiebt sich:

cos my  sinmym, cosqy, SINT,w, COSNV, SN, Wy COSNVy|

. , .
6) 8IN 7, 75 COSVy ) A, A, A, —0
. ’
SIN 7, 77, COS V1] A, Ay Ay,
. ’
SIn 7, 7Ty COS VY AV A Dgg

oder, wenn cos m,w, mit ¢;, bezeichnet wird:
3

) A cos qy’ = 20,. . sin () sin (v,) cos nv, cos ' v,.

k=1
Die Koordinaten der Kanten 7, %" sind nach S. 412:
sin (v;) cos Ny, = 6- a;n;

: ’ ’ ’
sin (v,) cos v, =6 -a.m, ,
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worin 6 und ¢’ Proportionalititsfaktoren bedeuten. Fiihren wir noch
die Bezeichnungen:
3

8
Z Co @ ;M = (), Zcikai“k’h o =rfm )

ik=1 tk=1
ein, so ergiebt sich aus (7):
) A cos gy = 60’ -f(n, 1)
A=go-f(n)=d'df().

Demnach erhalten wir fiir den Cosinus eines Kantenwinkels v, aus-
gedriickt durch die Axenelemente und die Indices der Kanten % und 7"
_ _fanm)
R 2O

Die Identitdten, zu denen eine quadratische Form und die zu ihr
adjungierte Form Anlass geben, lauten in dem vorliegenden Falle:
aw ) ) — £, 0) £, ) = a* as® ag® - o ()

r A ’ A 7y

() o) — o (h, W) 9 (hy W) = 55 - [ (1)

Mit ihrer Hiilfe bildet man die Ausdriicke fiir den Sinus und die
Tangente eines Flichenwinkels:

. VA ' /(B
sin Al = ay Qg Ay ot - o)

tan hh' = va V@)

9) cos 0y’

(11)

ayasag @y K)
und eines Kantenwinkels:

R o (@)

N i = e V0
: , et
tan ny = a, a, ay 1%@(%:7:)) .

Mit den Werten von ¢ aus (4) und ¢ aus (8) erhalten wir fir
die Koordinaten einer Fliche h:

A B
13 cos pm, = VB . M
) M ey
und fiir die Koordinaten einer Kante r:

1 Vz--a"r),-
14 sin (v.) cos po, = L —_ 1.
4 () cos v, Vim

12. Eigenschaften der Biischel von Flichen oder Kanten.
Sind h, &, h” die Flichen einer Zone, so kann man nach (4) S. 408
die Verhiltnisse der Indices von h” darstellen durch die Indices der

Flichen h, I’ und eine rationale Zahl =, die mit A" variiert:
27
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b :hy":hy" =hy + th,: hy + thy: hy + th;
hh )
T =— ((h'h"))a (¢ =1, 2, 3).

Gehen wir zu den Koordinaten der Fliche iiber, so ergiebt sich mit
Riicksicht auf S. 415:

g g =y - buy" s uy - tuy g - duy
b @ (U u" e ____sn hE
¢ (WU e sin W'R”
¢t ist das megative Teilungsverhiltnis, das die Lage der Fliche A” in
der Zone der Flichen %, &' bestimmt durch Angabe des Sinusverhilt-
nisses, nach welchem 7" den Winkel AA’ teilt. Wir kénnen jetzt ¢
und ¢ auch ausdriicken durch die Indices der Flichen A, &, " und
die Axenelemente, denn nach (4) ist3!):
— K /9
(16) #H)a o (k)

__ __ Sinhk" "/ o®
T T Sk (1)

In analoger Weise lassen sich die Indices einer Kante 7", die

mit # und 7" in einem Biischel liegt, darstellen durch die Indices von
n,m’ und eine rationale Zahl d:

n " s =y dmy g - Ay g+ dy

1mn "),
d=—(m (0C=1,2,3).

Hieraus folgt fiir die Koordinaten dieser Kante nach S.412, 415:
B 8 B =&+ 08 &+ 08 4 0&

o= . d— (8, . sin nn”
= —_ a

(15)

— m = singq”

worin nach (8):
@), ) ____ singy” _]/ f(n)
(18) §=— 1), ¥V fa? ==V iy
Sind gegeben die Axenelemente des Krystalls, die Indices der

Flachen h,”" und deren Winkel, so findet man in der Zone dieser
Flichen diejenige Fliche A", fiir welche v den Wert -4 1 hat, aus:

(19) b :h)” hy"=h, b hy' 4 hy': hy— hy
und den Winkel zwischen &’ und % oder A" aus:

: sinhk”  sinhW KR sinhh'’ - W
@) Ew = R w = swkhEa — T mq;((}})) :

31) Th. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 1 (1877), p. 149; Geom. Kryst. 1881, p. 82,
75, 77, 86.



18. Flichendichte von Netzebenen. 421

Zur logarithmischen Berechnung fiihrt man den Hiilfswinkel @ ein
durch:

— /()
tan @ = ?;)((h)) .

Dann ergiebt sich der Winkel A'%” aus:
tan (W'h" — LKW k) = tan L{h'h - tan (@ 4 459).
Ein analoger Satz gilt fiir Kantenbiischel.

Auf die Beziehungen (19) und (20) griindet sich die krystallo-
graphische Entwicklung von Flichen oder Kanten eines Biischels aus
zwei gegebenen Flichen oder Kanten durch fortgesetzte Addition
gleichstelliger Indices®®). Sie ldsst sich veranschaulichen mit Hiilfe
der Raumgitterstruktur (Nr. 3). Denn in einem Raumgitter3®) ist der
Abstand B benachbarter Punkte auf einer Punktreihe % gegeben durch:

@1 B=Vrm)
und der Flicheninhalt € des Elementarparallelogramms einer Netz-
ebene 5 durch:

(22) G =a,aa, V&@

13. Flichendichte von Netzebenen. Der Flicheninhalt © und
der Abstand der Ebene 7 von der nichsten benachbarten Netzebene
sind umgekehrt proportional; denn das Produkt beider ist das kon-
stante Volumen B des Elementarparallelepipeds des Raumgitters:

(23) B = a,a,a, VA.
Der Abstand benachbarter Netzebenen ist um so grosser, je dichter

sie mit Gitterpunkten besetzt sind; die Flichendichte v ist gleich dem
reziproken Werte des Flicheninhaltes &:

(24) 1-S=1.
Nach einer Hypothese von A. Bravais und E. Mallard treten die

82) J. F. Chr. Hessel, Krystallometrie 1881, p.210; H. Grassmann, Ableitung
der Krystallgestalten aus dem allg. Gesetz der Krystallbildung, Progr. Otto-
schule in Stettin 1839; Ges. math. u. phys. Werke 2% (1902), p. 115; Fr. 4. Quen-
stedt, Beitr. z. rechn. Kryst. 1848; Grundr. d. best. u. rechn. Kryst. 1878; E. Weiss,
Uber die kryst. Entwicklung des Quarzsystems u. iber kryst. Entw. im all-
gemeinen, Abh. naturf. Ges. Halle 5 (1860); G. Junghann, Ann. Phys. Chem. 152
(1874), p. 68; V. Goldschmidt, Zeitschr. f. Kryst. 28 (1897), p. 1, 414; 29 (1898),
p. 38; E.v. Fedorow, Zeitschr, f. Kryst. 85 (1902), p. 25; H. Baumhauer, Zeitschr.
f. Kryst. 38 (1904), p. 628; E. Sommerfeldt, Zentralblatt f. Min. 1903, p. 5637; 1905,
p. 421.

83) A. Bravais, J. éc. polyt. 19 (1850), cah. 33; 20 (1861) cah. 34; wieder

abgedruckt in: Etudes cristallogr. 1866; E. Mallard, Traité de crist. 1 (1879),
p. 12, 298,
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Netzebenen in dem Masse seltener als Krystalllichen auf, als sie
weniger dicht besetzt sind. Diese Annahme dient dazu, das Raum-
gitter zu bestimmen, nach dem wahrscheinlich die Molekelschwer-
punkte angeordnet sind®). (N#heres hieriiber in Teil C, Art. Miigge.)

14. EBinfallswinkel einer Kante in Bezug auf eine Fliche.
Aus (2) ist der Zusammenhang der Indices hyhyhy einer Fliche h mit
den Indices w,pqous ihrer Normale u zu entnehmen. Wir verstehen
jetzt unter den Geraden 1 bis 5 die Axen =, m,w,, die Normale g und
die Normale v, einer Axenebene; dann folgt mit Riicksicht auf:

cos v, sin (v,) =VA
aus (2) die Relation:
(25) VA sin (v,) cos uv, — Ay cospm, + Ay, cos um, + Ay cos pmg

oder wenn nach (13) und (14) die Indices der Fliche % und ihrer
Normale u eingefiihrt werden:

h h h
(26) Pau, =By i + Bye af + B ;,;:'
. VS 0N
P=V 7w

Wir konnen nun den Cosinus des Einfallswinkels nu einer Kante
% in Beeug auf die Fliche h durch die Axenelemente und die Indices
von h und 7 ausdriicken. Denn die Formel (7):
3
A cos nu = 26“‘ sin (v;) eos (yv,) sin (v,) cos (ur,)
th=1
geht nach (14) und (25) iiber in:
3 3
Va-f)eh)- cos nu =2“i’7i%20ikAu-
2,i=1 k=1

Die letate Summe ist gleich 0 fir i =4 und gleich A fiir i = 4;
demnach bleibt:

A
(27) Ccos nu =VW (nyhy =+ mghy ~+ m3hy).

Diese Beziehung gestattet, bei einer Tramsformation der Indices
die neuen Axeneinheiten b, by, by zu berechnen. Bezeichnet man die
Schnittgeraden der auf S. 410 eingefithrten Axenebenen f*, f2, f* mit
¥, ¥y, Py und die Normale der Einheitsfliche & mit %, so verhalten
sich die Axeneinheiten:

by : by : by

1 1 1

T cos atp, T cOS map, | COS Ay

34) L. Sohncke, Zeitschr. f. Kryst. 18 (1887), p. 209, 214.
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Nun ist nach (27):
A
cos =V— - ix 23
W=V iy g ¥

u. s. w., demnach3):

o VB Vi) | Vi
(28> bl.b2'b3_—Infgfsl.‘fl%f'2|.}flfgu{

15. Aufeinander senkrechte Flichen und Kanten. Besitzt ein
Krystall zwei aufeinander senkvechte Flichenrichtungen h, W, so besteht
nach (5) die Gleichung:

3
(29) Si g —0
a;a; "%k )
. Y ik:l !
d. h. die sechs Grossen:
P— »éik»
%k = g.a,

sind verbunden durch eine lineare homogene Gleichung mit ganz-

zahligen Koeffizienten r,,:
3

3
2, =20
50 2,77

27, = Wy + Wb,

Umgekehrt ist das Bestehen einer solchen Relation zwar eine not-
wendige, nicht aber eine hinreichende Bedingung fiir das Vorhanden-
sein von zwel aufeinander senkrechten Flachenrichtungen, denn die
Zahlen r;, sind der Bedingung unterworfen, dass die aus ihnen ge-
bildete Determinante verschwindet und die den Koeffizienten r,,, 7,,, 754
adjungierten Unterdeterminanten vollstindige Quadrate sind. Ein ana-
loger Satz gilt fiir zwei aufeinander senkrechte Kanten ).

16. Krystallberechnung. Um die zur Beschreibung eines Krystall-
polyeders notwendigen und ausreichenden Grossen zu gewinnen, muss
ein der Symmetrie des Krystalls entsprechendes Axensystem gewihlt
werden. Dann reduziert sich die Beschreibung auf die Angabe der
Symmetrieeigenschaften, der Axenelemente und der Indices je einer
Fliche der vorhandenen einfachen Krystallformen. Im Folgenden sind
zur Erliuterung der Berechnung nur trikline Krystalle beriick-

35) A. T. Kupjffer, Handb. d. rechn. Krystallonomie 1831, p. 494.; H. de Se-
narmont in: Traité de crist. par W. H. Miller, 1842, Note p. 198.

86) H. St. Smith, Proc. Math. Soc. London 8 (1877), p. 83. Hier sind auch
die Fille, in denen die Grossen z;, durch zwei, drei, vier oder fiinf homogene
Gleichungen des ersten Grades mit ganzzahligen Koefficienten verkniipft sind,
ausfiihrlich behandelt.
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sichtigt, in denen zu Axen irgend drei in einer Ecke zusammen-
stossende Kantenrichtungen gewihlt werden konnen®).

Da es sich bei der geometrischen Untersuchung der Krystall-
polyeder um Beziehungen zwischen Axenelementen, Indices und Win-
keln handelt, so ordnen sich die Aufgaben der Krystallberechnung in
drei Gruppen.’;

17, Berechnung der Axenelemente. Zur Berechnung der fiinf
Azenelemente eines triklinen Krystalls: der drei Winkel zwischen den
Axen und der beiden Verhiltnisse der Axeneinheiten, sind mindestens
finf von einander unabhingige Winkel zu messen. Hierzu konnen
benutzt werden:

A. vier Flichen, von denen nicht drei einer Zone angehéren, oder

B. fiinf Flichen, von denen die eine zugleich eine der Diagonal-
Hachen des vollstindigen Vierflachs ist, das von den anderen be-
stimmt wird.

Die einfachsten Fille (A) und (B) liegen vor, wenn drei dieser
Flichen, die eine Kcke bilden, zu Axenebenen p,, p,, p; gewihlt
werden®). Dann ergeben sich die Winkel zwischen den Axen
m,, ®y, wy aus dem sphérischen Dreieck der Pole v, v,, v, der Axen-
ebenen (Fig. 12).

(A) Werden nun die Verhiltnisse der Axeneinheiten g, : a, : a,
dadurch definiert, dass einer Fliche A, welche die Axen in endlichen
Entfernungen schneidet, die Indices &y, k,, hy erteilt werden, so dienen
zur Berechnung jener Verhiltnisse nach (2) S. 414:

a, by sinprv, . a hy sinpv, v, a, hy sinpvyvy

ay hy sinpwvgv,’  ay = hy sinpw,v,’ @ R sin Wy, vy
Sind z. B. die Winkel gv, und p»; gemessen, so findet man aus dem
Dreieck wv,vy, dessen Seiten gegeben sind, die Winkel ww,v; und
uvyvy. Daher sind auch die Winkel uv,v, und wvgv, bekannt.

(B) Werden die Axeneinheiten definiert mit Hiilfe von zwei
Flichen, von denen jede in die Zone einer Axe fillt, so benutzt man
zu ihrer Berechnung die Relationen (1) auf S. 414. Es ist z. B. fiir
eine Fliche f, aus der Zone der Axe m;, mit den Indices Ohyh; und
dem Pol 7, (Fig. 12):

hyay,  cosvym,  sinwgr, -singoyy,  sinwyz, -sin(y)
By,  COST,m,  Sinw,T, -BINT,vyv, S0 w,7, - sin (v,)
oder )
ay __ hy sinmm, sinvyw,
a, kg sinmom, sin [y, —v,7,]

37) Uber die Vereinfachungen, die in der Berechnung héher symmetrischer
Krystalle eintreten, geben die Lehrbiicher der Krystallographie Auskunft.
88) W. H. Miller, Treatise 1889, chapt. VIL
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Diese Beziehung und die analogen Gleichungen ergeben sich auch
aus dem allgemeinen Ausdruck (11) 8. 419 fir die Tangente eines
Flichenwinkels; zugleich ist ersichtlich, dass durch Auflésung von
(11) eimwertige Verhéltnisse der Axeneinheiten nur in dem hier vor-
liegenden besonderen Falle zu erhalten sind.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem geht die letzte Formel
iiber in:

Z:=%-tanrlv2.

A. Die Axenelemente eines triklinen Krystalls konnen allgemein
dadurch definiert werden, dass vier Flidchen, von denen nicht drei einer
Zone angehdren, beliebige ganze Zahlen als Indices erhalten; dabei
ist zu beachten, dass die Determinante der Indices von drei Flichen
in ihrem Vorzeichen mit dem Drehungssinn der von den Flichen-
normalen gebildeten Ecke iibereinstimmen muss®). Hierdurch sind,
da es nur auf die Verhiltnisse der Indices ankommt, acht Grossen
willkiirlich gewihlt. In der That erfordern die Richtungen der drei
Axen und die Verhidltnisse der Axeneinheiten zu ihrer Bestimmung
je zwei Grossen.

Sind von den sechs Winkeln zwischen vier derartigen Flidchen
fiinf gegeben, so liefert die Relation (3) S. 418 zur Bestimmung des
sechsten Winkels eine quadratische Gleichung; die Entscheidung iiber
die beiden moglichen Fille ist erst mit Hiilfe des sechsten Winkels
herbeizufiihren.

Zur Berechnung der Axenelemente aus den sechs Winkeln dient
nun der Ausdruck (5) S. 418 fiir den Cosinus eines Flichenwinkels,
der mit Benutzung der Bezeichnung z;, (S.423) lautet:

3
Zzikhth;

k=1
cos hh = b — .
3 3
1,7
V Zzikhihk 'Zzikhih'k
k=1 k=1

Man findet also zundichst die sechs Grossen z;,, auf deren Ver-
hiltnisse es allein ankommt, und darauf aus ihnen die Axen-
elemente?).

Diese Berechnung ist von B. Hecht allgemein in der Weise durch-

39) B. Hecht, N. Jahrb. f. Min. Beil.-Bd. 5 (1887), p. 587, 589, 590.
40) Kine ausfiihrliche Darstellung spezieller Fille gab H. Dufet, Bull. soc.
frang. de min. 26 (1908), p. 190.
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gefiihrt worden, dass die Winkel und die Indices der Ausgangsflichen
in den Endformeln symmetrisch auftretent!).

M. Websky hat gezeigt, wie der Fall A mit Hiilfe der Gesetze
der Zonen und der rationalen Doppelverhiltnisse trigonometrisch auf
(B) zuriickgefiihrt werden kann??).

B. Das soeben erwihnte Verfahren von M. Websky gestattet auch
in diesem Falle, auf trigonometrischem Wege die Bedingungen von
(B) zu erfiillen.

18. Berechnung der Indices. Zur Berechnung der Indices einer
Krystallfliche ist die Kenntnis der Axenelemente nicht erforderlich in
den folgenden Fillen:

Liegt eine Fliche % in zwei bekannten Zonen 7, %, so ergeben
sich ihre Indices nach (5) S.408 aus:

hythy g = (qn");: (0 : (0n)s-
Fillt eine Fliche 2" in die Zone von drei bekannten Flichen,
an die sie durch einen gemessenen Winkel angeschlossen ist, so ist
das Doppelverhiltnis der vier Flichen bekannt. Daher gelten die

Beziehungen unter I, S. 415: '
hy:hy:hy =&/ — b/ : &by’ — hy" : hy — hy",
110y (h”h”/)vl
©=(h h h h)‘m,,—)‘;, (Ot= 1, 2, 3)

Auf die Benutzung dieser Beziehungen lisst sich auch die Lo-
sung der Aufgabe zuriickfilhren, die Indices einer Fliche & zu be-
stimmen, die mit den bekannten Flichen 7/, %7, " in einer Zone
liegt und mit einer dieser Zone nicht angehdrenden Fliche & einen
gegebenen Winkel einschliesst*®). Denn man findet z. B. den Winkel

hh mit Hiilfe der Relation:
cos kh sin B + cos kR sin ' h 4 cos kA sin hh' = 0,

oder:
Q sin Ak -+ M cos hh = N,
worin:
Q = cos kh" — cos k' cos B}/,
M = cos kA sin "I/,
N = cos kh sin "R

41) B. Hecht, N. Jahrb. f. Min. Beil.-Bd. 7 (1891), p. 488; Anleitung zur
Krystallberechnung 1893, p. 15—17.

42) M. Websky, Monatsber. Berlin. Akad. 1879, p. 339; Th. Liebisch, Geom.
Kryst. 1881, p. 161.

43) Th. Liebisch, Geometr. Kryst. 1881, p. 176.
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gesetzt ist, indem man die Zahl m und den Hiilfswinkel v einfiihrt
durch:
L=mcosy, M= msinvy,

so dass:

sin (hh,‘|‘¢) S)lsmu{ _ chsﬂi

Hieraus ergeben sich zwei Werte fiir den gesuchfen Winkel A%'; der
Anblick des Krystalls entscheidet, welcher von ihnen in Betracht
kommt. —

Die Kenntnis der Axenelemente wird bei der Berechnung vou
Indices vorausgesetzt in folgenden Fillen.

Gehort eine Fliche A” einer Zone an, in der nur zwei Flichen
hy I bekannt sind, und ist-ihre Neigung gegen . oder »' gemessen,
80 kann man zunichst das Teilungsverhiltnis jener Fliche (S. 420)
und darauf ihre Indices ermitteln:

. sin hh”’ o)
LY § 4 V?.p‘(ﬂ
k) thy" =hy 4+ th/ :hy + thy : by + Thj'
Um die Indices einer Fliche / zu berechnen, wenn zwel der
Winkel bekannt sind, die sie mit den Axenebenen einschliesst

(Fig. 12), beachte man die Beziehung S. 424:

hya, _ sinpvywg  sin[(vy) +uv ]

hya, ~ sin uv, v, sin wv, v,

und die analogen Gleichungen. Wird auf beiden Seiten die Einheit
addiert und subtrahiert, so erhilt man durch Division:

tan [y'ulv2 +(v1)] ta n(—v‘—)tan (135° — @),
hyay
hy a,
Sind z B. uv, und pv, gegeben, so findet man im Dreieck wwv,v,
die Winkel wwv,v;, uvyv, und darauf die Werte von &, &;, so dass
fiir die gesuchten Indices gilt:

hy a h,

By, PO8Y, g
Bei dieser Berechnung ist auf den Sinn der mit ihren Scheiteln in
v, und v, liegenden Winkel zu achten®!).

tan 9, =

=%
= cotg 9.

19. Berechnung der Flichenwinkel und Kantenwinkel. Die
Berechnung der Flichenwinkel und Kantenwinkel eines Krystalls, von
dem die Axenelemente und die Indices der Flichen gegeben sind,

44) Th. Liebisch, Geom. Kryst. 1881, p. 181.
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kann immer ausgefiihrt werden mit Hiilfe der allgemeinen Ausdriicke
fir die trigonometrischen Funktionen jener Winkel (5), (9), (11),
(12) auf S. 418—419.

Wie eine nach Zonen vorschreitende Winkelberechnung durch-
gefithrt werden kann, hat M. Websky dargelegt?®).

20. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Axen-
elemente. Zwischen den auf jsolche jWeise berechneten Werten der
Flichenwinkel und den durch Messung erhaltenen Werten bestehen
Differenzen, die aus Stérungen des Krystallisationsvorganges und aus
Beobachtungsfehlern entspringen. Die berechneten Werte sind Funk-
tionen der Niherungswerte der Axenelemente, die aus den fiinf Fun-
damentalwinkeln nach Nr. 17 abgeleitet wurden. Es sollen nun mit
Hiilfe aller Winkelmessungen die wahrscheinlichsten Werte der Awen-
elemente berechnet werden, d. h. die Werte, fiir welche die Summe
der mit den zugehorigen Gewichten p multiplizierten Quadrate der
Differenzen zwischen den beobachteten und den berechneten Flichen-
winkeln ein Minimum ist. Diese Rechnung ist zuerst von F. E.
Neumann*®) durchgefiihrt worden. Ihre praktische Ausfihrung wurde
vereinfacht von B. Hecht*"), indem er an Stelle der Axenelemente
die sechs Grossen (S. 423):

2 it 2, — Aki
ik aq.a. kT q.a.
t a; a; a, o,

einfiihrte, deren Verhiltnisse allein in Betracht kommen.

Es seien 2 die aus fiinf Fundamentalwinkeln abgeleiteten Nihe-
rungswerte von #;, ®©° der mit ihrer Hiilfe berechnete Wert des
Winkels der Flichen h, /', dessen gemessener Wert mit @ bezeichnet
sei; p bedeute das Gewicht der Beobachtung. Ferner seien dz;, die
zu berechnenden Korrektionen von 2’ und o der mit den korrigierten
Werten 2% -+ dz;, berechnete Winkel. Bezeichnet man nun:

0 0
<‘%—TL> = Qilc)
80 ist:

= a4 Q@ deay; + Qoydy, + Qusd2yy + Qosd2gs + Qpydig + Q3d 2y,
Die Grossen @;, findet man durch Differentiation von (5) S. 418:

oMk
O et

worin:
45) M. Websky, Berlin Ber. 1879, p. 339.
46) F. E. Newmann, Berlin Abhdl. 1830, p. 189 (Krystallsystem des Albites).
47) B. Hecht, N. Jabrb. f. Min. Beil.-Bd. 5 (1887), p. 601, 614, 622, 627, 633, 637.
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o (h, b') _2 2ahly, (k) _Zzzkh b, (k) —2 Ziphi by
Es ergibt sich:
sinodo __ do(,h) 1 dg() 1 do()

1 coso  oMk) 2 g 2 o)’
oqer:
do— gL [d5 4 do) _y dyi,
) @) oh, 1)

Setzt man hierin:
3 3 3
de(h) _‘f%hihkdzek , do(h) f}cg;hi’ 'dzy, dehh) ‘_"fglhdhk'dzik ’

so erhdlt man fiir die Koeffizienten von dz;;:

0 o[ h? b2 h.h'
=(3co =cotgco|: 4 Mg M
2 °h) T 9°(h) 9°(h, ')
Q. — 9w \0 _ cotgw® [ MMy Ry hihk"}“hkhi']
#\02) 2 Loy T o) 9°(h, F)
Es sind nun die GroBen dz;, so zu bestimmen, dass:
Zp (ﬁ) - (D)2’

oder:

21’(07, — 0% — Q1 d2y; — Qyad gy — Qgydg; — Qs g,
— @y day — Qdz,)?

ein Minimum wird. Dabei kann eine der Grossen dz; gleich Null

gesetzt werden. Kin bequemes Schema fiir die Rechnung hat Hecht
a. a. 0. mitgeteilt*®).

21. Anwendung mehrkreisiger Reflexionsgoniometer. Ab-
weichend gestaltet sich die Krystallberechnung, wenn die Flichen-
winkel nicht mit einkreisigen Reflexionsgoniometern'?), sondern mit
aweikreisigen  Theodolithgoniometern™) gemessen werden. Diese In-

48) Uber Ausgleichungsmethoden in der Krystallberechnung vgl. H. Dauber,
Sitzungsber. Wien Akad. 39 (1860), p. 685; A. Schrauf, Lehrb. d. physik. Min. 1
(1866), p. 223; V.wvon Lang, Lebrb. d. Kryst. 1866, p. 351; J. Beckenkamp, Zeitschr.
f. Kryst. 5 (1881), p. 463; 22 (1893), p. 376; A. Brezina, Methodik der Krystall-
bestimmung 1884, p. 223; A. Sella, Riv. min. crist. 10 (1892), p. 33; C. Viola,
Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 333; G. Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 38 (1908), p. 1.

49) Vgl. namentlich M. Websky, Zeitschr. f. Kryst. 4 (1880), p. 545.

50) S. Czapskt, Zeitschr. f. Instr. 13 (1893), p. 1, 242; V. Goldschmidt, Zeitschr.
f. Kryst. 21 (1893), p 210; 24 (1895), p. 610; 29 (1898), p. 333; E. v. Fedorow,
Zeitschr. f. Kryst, 21 (1598), p. 574; 32 (1900), p. 464; G. Wulff, Zeitschr. f. Kryst.
37 (1903), p. 50. — Das erste zweikreisige Goniometer wurde von W. H. Miller
konstruiert Proc. Cambr. Phil. Soc. 4 (1882), p. 236.
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strumente gestatten die wiederholten Justierungen' eines Krystalls,
die bei jemen Apparaten fiir jede einzelne Zone erforderlich sind, zu
vermeiden; sie bestimmen die Lage jeder Fliche durch zwei Winkel,
die der geographischen Linge und Breite entsprechen (Polarkoordi-
naten Fig. 2). Die Vorziige beider Messungsverfahren vereinigen die
dreikreisigen Reflexionsgoniometer™). Uber den Gang der Berechnung,
der durch geeignete Justierung der Krystalle bedeutend vereinfacht
werden kann, handelt die unten angegebene Litteratur?).

22. Rechtwinklige Hiilfsaxensysteme. Zur Berechnung eines
triklinen Krystalls kann an Stelle des schiefwinkligen Systems kry-
stallographischer Axen =, w,, 7w, ein Hiilfsachsensystem =,* =% =,*
von rechtwinkligen gleich langen Axen mit demselben Anfangspunkt
eingefiihrt werden, dessen Vorteil darin besteht, dass wie bei den
Krystallen des reguliren Systems die Ausdriicke fiir die trigono-
metrischen Funktionen eines Winkels zwischen Flichen oder Kanten
die einfachste Gestalt annehmen und die Indices einer Ebene und ihrer
Normale einander gleich sind. Das Hiilfsaxensystem ist so zu wihlen,
dass z. B. 7; mit x;* und die Ebene z;w, mit m,x,* zusammenfillt®?).
Die auf das Hiilfsaxensystem bezogenen Werte der Indices von
Flichen oder Kanten erhilt man unter Beriicksichtigung der Definition
der Koordinaten in Nr. 9 mit Hiilfe der Transformationsformeln,
die den Ubergang von einem schiefwinkligen Koordinatensystem in
ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit demselben Anfangspunkte
vermitteln.

23. Perspektivische Krystallzeichnungen. Nach dem Gesetz der
Zonen ist das Auftreten von Scharen paralleler Kanten charakteri-
stisch fiir die Krystallpolyeder. Daher sind die perspektivischen
Krystallzeichnungen stets Parallelprojektionen. Im Folgenden sollen
orthogonale Projektionen benutzt werden. Zu ihrer Herstellung bieten
sich zwei Verfahren dar.

I. Sind die Axenelemente und die Indices der Flichen eines
Krystallpolyeders gegeben, so projiziert man zunichst das Axensystem
auf die Bildebene B und findet dann die Projektionen der Kanten-

51) G. J. H. Smith, Min. Mag. 12 (1899), p. 175; 14 (1904), p. 1.

52) K. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 32 (1900), p. 131, 446; G. Wulff, Zeitschr.
f. Kryst. 86 (1902), p. 29; 4. J. Moses u. A. F. Rogers, Zeitschr. f. Kryst. 38
(1903), p. 209, 506; K. Stickl, Zeitschr. f. Kryst. 89 (1904), p. 23; L. Borgstrom
u. V. Goldschmidt, Zeitschr. f. Kryst. 41 (1906), p. 63.

58) C. Neumann, Ann. Phys. Chem. 114 (1861), p. 492; E.v. Fedorow, Zeitschr.
f. Kryst. 21 (1893), p. 632, 709; G. Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 505.
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richtungen mit Hiilfe einer, in einer Axenebene entworfenen, perspek-
tivischen Linienprojektion des dem Polyeder entsprechenden Flichen-
biindels.

Die indirekten Projektionen der Axensysteme setzen voraus, dass
eine Projektion von drei gleichen, aufeinander senkrechten Axen
0OA, OB, OC hergestellt sei. Wir T
nehmen an, dass in der Anfangs-
lage die Ebene BOC in die Bild-
ebene B falle und OC vertikal stehe.
Darauf werde das System gedreht -
um OC um den Winkel o im \?\
Sinne der Uhrzeigerbewegung und L) &
nach vorn geneigt, um die in B
liegende Normale OE von OC um
den Winkel 6. In dieser Stellung
sind OF, OG, OH die senkrechten
Projektionen der Axen auf® (Fig. 15).
Bezeichnet man die Verkiirzungs-
massstibe auf den Axen mit a, b, ¢ und die Winkel GOH=yg,
HOF =1, so bestehen folgende Beziehungen:

a:b:c=0F:0G:0H

Fig. 15. Projektion von drei gleichen,
aufeinander senkrechten Axen.

= /1 — cos®g cos®6 : /1 — sin®g cos?a : cos G .

. b4 cf . a?4b*—c?
2o =212 TC 26 = > T,
sin? g = g SIe Py S

. a?—p24-c¥ a0 —

tan(cp—QO")=t:am@sm6=.l/_ag_|_b2 e i +_52_+ c,

—af 0T ¢ a4 bf‘-l 2
Tat—br 4t at bt

Soll nach der Drehung um g die Projektion der vorderen Axe 0.4
gleich 1/r der Projektion OF der seitlichen Axe OB und nach der
Neigung um 6 die Abweichung DF von A unter die horizontale Ge-
rade gleich 1/8 von OF sein, so finden die Beziehungen statt®):

tan (p — 90%) = cot ¢ sine =

OE " g 0F__ 1
0D = ¢ O0F ™ sine

sSmo
af:ff: =4 gttt 4 L (1) (3 — 1)
tan (q)—- 900) —_ ;13’ tan (,p . 900) — _;_

T =

54) V. v. Lang, Lehrb. d. Krystallogr. 1866, § 71. -



432 V 1. Th. Liebisch, A.Schinflies u. O. Miigge. Krystallographie.

Die vielbenutzte Mohs'sche orthogonale Parallelprojektion %)
fordert, dass in der Projektion des Hexaeders die rechte Seitenfliche
s so breit als die linke und die obere Endfliche, ¥; so hoch als die
linke Seitenfliche breit oder, was dasselbe bedeutet, ', so hoch als
das ganze Hexaeder breit erscheinen soll. In diesem Falle ist v = 3,
8 =8 und:

1 . 1
tang=§, Sin 6 = 3

0 =18°26"6", &= T°10'51";
a:b:c=2854:2402:2510.
@ —90°=2023"9" ¢ — 90° = 20°33" 22".
Angenghert ist:

tan (o — 90°) = éE’ tan (p —90%) = —

Die Projektion steht sehr nahe der anisometrischen Projektion:
a:b:c=28:23:24
und der monodimetrischen Projektion:
a:b:ec=1:3:3.
Fr, Naumann®®) wihlte t =3, 8 =9, so dass:
0 =18°26"6", &= 6°22"46";
a:b:e="7:19:20;
o —90°=2°7"16", ¢ — 90° = 18°26"6".
Die Projektion ungleich langer schiefwinkliger Axen =, =,, m,
mit den Axenelementen:

04:0B:0C=a:b:c,
Ty = @&, MWy =f, mm=y
-ist nun in folgender Weise auszufiihren:

Die Richtungen von OF, OG, OH in Fig. 15 seien bezelchnet
mit X* Y* Z* =, falle mit Z"‘ zusammen und =z, liege in der
Ebene Y *Z* (Fig. 16). Bezeicbnen wir noch den nach vorn rechts
sich 6ffnenden Winkel der Ebenen =, 7y und mymg; mit C:

(et B ) sk Fh—r)

sin & - 8in f8

1
cos?C—

so erhalten wir aus den rechtwinkligen Koordinaten der Punkte 4, B, C:
55) W. Haidinger, Mem. of the Wernerian Nat. Hist. Soc. 1821—23. Frei

tibersetzt in Ann. Phys. Chem. 5 (1825), p. 507.
56) Fr. Naumann, Lehrb. d. rein. u. angew. Krystallogr. 2 (1830), p. 403.
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OA, = asinfsinC, A A;=—asinfcosC, A4;=a-cosf,
OB, = bsine, BB, =1b-cose,
0C =c,

durch Multiplikation mit den entsprechenden Verkiirzungsmassstiben
a, b, ¢ die zur Konstruktion der Endpunkte A* B* C* der Axen in
der Bildebene erforderlichen Koordinaten:
O0A* = 04, -a, AFA*= A, A4,-b, A*AF*= AA4,-c,
OB*=O0B,-b, BB*=DBB, - ¢,
0C*¥=c-c.
Zuweilen ist es zur Gewinnung mdglichst anschaulicher perspek-
tivischer Zeichnungen zweckmissig, das Axensystem um andere Winkel

A
<

Fig. 16. Projektion ungleicher langer schief-
winkliger Axen.

gegen die Bildebene B zu drehen und ohne Vermittelung von drei
gleichen, aufeinander senkrechten Axen direkt auf B zu projizieren.
Eine Anleitung hierzu hat St. Jolles gegeben®’). —

Es handelt sich nun um die Konstruktion der Kantenrichtungen®).
Zu diesem Zwecke entwirft man in einer der Axenebenen eine per-
spektivische Linienprojektion des Flichenbiindels, dessen Zentrum in
den Endpunkt der gegeniiberliegenden Axe gelegt wird. Die Ver-
bindungsgeraden der Zonenpunkte der Linienprojektion mit dem Zen-
trum liefern die Gesamtheit der gesuchten Richtungen. Die Zeich-
nung des Kantennetzes eines Polyeders kann man an einem Eckpunkte
beginnen, indem man der Reihe nach die Kanten parallel zu den ent-
sprechenden Richtungen des Biindels aneinander fiigt.

67) St. Jolles, Zeitschrift f. Kryst. 22 (1893), p. 1.

58) F. H. Schrider, Elem. d. rechn. Krystallographie 1852, p. 100.
Encyklop. d. math, Wissensch. V 1. 28
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II. Perspektische Krystallzeichnungen kionnen auch aus den drei
in Nr. b beschriebenen Projektionen abgeleitet werden. Wir setzen
wieder voraus, dass die Projektionsebenen €, €, €” zusammenfallen.
Die Bildebene B der perspektivischen Zeichnung gehe durch das Zen-
trum C des Biindels der Flichen, Kanten und Flichennormalen. Dann
ist ihre Lage gegeben in € durch ihre Schnittgerade §, in € durch
die stereographische Projektion des Hauptkreises, in dem sie die Kugel
der Polfigur schneidet. Die Zeichnung soll ausgefiihrt werden in den
Projektionsebenen, in die wir die Bildebene durech Drehung um g
umlegen. Dabei gelangt das Zentrum C nach dem Punkt b, den wir

Fig. 17. Projektion der Kantenrichtungen mit Hiilfe einer
Linienprojektion der Flichen oder einer Punktprojektion
der Flichennormalen.

erhalten, indem wir die stereographische Projektion b des Poles b
von B auf die Ebene € senkrecht projizieren (vgl. Fig. 9).

a) Es sei gegeben in € die Linienprojektion der Flichen eines
Krystallpolyeders. Wir suchen in B die Projektion %k der Kanten-
richtung %, in der sich die Flichen A, A" schneiden. Die Schnitt-
geraden dieser Flichen in € seien bezeichnet mit 7, I; ihr Schnitt-
punkt K ist die Spur von x (Fig. 17). Die Gerade x des Biindels
wird auf B senkrecht projiziert durch ihre Verbindungsebene mit der
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Normale CB von B; daher geht die Spur dieser Ebene in € durch
B und K. Es sei ¥ der Schnittpunkt von BK mit 8. Wird nun
die Bildebene in die Projektionsebene umgelegt, so bleibt F' fest und
C gelangt nach b. Folglich giebt die Verbindungsgerade W'F die
Richtung der gesuchten Projektion ).

b) Gegeben sei in € die Punktprojektion der Flichennormalen.
Die Schnittpunkte der Normalen der Flichen h, A" seien bezeichnet
mit H, H (Fig. 17). In dem Biindel steht die Kante x senkrecht
auf der Verbindungsebene von CH und CH’. Diese Ebene schneide
die Bildebene in CG' und § in G. Wird nun die Bildebene umgelegt
in die Projektionsebene €', so bleibt G fest und C gelangt nach b".
Daher gibt die Senkrechte auf Gb” in b’ die Richtung der gesuchten
Projektion ).

c¢) Gegeben sei in €” die stereographische Projektion der Polfigur
und des Hauptkreises B, in dem die Bildebene die Kugel der Pol-
figur schneidet. Wir bezeichnen die Pole zweier Flichen, die sich

Fig. 18. Projektion der Kantenrichtungen mit Hiilfe
einer stereographischen Projektion der Polfigur.

in der Kante » schneiden, mit %, &', den Zonenkreis A% mit 3, den
Schnittpunkt von B und 3 mit g, die Pole von B und § mit b und ¢,
80 dass # der Schnittpunkt der Kante » mit der Kugeloberfliche ist.
Dann wird 8 von dem Hauptkreise b2z in d derart geschnitten, dass
der Winkel gd = 90° ist. Die stereographischen Projektionen von

59) E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 30 (1899), p. 9.
60) H. Dauber, Sitz.-Ber. Wien. Akad., math.-naturw. K1. 42 (1860), p. 78;
V. Goldschmidt, Uber Projektion etc. 1887, p. 80; Zeitschr. f. Kryst. 19 (1891),
p. 352; G. F. H. Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 309.
28*
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hy, I, g, 2, d seien bezeichnet mit 9, ¥, g, 3, b (Fig. 18). Wird nun
die Bildebene in die Projektionsebene durch Drehung um f umgelegt,
so gelangen nach einem auf S. 404 angefithrten Satze (vgl. Fig. 7)
die Pole g, d in die Schnittpunkte g’, o' der Geraden bg, bd mit
dem Grundkreise. Daher ist g'd"= 90°. Folglich giebt die Senk-
rechte auf ¢'C in C die Richtung der gesuchten Projektion ®%).

24. Homogene Deformationen. Die in Nr. 11—15 angefiihrten
Beziehungen zwischen Winkeln, Axeneinheiten und Indices gelten nnr
unter der in Nr. 1 betonten Voraussetzung, dass die Temperatur und
der #ussere allseitig gleiche Druck konstant bleiben.

Erfahrt ein homogener Krystall bei konstantem, allseitig gleichem
Druck eine in seiner ganzen Ausdehnung gleichmissige Anderung der
Temperatur, durch die eine Zerstérung des krystallisierten Zustandes
nicht bewirkt wird, so findet eine homogene Deformation statt, bei
der die Symmetrie, der Zonenverband und die Indices der Flichen
erhalten bleiben. Sie ist vollstindig bestimmt, wenn das Deformations-
ellipsoid bekannt ist, dessen Hauptaxen nach F. E. Neumann %) ther-
mische Axen genannt werden.

In den Fillen, in denen die Richtungen der thermischen Axen
eine durch die Symmetrie des Krystalls bedingte permanente Lage
nicht besitzen, konnen sie nur fiir eine Deformation aus einem be-
stimmten Anfangszustand (Temperatur @) in einen bestimmten End-
zustand (Temperatur @) definiert werden; in jedem anderen Zustande,
also auch wihrend der Deformation, stehen diese Richtungen nicht
aufeinander senkrecht. N

C. Neumann ®®) hat gezeigt, wie man die Richtungen der Haupt-
axen und die Werte der Hauptdilatationen berechnen kann, wenn
ausser der Volumendilatation eine geeignete Anzahl von Flichen-
winkeln vor und nach der Deformation gemessen sind. Da bei der
thermischen Ausdehnung fester Korper die Anderungen der Koordi-
naten eines Punktes und der Richtungscosinus einer Geraden sehr
klein sind, hat C. Newmann ihre zweiten Dimensionen vernachlissigt®).
Fiir eine beliebig grosse homogene Deformation eines triklinen Kry-
stalls ist die entsprechende Aufgabe von B. Hecht®) gelost worden.

61) F. Stéber, Bull. soc. fr min. 22 (1899), p. 42; G. Wuiff, Zeitschr. f.
Kryst. 86 (1902), p. 16; S. L. Penfield, Amer. J. of Sc. 19 (1905), p. 68.

62) F. E. Newmann, Ann. Phys. Chem. 27 (1833), p. 245.

63) C. Newmann, Ann. Phys. Chem. 114 (1861), p. 492; vgl. J. Beckenkamp,
Zeitschr. f. Kryst. 5 (1881), p. 436.

64) Vgl. L. Fleicher, Phil. Mag. (5) 16 (1883), p. 275.

656) B. Hecht, Zeitschr. f. Kryst. 11 (1886), p. 531; 14 (1888), p. 333.
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Die Hauptaxen einer homogenen Deformation bilden einen be-
sonderen Fall der gleichwinkligen Geraden, d. h. der doppelt unendlich
vielen Tripel von Geraden, die vor und nach der Deformation die-
selben Winkel miteinander einschliessen ).

Auch die durch einen allseitig gleichen Druck bei konstanter
Temperatur erzeugte Kompression eines einheitlichen Krystalls ist
im allgemeinen mit einer Anderung der Gestalt verbunden. Nur
unter der Annahme, dass die Elastizititsmoduln von der Grésse des
Druckes unabhingig sind, bewahren die Hauptaxen des Deformations-
ellipsoids (von F. E. Neumann®) Hauptdruckaxzen genannt) auch in
triklinen Krystallen ihre Richtungen, wenn der Druck gefindert wird.

Die durch eine gleichmissige Erwirmung hervorgerufene De-
formation kann nur bei reguldren Krystallen durch einen allseitig
gleichen Druck kompensiert werden ).

B. Symmetrie und Struktur der Krystalle.
Von A. Schonflies in Konigsberg.

25. Einleitende Erliuterungen, insbesondere zum krystallo-
graphischen Grundgesetz. Von den grundlegenden Eigenschaften der
Krystalle sind wesentlich zwei fiir das Folgende von Wichtigkeit;
die eine bezeichnen wir kurz als das krystallographische Symmetrie-
gesetz, die andere ist das Gesetz der rationalen Indices, auch krystallo-
graphisches Grundgesetz®®) genannt.

Im Symmetriegesetz kommt diejenige physikalische Eigenschaft
der Krystallsubstanz zum Ausdruck, die sie von den amorphen Kor-
pern unterscheidet. Wihrend ein amorpher Korper sich liangs ver-
schiedener Richtungen im allgemeinen physikalisch gleichartig verhilt,

66) H. J. S. Smith, Proc. Math. Soc. London. 2 (1869), p. 196; L. Fletcher,
Phil. Mag. (5) 9 (1880), p. 81; 16 (1883), p. 275; E. Blasius, Aun. Phys. 22 (1883),
P. 526; Zeitschr. f. Kryst. 11 (1885), p. 140; L. Burmester, Zeitschr. f. Math. u.
Phys. 23 (1878), p. 108; 47 (1902), p. 128.

67) F. E. Neumann, Ann. Phys. Chem. 31 (1834), p. 177.

68) Liebisch, Physikal. Krystallogr. 1891, p. 576.

69) Die neueren Erérterungen iiber die Frage, worin das oberste Merkmal
der Krystallsubstanz zu erblicken sei, haben zu den Problemen dieses Artikels
keine nihere Beziehung und bleiben daher ausser Betracht. Vgl. dariber
v. Fedorow, Zeitschr f. Kryst. 28 (1894), p. 99, 24 (1895), p.245; Goldschmidt, 28
(1897), p.1 u.414; Viola, 34 (1901), p. 363; 36 (1902), p. 229; G. Friedel, Bull.
soc. franc. de miner. 28 (1905), p. 95, sowie die Litteratur von Anm. 102.
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zeigh ein Krystall nach verschiedenen von demselben inneren Punkt O
ausgehenden Richtungen im allgemeinen verschiedenes Verhalten. Giebt
es unter den von O ausgehenden Richtungen solche, lings deren der
Krystall in jeder Hinsicht die gleichen physikalischen Eigenschaften
besitzt (gleichwertige Richtungen), so sind diese nicht etwa regellos
um den Punkt O gelagert, bilden vielmehr stets eine mit geometri-
schen Symmetriceigenschaften (Nr. 27) behaftete Figur ™), d. h. eine
solche, die durch einfache Operationen, wie Drehung, Spiegelung u.s.w
mit sich zur Deckung gelangt (Nr. 29), und zwar mit der Massgabe,
dass nur 2-, 3-, 4- oder 6-zihlige Symmetrieaxen auftreten. Das gleiche
gilt von der sogenannten einfachen Krystallform™), d. h. von den
Ebenen, die auf den beziiglichen Geraden in gleichem Abstand von O
senkrecht stehen, resp. von dem von ihnen gebildeten konvexen
Polyeder.

Andere Symmetriearten, als die eben genannten, kommen in der
Natur nicht vor; insbesondere wird eine fiinfzéihlige Symmetrieaxe
nie beobachtet. Das Symmetriegesetz ist daher ein wwmittelbares Er-
gebniss der Erfahrung.

Unter dem Gesetz der rationalen Indices (oder der rationalen
Doppelverhiltnisse vgl. Nr. 6) versteht man bekanntlich das Folgende:
Wenn man zu drei nicht in einer Ebene gelegenen Krystallkanten
ein paralleles Dreikant konstruiert und als Masseinheit auf jeder der
drei Axen des Dreikants eine Linge wihlt, welche von einer alle
drei Axen schneidenden, sonst aber beliebig ausgewiihlten Krystall-
fliche abgeschnitten wird, so schneidet jede andere Krystallfliche von
jenen Axen Stiicke ab, deren Verhiiltnisse durch rationale Zahlen ge-
messen werden. :

Ob und inwiefern auch dieses Gesetz als eine wirkliche Erfahrungs-
tatsache anzusehen ist, bedarf der niheren Erliuterung. Ersichtlich sagt
es mehr aus, als durch unmittelbare Erfahrung je bestitigt werden
kann. Denn die Frage, ob eine Zahl rational oder irrational sei, ent-
zieht sich dem Genauigkeitsgrade jeder Messmethode. Es kommt hinzu,
dass die Bildung der Krystalle kleinen Storungen unterworfen ist, die sich
auch an den vollkommensten Krystallpolyedern durch geringe Winkel-

70) Lange Zeit wurde die geometrische Form als das wesentliche Kenn-
zeichen der Krystallsymmetrie angesehen. Die Wichtigkeit des physikalischen
Verhaltens wurde zuerst von F. Neumann, Beitrige zur Krystallonomie (1823),
Vorrede, p. 3 u. 4, betont und wird seitdem allgemein anerkannt. In letzter
Zeit ist man teilweise wieder zu stiirkerer Beriicksichtigung der morphologischen
Verhiiltnisse zuriickgekehrt. Vgl. auch die in Anm. 102 genannte Litteratur.

71) Diese soll im Folgenden kurz als ,Krystallform* bezeichnet werden.
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schwankungen verraten (vgl. Nr. 20). Der gewohnlichen Auffassung
des Grundgesetzes und seiner vorwiegenden Anwendung in der prak-
tischen Krystallographie entspricht es, wenn wir seine Aussage enger
fassen, wenn wir nimlich unter den rationalen Zahlen, von denen das
Gesetz spricht, die Verhiltnisse kleiner ganzer Zahlen verstehen. In
der Tat bewegen sich die ganzen Zahlen, welche bei den Indices der
zumeist vorkommenden und am besten ausgebildeten Krystallflichen
auftreten, in sehr engen Grenzen; sie iiberschreiten im allgemeinen
nicht die Grdsse 10. Wir hitten daraufhin nicht von dem ,Gesetz
der rationalen Indices schlechtweg, sondern von einem ,Gresefze der
durch Kleine ganze Zahlen ausdriickbaren rationalen Indices“ zu sprechen.
In dieser engeren Fassung wiirde das Gesetz offenbar direkt durch
die Erfahrung bestitigt und zwar (mit Riicksicht auf die schon ge-
nannten Storungen beim Bildungsprozess der Krystalle) als angendhert
giiltig erwiesen werden konnen — wenn es in dieser Fassung iiber-
haupt allgemein zutreffend wire. Letzteres ist indessen nicht der
Fall. Es kommen nimlich, wenn auch gewissermassen als Aus-
nahmen, Flichen vor (z. B. die sog. Vicinalflichen), deren Indices weit
iiber die vorhergenannten Grenzen hinausgehen. Hieraus geht hervor,
dass sich die Grosse der bei den Indices auftretenden ganzen Zahlen
nicht allgemein giiltig einschriinken lisst,

Es bleibt also nichts anderes iibrig, als an der urspriinglichen
Fassung, niimlich der blossen Aussage von der Rationalitit der In-
dices, festzuhalten. Damit verzichtet man aber zugleich auf die Mog-
lichkeit einer direkten Bestitigung durch die Erfahrung! und muss
sich, wie bei vielen andern physikalischen Gesetzen, mit einem in-
direliten Beweis begniigen, d. h. mit der empirischen Bestitigung der
aus der Rationalitit der Indices fliessenden theoretischen Folgerungen.
Unter allen diesen ist keine umfassender und prinzipieller als die-
jenige, die die Symmetrie der Krystalle betrifft. Hier aber werden
die aus dem Gesetz der rationalen Indices fliessenden Folgerungen
durch die Beobachtung vollinhaltlich bestitigt. Das Gesetz der ratio-
nalen Indices schliesst ndmlich ebenfalls das Auftreten von anderen
als 2-; 3-, 4- oder 6-zihligen Symmetrieaxen absolut aus. Z. B. ist
die b-zihlige Symmetrieaxe mit diesem Gesetz unvertriglich, weil
sie Flichen mit irrationalen Axenabschnitts-Verhiltnissen zur Folge
haben wiirde. Indem man alle mit dem Gesetz der rationalen Indices
vertriglichen Symmetrieklassen aufstellt, gewinnt man ein vollstin-
diges Einteilungsprinzip, dem sich die wirklich vorkommenden Kry-
stalle unterordnen (vgl. Nr. 31).

In dieser Ubereinstimmung diirfen wir einen vom naturwissen-
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schaftlichen Standpunkte aus hichst befriedigenden Beweis des Gesetzes
der rationalen Indices erblicken).

Eine letzte wichtige Eigenschaft der Krystallsubstanz, die hier
in Frage kommt, die sie allerdings mit jeder homogenen Substanz
teilt, ist die physikalische Gleichwertigkeit aller parallelen Richiungen.
Diese muss sich als Folge einer jeden molekularen Strukturtheorie
ergeben.

26. Formulierung der mathematischen Probleme. Aus dem
vorstehend geschilderten Sachverhalte entspringen zwei Aufgaben.

Die eine kniipft an die Thatsache an, dass die Symmetrieeigen-
schaften, die einem Krystall, wie iiberhaupt einem Polyeder, ins-
besondere einem konvexen Polyeder zukommen konnen, sich gegenseitig
bedingen; ihre Art und Zahl ist durch mathematische Gesetze bestimmt,
und es resultiert daher die Aufgabe, alle theoretisch moglichen Ver-
bindungen von Symmetrieigenschaften aufzustellen. Die Losung dieser
Aufgabe schliesst die Aufzihlung und Ableitung aller Krystallsysteme
und ihrer Unterabteilungen in sich ein (Nr.31). Der erste, der in
dieser Aufgabe ein geometrisches Problem erkannte und seine voll-
stindige Losung gegeben hat, war C. Hessel™).

Das zweite Problem kniipft an die Forderung an, eine Hypothese
iiber die molekulare Struktur der Krystalle aufzustellen, aus der sich
die obengenannten Grundgesetze als notwendige Konsequenzen ableiten
lassen. Alle Strukturtheorien gehen davon aus, eine regelmdssige
Anordnung der Krystallmolekeln anzunehmen. Die mathematische
Formulierung dieser Hypothese operiert mit einer sich nach allen

72) Es verdient bemerkt zu werden, dass das Symmetriegesetz und das
Gesetz der rationalen Indices, wenn sie auch in der oben genannten Beziehung
zu einander stehen, doch nicht aus einander gefolgert werden konnen. Einer-
seits kann aus dem Gesetz der‘rationalen Indices nicht entnommen werden, dass
die Lage der N mit einander gleichwertigen Richtungen eines Krystalles gerade
eine solche sein muss, dags sie, wie oben erwiihnt, stets eine mit Symmetrie
behaftete Figur bildet. Ebensowenig ist das Umgekehrte der Fall, und zwar
deshalb, weil sich das Symmetriegesetz nur auf solche Flichen eines Krystalls
bezieht, die durch das Symmetriegesetz mit einander verbunden sind, also als
mogliche Flichen einer und derselben einfachen Krystallform auftreten konnen.
Uber die gegenseitige Beziehung der Indices solcher Krystallfiichen, die ver-
schiedenen einfachen Krystallformen angehoren, kann es daher nichts aussagen.

78) Vgl. den Artikel iiber Krystallographie in Gehler’s physikalischem
Worterbuch, p. 1062 ff. Eine zweite Darstellung giebt die Marburger Univer-
sitatsschrift: Uber gewisse merkwiirdige statische und mechanische Eigenschaften
der Raumgebilde (1862). Vgl. auch L. Sohncke, Die Entdeckung des Einteilungs-
prinzips der Krystalle durch J. F. C. Hessel, Zeitschr. f. Kryst. 18 (1891). p. 486.
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Richtungen unbegrenzt ausdehnenden Krystallmasse, ersetzt die Kry-
stallmolekeln zunéichst durch Punkte (z. B. die Schwerpunkte) und
gelangt so dazu, in dem unbegrenzten regelmdssigen Punktsystem die
charakteristische Struktur der Krystallsubstanz zu erblicken. Die
erste Strukturtheorie dieser Art hat A. Bravais™) aufgestellt. Seine
grundlegende Vorstellung wurde spiter durch Ch. Wiener ™) und
L. Sohkncke™) verallgemeinert, in neuester Zeit endlich durch die Ar-
beiten von E. v. Fedorow ™) und unabhingig von ihm durch A. Schoen-
flies™), im Anschluss an einen von F. Kiein ausgesprochenen Gedanken ™).

Die Vorstellung, dass um alle Krystallmolekeln herum die Kry-
stallmasse in gleicher Weise gelagert ist, kann kaum durch eine ein-
fachere ersetzt werden. Andererseits kann eine molekulare Theorie,
mit H. Hertz zu reden, immer nur ein Bild der Naturvorginge geben.
Inwieweit das Bild den wirklichen Bau der Stoffe und die Wirkungs-
weise der Kriifte wiederspiegelt, ist in allen Fillen eine offene Frage.
Auch wird ein solches Bild im allgemeinen einfachere Annahmen
machen, als es der Natur der Dinge entspricht. Andererseits besteht
wieder in der Einfachheit des Bildes sein methodischer Vorzug, und
die in ihm enthaltene Hypothese wird um so wertvoller sein, je
leichter sie die Hauptgesetze des beziiglichen Gebietes abzuleiten ge-
stattet. In dieser Hinsicht ldsst die Strukturtheorie nichts zu wiin-
schen iibrig; denn sowohl die Symmetriegesetze und die Gleich-
wertigkeit paralleler Richtungen, wie auch das Gesetz der rationalen
Indices sind wunmittelbare und prinzipielle Folgerungen der Struktur-
hypothesen (Nr. 38); auch die iibliche Systematik der Krystalle (Nr. 28)
findet durch sie ihre Begriindung. Was allerdings die spezicllen ge-
staltlichen und physikalischen Eigenschaften der Krystalle betrifft, so
sind bisher nur wenige zu nennen, die aus den Strukturhypothesen
ihre Erklirung gefunden haben oder fiir die eine solche versucht
wurde — allerdings ist auch kaum eine Erscheinung bekannt, die
gegen sie spriche®?) (vgl. Nr. 49 ff).

74) Mémoire sur les systdmes formés etc. und Etudes crystallographiques.

75) Grundziige der Weltordnung, 2. Ausgabe (1869), p. 82 ff.

76) Vgl. besonders Entwickelung einer Theorie der Krystallstruktur, Leipzig
1879, in der sich auch eine eingehende historische Darstellung findet.

77) Gestaltenlehre, Petersburg 1885, und Symmetrie der regelmiissigen Sy-
steme von Figuren, ebenda 1890. Fiir die weitere Litteratur vgl. Anm. 151.

78) Krystallsysteme und Krystallstruktur, Leipzig 1891, und die vorher er-
schienenen Arbeiten in Math. Ann. 28 (1887), p. 319; 29 (1887), p. 50; 34 (1889),
p. 172.

79) Vgl. auch W. Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 1 u. 25; (1896), p. 86,

80) Als merkliche Abweichungen sind moglicherweise die von Beckenkamp
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In jedem Falle wird man die Vorstellung eines regelmissigen
Aufbaues der Krystallmolekeln als eine erste Anniherung an die
wirklichen Zustinde der krystallinischen Substanz ansehen diirfen,
ihnlich wie die Mechanik der sogenannten starren Korper eine erste
Anndherung fiir das wirkliche Verhalten der in der Natur vor-
kommenden festen Korper liefert®t).

I. Die Symmetriegesetze und die 32 Symmetriegruppen.

27. Die Symmetriecigenschaften und ihre Gesetze. Die Ge-
samtheit derjenigen N Richtungen, lings deren sich ein Krystall in
Jeder Hinsicht, also auch in seinen sd@milichen physikalischen Eigen-
schaften gleichartig verhilt (vgl. Nr.34), bezeichnen wir kurz als
Figur F. Die Figur F solcher N gleichwertigen Richtungen ist, wie
wir bereits oben (Nr.2b) erwihnten, identisch mit den N Loten, die
man vom Mittelpunkt der allgemeinen einfachen Krystallform auf deren
Seitenflichen fillen kann.

Fiir die in Nr. 25 erwihnten geometrischen Symmetrieeigenschaften
der Figar I giebt es vier einfachste Typen; sie entsprechen der Art und
Weise, auf die man die Figur F' mit sich zur Deckung bringen kann %2).
Dies kann so geschehen, dass man 1) sie um eine durch O gehende
Axe a dreht — a heisst Symmetricaxe, genauer Symmetrieaxe erster
Art®®) —, 2) dass man sie gegen eine durch O gehende Ebene o
spiegelt — Symmetricebene —, 3) dass man jede Richtung durch die
entgegengesetste ersetzt — O heisst Symmetriezentrum®) —, 4) dass
man sie um eine durch O gehende Axe a dreht und ausserdem gegen
eine zu dieser Axe senkrechte Ebene spiegelt — a heisst Symmetrie-

und anderen beobachteten anomalen Atzfiguren zu betrachten. Vgl. Zeitschr. f.
Kryst. 14 (1888), p. 375 u. ff.

81) Damit erledigen sich die Ausfiihrungen von Goldschmidt, Zeitschr. f.
Kryst. 29 (1898), p. 38; Beckenkamp, 32 (1900), p. 45; Viola, 34 (1901), p. 388.
Vgl. auch die dynamischen Vorstellungen von Lord Kelvin in Nr. 33.

82) D. h. jede Richtung kommt in eine Lage, in der sich urspriinglich eben-
falls eine der N Richtungen befand.

83) Solche Axen sollen im Folgenden meist als Symmetrieaxen schlechthin
bezeichnet werden. Die Axen werden als einseitig oder zweiseitig unterschieden,
je nachdem ihre beiden entgegengesetzten Richtungen gleichwertig sind oder
nicht. Im letzten Fall heissen sie auch polar.

84) v. Fedorow sagt ,Inversionszentrum* und versteht unter einem Sym-
metriezentrum den Schnittpunkt der Symmetrieelemente (Axen, Ebenen), Zeitschr.
f. Kryst. 20 (1892), p. 28.
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aze zweiter Art®). Eine Symmetrieaxe erster oder zweiter Art heisst
n-2zihlig, wenn der kleinste Drehungswinkel, der die Deckung von F
mit sich herbeifiihrt, der nte Teil von 2= ist.

Besitzt die Figur F' eine Symmetrieaxe erster Art, so ist sie mit
sich selbst auf mehrfache Art kongruent; besitzt sie eine der drei
anderen Symmetrieeigenschaften, so ist sie sich selbst spiegelbild-
lich gleich ®).

Die Symmetrieeigenschaften, die ein Krystall resp. seine Figur F
besitzen kann, sind, wie in Nr. 26 erwihnt, nicht unabhingig von-
einander. Die krystallographisch wichtigsten Gesetze, die hier be-
stehen, sind folgende®): 1) Die Schnittlinie von zwei Symmetrieebenen
ist eine Symmetrieaxe; der zugehoérige Winkel ist das Doppelte des-
jenigen, den die beiden Ebenen einschliessen. Insbesondere ist die
Schnittlinie von zwei senkrechten Symmetrieebenen eine zweizihlige
Axe. 2) Besitzt umgekehrt ein Krystall eine #-zéihlige Axe und eine
durch sie gehende Symmetrieebene, so besitzt er »n solcher Ebenen,
die gleiche Winkel miteinander einschliessen. 3) Von den drei Eigen-
schaften: Symmetrieehene, Symmetriezentrum und zweizihlige Sym-
metrieaxe bedingen je zwei die dritte, wenn Axe und Ebene senk-
recht aufeinander stehen. 4) Hine n-zihlige Symmetrieaxe zweiter
Art ist zugleich Symmetrieaxe erster Art und zwar vom doppelten
Winkel. 5) Enthilt ein Krystall mehrere Symmetrieaxen, die mehr
als zweizéhlig sind, so miissen seine Symmetrieaxen mit denjenigen
eines der bekannten regelmissigen Fuler'schen Polyeder identisch sein.

28. Historische Entstehung der Krystallsysteme. Die Einteilung
der Krystalle in Systeme ist urspriinglich unter wesentlicher Anleh-
nung an die #usseren Formen der Krystallindividuen erfolgt®). Man
pflegte solche Krystalle zu einem System zusammenzufassen, deren
Flichen sich mit rationalen Indices auf gleichartige Koordinatensysteme
beziehen lassen (Nr. 8). Als Koordinatenebenen und Koordinaten-
axen benutzte man einerseits die Symmetriecbenen, die sich anschaulich
am unmittelbarsten darboten, andererseits solche Richtungen (Azen),

85) Auch axe de symétrie alterne [Curie, Bull. de la soc. min. 7 (1884),
p. 450]. v. Fedorow spricht von ,zusammengesetzter Symmetrie*: Zeitschr. f.
Kryst. 20 (1892), p. 28.

86) Solche Auffassungen des Symmetriebegriffes, die von dem obigen ver-
schieden sind [vgl. z. B. Beckenkamp, Zeitschr. f. Kryst. 82 (1900), p. 45 u. 48;
383 (1900), p. 613], miissen hier unberiicksichtigt bleiben. Vgl. auch Anm. 124.

87) Fiir den Beweis vgl. Nr. 29.

88) Die Arbeiten von Hessel, Gadolin u.s.w. (s. Litteraturiibersicht p. 394
u. 395) kamen erst in neuester Zeit zur Geltung.



444 ' V1. Th. Liebisch, A. Schonflies u. 0. Miigge. Krystallographie.

die auf Symmetrieebenen senkrecht stehen, oder sonst im Krystall
ausgezeichnet sind, die aber nicht in allen Fillen Symmetrieaxen
waren. Erst in neuerer Zeit ist die Benutzung von Symmetrieaxen,
sowie iiberhaupt die Charakterisierung der Krystalle durch ihre Sym-
metrie, allgemeiner geworden. Demgemiiss pflegen die Krystallographen
die Krystalle folgendermassen in Systeme zu teilen:

1) Regulire (kubische, tesserale) Krystalle; vier dreizihlige Axen.
2) Hexagonale Krystalle; eine dreizihlige oder sechszihlige Axe.
3) Tetragonale Krystalle; eine vierzihlige Axe. 4) Rhombische Kry-
stalle; drei zueinander senkrechte ungleiche Axen. 5) Monokline
Krystalle; eine ausgezeichnete Axe. 6) Trikline Krystalle; keine aus-
gezeichnete Richtung.

Im hexagonalen System werden die Krystalle mit dreizéihliger
Axe vielfach auch als rhomboedrisches Krystallsystem oder doch als
rhomboedrische Unterabteilung des hexagonalen Systems bezeichnet.

Was die Symmetrie dieser Systeme betrifft, so ist die des rhom-
bischen und monoklinen Systems nicht mehr einheitlich bestimmt.
Die drei Axen des rhombischen Systems sind nicht fiir alle Krystalle
zugleich zweizihlige Symmetrieaxen, ebenso ist im monoklinen System
nicht bei allen Krystallen eine zweiziihlige Symmetrieaxe vorhanden.
(Vgl. Nr. 32))

Die vorstehende Einteilung in sechs resp. sieben Systeme findet
iibrigens in den Strukturtheorien eine wesentliche Stiitze (Nr. 36).

29. Die Deckoperationen und ihre Zusammensetzung., Die
mathematische Theorie fasst, zumal mit Riicksicht auf die Struktur-
theorien, ausser den Symmetrieeigenschaften auch die Deckoperationen
ins Auge, in denen die Symmetrieeigenschaften gemiss dem Vor-
stehenden ihren Ausdruck finden. Der Symmetrieaxe entspricht eine
Drehung; wir bezeichnen sie, falls sie um die Axe a stattfindet, durch
A («¢), wo & der Drehungswinkel ist; falls die Axe n-ziihlig ist, durch

9[(2—75), ist insbesondere n = 2, also m der Drehungswinkel, so be-
n

zeichnen wir die Drehung auch als Umwendung U. Die drei anderen
beziiglichen Deckoperationen heissen Spiegelung, Inversion und Dreh-
spiegelung %), wir bezeichnen sie durch &, J und QT(%"), wenn @

89) Vgl. A. Schoenflies, Krystallsysteme und Krystallstruktur, p. 29. Fiir
n =2 ist die Drehspiegelung mit der Inversion identisch. Eine zweizihlige Axe
zweiter Art ist daher einem Symmetriecentrum #quivalent.

Statt der Drehspiegelung kann auch eine Drehung in Verbindung mit einer
Inversion benutzt werden; vgl. Mimnigerode, Neues Jahrb. f. Min. Beilagebd. 5
(1887), p. 145, u. 1894, 1, p. 92.
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wieder eine n-zihlige Axe ist. Sie heissen auch Deckoperationen
zweiter Art, wihrend man die Drehung auch Deckbewegung oder
Deckoperation erster Art nennt.

Theoretisch ist es wichtig, auch diejenigen Deckoperationen zu
betrachten, bei denen jede Richtung von F mit sich selbst zur
Deckung gelangt. Man bezeichnet sie als Identitit und hat dafiir
das Zeichen 1 eingefiihrt; es deutet an, dass diese Deckungsart auch
so herstellbar ist, dass ' in Ruhe bleibt.

Die zur Figur F' zugehirige einfache Krystallform kann man in
N Teilfiguren zerlegen, die bei jeder Deckoperation ineinander iiber-
gefithrt werden. Sind alle Deckoperationen Drehungen, so sind alle
Teilfiguren kongruent, im andern Fall sind sie teils kongruent, teils
spiegelbildlich gleich.

Seien nun & und M irgend zwei Deckoperationen der Figur F.
Wird dann auf F' zunichst die Operation & und dann die Opera-
tion M angewandt, so wird F in der Endlage ebenfalls mit sich zur
Deckung gelangt sein. Wir haben damit eine neue Deckoperation
von F' definiert, die in der Aufeinanderfolge resp. in der Verbindung
von € und M besteht, die man Produkt von € und I nennt und
durch LI bezeichnet ). Diese Definition soll auch in dem Fall
gelten, dass € und M die gleiche Deckoperation bedeuten; alsdann
bezeichnet man € - € =2? &.2.2 = u.s. w. und nennt £ L3, ...
Potenzen von L.)

Fiir die durch € und M bestimmte Operation N bestehen in
den einfachsten Fillen folgende Sitze, die sich unmittelbar ergeben,
wenn man eine von O ausgehende Gerade nacheinander den be-
ziiglichen Operationen unterwirft und die Endlage mit der Anfangs-
lage vergleicht.

1) Sind & und &, zwei Spiegelungen an den Ebenen ¢ und o,,
ist a ihre Schnittlinie und < (66)) =«, so ist &S, = A2e).
2) Ist die Ebene 6 senkrecht zur Axe u, so ist EIJ=1U, GU =73,
SU=@&. 3) Ist a eine Symmetrieaxe zweiter Art und ¢ die zu ihr
senkrechte Ebene, so ist gemiss der Definition A(a) = A(«)S;
auch ist UA?(a) = A(2a).

Diese Siitze bilden zugleich die Quelle derjenigen Gesetze, die
wir oben (Nr.27) fiir die Symmetrieeigenschaften ausgesprochen haben.

90) Die Operationen, die durch &I und ML dargestellt werden, sind im
allgemeinen verschieden.

91